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Avant-propos 


Le développement spectaculaire de nouvelles sources de rayonnement 
électromagnétique, couvrant un domaine de fréquences allant des 
ondes radio à lultra-violet lointain (lasers, masers, rayonnement 
synchrotron, sources millimétriques), a renouvelé considérablement 
l'intérêt porté aux processus d’interaction entre photons et atomes. De 
nouvelles méthodes sont apparues, permettant d’obtenir des informa- 
tions de plus en plus précises sur la structure et la dynamique des 
atomes et des molécules, de contrôler leurs degrés de liberté internes et 
externes ou de générer de nouveaux types de rayonnements. Ces 
développements font qu’un nombre croissant de physiciens et de 
chimistes, de chercheurs et d’ingénieurs, s'intéressent aux processus 
d'interaction entre matière et rayonnement à basse énergie. L’ambition 
de cet ouvrage est de mettre à leur disposition les bases théoriques 
nécessaires pour aborder l'étude de ces processus en partant d’un 
niveau en mécanique quantique et en électromagnétisme classique cor- 
respondant à celui de la maîtrise. 

Un tel programme comporte naturellement deux volets. Il faut, d’une 
part, présenter le cadre théorique permettant de décrire la dynamique 
quantique du système global « champ électromagnétique + particules 
chargées non relativistes », discuter le contenu physique de la théorie et 
les diverses formulations que l’on peut en donner. Ces problèmes sont 
étudiés dans un volume déjà paru et intitulé « Photons et Atomes - 
Introduction à l’Electrodynamique Quantique ». Il faut, d’autre part, 
montrer comment un tel cadre théorique permet d’analyser les proces- 
sus d'interaction entre photons et atomes tels qu’ils apparaissent en 
physique atomique et moléculaire, en optique quantique et en physique 
des lasers. Tel est l’objet du présent volume intitulé « Processus 
d’Interaction entre Photons et Atomes ». Les objectifs de ces deux 
volumes sont donc clairement distincts et, suivant ses préoccupations ou 
ses besoins, le lecteur pourra utiliser l’un, l’autre ou les deux volumes 
de cet ouvrage. 

Il est bien sûr exclu de pouvoir présenter dans ce seul volume une 
étude exhaustive des processus d’interaction entre matière et rayonne- 
ment et de tous les phénomènes physiques auxquels ils donnent 
naissance. Nous avons donc mis l'accent sur les aspects qui nous 
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semblent essentiels. Tout d’abord, nous analysons en détail les proces- 
sus élémentaires au cours desquels des photons sont émis, absorbés, 
diffusés, émis et réabsorbés, échangés par des atomes, en nous aidant 
au maximum de représentations diagrammatiques qui permettent de 
visualiser les processus étudiés. La connaissance de ces processus 
élémentaires n’est cependant pas toujours suffisante pour analyser 
simplement la très grande variété de phénomènes qui peuvent résulter 
de l’imbrication de ces processus. Il nous a donc semblé important de 
regrouper aussi dans cet ouvrage différentes approches théoriques, qui 
sont généralement dispersées dans des ouvrages plus spécialisés, et qui 
sont plus particulièrement adaptées à tel ou tel aspect des phénomènes 
étudiés (méthodes perturbatives, méthode de la résolvante, équation 
pilote, équation de Langevin, équations de Bloch optiques, méthode de 
l'atome habillé...). Enfin, nous avons choisi d'illustrer ces méthodes sur 
des systèmes très simples, de manière à pouvoir dégager aussi claire- 
ment que possible leur intérêt et leurs limites. Nous espérons avoir ainsi 
intégré dans ce volume les éléments de base permettant de dominer la 
physique de l'interaction matière-rayonnement sous ses divers aspects. 
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Introduction 


L'interaction électromagnétique gouverne les mouvements des élec- 
trons et des noyaux qui sont, à l'échelle de lélectron-voit, les 
constituants élémentaires de la matière. La compréhension des mécanis- 
mes d'interaction entre le champ électromagnétique et ces particules est 
donc fondamentale pour interpréter de très nombreux phénomènes 
dans notre environnement. Responsable de la cohésion des atomes et 
des molécules, et de leurs interactions mutuelles, l’interaction électro- 
magnétique est aussi à l’origine de l’émission ou de l'absorption de 
rayonnement par ces systèmes. L'étude des propriétés de la lumière 
émise ou absorbée par les atomes et les molécules est d’ailleurs une 
source essentielle d’informations sur la structure et la dynamique de ces 
systèmes. Soulignons aussi qu’il est possible d'utiliser les photons pour 
agir sur les atomes, pour contrôler leurs degrés de liberté aussi bien 
internes qu’externes et pour les placer dans des situations très éloignées 
de l’équilibre thermodynamique. 

Pour décrire les processus qui mettent en jeu le champ électromagné- 
tique et des atomes ou des molécules, la jauge de Coulomb est 
particulièrement commode. Rappelons en effet que, dans ce point de 
vue, l'interaction de Coulomb entre particules chargées, qui est liée à la 
partie longitudinale du champ électromagnétique et qui est prépondé- 
rante à basse énergie, apparaît d'emblée dans l’hamiltonien des 
particules. Le couplage de ces dernières avec le champ transverse 
quantifié peut ensuite être analysé de manière perturbative. Une telle 
formulation présente de nombreux avantages. Tout d’abord, à cause de 
interaction de Coulomb, l’hamiltonien des particules peut posséder 
des états liés. Les atomes, les molécules, et la matière de façon générale, 
peuvent ainsi être décrits en première approximation de manière 
simple. Il faut ensuite tenir compte du couplage avec le champ 
quantique qui est caractérisé par ses excitations élémentaires, les 
photons. Les échanges d’énergie, d'impulsion et de moment cinétique 
entre les systèmes de particules et le champ transverse sont alors décrits 
par des absorptions et des émissions de photons. Ces processus 
constituent les processus élémentaires d'interaction entre la matière et 
le champ transverse. 
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Il convient toutefois de noter que l'identification des processus 
élémentaires n’épuise pas le sujet. En effet, l’imbrication de plusieurs 
de ces processus peut conduire à des effets qualitativement nouveaux. 
Ainsi, le grand nombre de degrés de liberté du champ est à l’origine de 
l'apparition de comportements irréversibles dans l’évolution des ato- 
mes. Le champ peut apparaître dans ce cas comme un réservoir et les 
méthodes de la mécanique statistique se révèlent alors particulièrement 
commodes pour décrire l’effet du champ sur les particules. Un autre 
aspect du champ électromagnétique nécessite une approche particu- 
lière : le champ électromagnétique est en effet l’un des rares champs 
que l’on sache produire dans des états où son amplitude moyenne est 
non nulle. L'évolution des systèmes atomiques dans un tel champ 
cohérent donne lieu à une grande richesse de comportements qui ont été 
explorés d’abord à propos de la résonance magnétique avant de l’être 
dans le domaine optique. 


C'est cette variété de comportements et les méthodes théoriques 
appropriées pour en rendre compte qui sont exposées dans les six 
chapitres qui constituent ce livre. Le premier chapitre rappelle la notion 
d'amplitude de transition, qui est essentielle pour la description 
quantique d’un processus d'interaction entre photons et atomes. Les 
états importants des particules et du champ sont identifiés, et on 
introduit des représentations diagrammatiques permettant de visualiser 
les processus étudiés. Le chapitre II présente une vue d’ensemble sur 
les interactions entre atomes et photons. Les divers processus élémen- 
taires sont passés en revue et analysés en termes d’amplitudes de 
transition : absorption, émission, diffusion de photons, corrections 
radiatives et échanges de photons. Ces processus sont illustrés sur de 
nombreux exemples choisis dans des contextes variés. Le chapitre III 
reprend le problème du calcul des amplitudes de transition avec un outil 
plus puissant que la théorie des perturbations, la résolvante. Nous 
montrons comment il est possible d'obtenir des expressions non 
perturbatives des amplitudes de transition, en particulier pour la 
décroissance d’un état instable ou pour la diffusion résonnante. A partir 
du chapitre IV, on ne cherche plus à déterminer l’évolution de 
l'ensemble «champ + particules », mais seulement celle de l’atome. 
Nous montrons dans le chapitre IV que, pour de nombreux états du 
champ, l’évolution de l’atome peut être décrite par une équation de 
relaxation pour la matrice densité de l’atome (ou par une équation de 
Langevin pour ses observables). De nombreux résultats sont également 
établis sur le mouvement et les fluctuations des observables internes et 
externes de l’atome. Dans le chapitre V, on tient compte en plus de 
l'effet d’un rayonnement monochromatique cohérent, éventuellement 
intense, qui perturbe de façon importante l’évolution atomique. Cette 
dernière peut être décrite, moyennant certaines approximations, par les 
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équations de Bloch optiques, dans lesquelles l’effet du champ cohérent 
est décrit comme une perturbation dépendant du temps. Les équations 
de Bloch optiques constituent, avec les équations de Maxwell, les 
équations de base pour analyser de nombreuses situations physiques. 
Enfin, le chapitre VI reprend le même problème dans le point de vue de 
« l’atome habillé » qui utilise une description quantique du mode du 
champ ayant une amplitude macroscopique. Ce point de vue permet de 
faire ressortir clairement le rôle joué par les processus fondamentaux 
d'absorption, d'émission induite et d'émission spontanée discutés au 
chapitre II, et se révèle très commode pour interpréter de nombreux 
phénomènes se produisant en présence de rayonnement intense. 

Comme dans l’autre volume « Photons et Atomes - Introduction à 
l'Electrodynamique Quantique », chaque chapitre est complété par des 
compléments qui ont diverses fonctions ; ils peuvent préciser des 
notions introduites dans le chapitre ou le prolonger en présentant des 
exemples d’applications ; ils peuvent également proposer d’autres 
points de vue ou aborder des problèmes annexes. Une bibliographie 
succincte, non exhaustive, est donnée, soit sous forme de références 
générales à la fin des chapitres et éventuellement des compléments, soit 
sous forme de références plus spécifiques mentionnées dans des notes 
en bas de page. Les livres sont cités simplement par le nom des auteurs 
sauf « Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique Quanti- 
que » qui l’est par son titre. Pour éviter des références trop fréquentes à 
ce livre, nous avons rassemblé dans un appendice les éléments essentiels 
de la description de l’électrodynamique en jauge de Coulomb. Ce 
formulaire a toutefois un caractère très succinct, et le lecteur est invité à 
se référer à ouvrage mentionné plus haut pour toutes les questions 
relatives aux fondements de la théorie. Enfin, nous avons regroupé à la 
fin de ce volume une vingtaine d’exercices corrigés, qui illustrent tel ou 
tel aspect de l'interaction entre matière et rayonnement. Au prix de 
quelques redites, nous les avons rendus suffisamment autonomes pour 
qu’ils puissent en général être abordés indépendamment de ia lecture 
détaillée de tel ou tel chapitre. 

Pour une première approche simple, le lecteur pourrait se contenter 
des chapitres I, I et V, et admettre, après avoir parcouru la partie A du 
chapitre IV, l'existence des vitesses de relaxation. Il aurait ainsi une vue 
d'ensemble sur les processus élémentaires et serait familiarisé avec les 
méthodes simples de calcul des amplitudes de transition ainsi qu'avec 
les équations de Bloch optiques. 


Avertissement 


Selon un usage courant, le terme « rayonnement » est utilisé de façon 
assez générale pour désigner le champ transverse, bien qu’il ne coïncide 
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avec ce dernier qu’en l'absence de particules chargées. Par ailleurs, les 
fréquences propres des atomes ou du champ sont systématiquement 
repérées par les pulsations w correspondantes. Etant donné l’usage peu 
courant de ce dernier terme, nous continuons à utiliser le mot de 
fréquence pour les désigner. 


CHAPITRE I 


Amplitudes de transition 
en électrodynamique 


Le but de ce premier chapitre est d'introduire la notion d'amplitude 
de transition qui est essentielle pour la description quantique des 
processus d'interaction entre atomes et photons. 

Nous commençons, dans la partie A, par rappeler que l’amplitude de 
probabilité associée à un processus physique est l'élément de matrice de 
l'opérateur d'évolution entre l’état initial et l’état final du processus 
étudié. Le calcul de ces amplitudes utilise souvent la théorie des 
perturbations et repose sur la décomposition de l’hamiltonien total 
H en une partie non perturbée H, et un couplage V. 

Nous rappelons ensuite, dans la partie B, des notions de base de 
mécanique quantique sur le comportement temporel des amplitudes de 
transition. Plusieurs cas sont distingués suivant que les états initial et 
final du processus étudié appartiennent au spectre discret ou continu de 
Ho. La discussion qualitative de cette partie B est approfondie dans 
trois compléments. Le complément A; regroupe quelques résultats 
importants relatifs au calcul perturbatif des amplitudes de transition et 
des grandeurs physiques qui peuvent être déduites de ces amplitudes 
(probabilités de transition par unité de temps, sections efficaces... }. Le 
complément B; introduit la notion d’hamiltonien effectif, utile pour 
décrire des situations où plusieurs niveaux d'énergie de Ho, formant une 
multiplicité bien isolée, sont couplés indirectement via d’autres niveaux 
de Ho. Le complément C ; présente un modèle très simple d'état discret 
couplé à un continuum, permettant de calculer exactement les amplitu- 
des de transition et de comprendre comment se manifeste le « souve- 
nir » de l’état discret de Ho dans les états propres de H. 

Dans la partie C, nous analysons enfin la façon dont ces notions 
peuvent être appliquées au cas d’un système de particules chargées 
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interagissant avec le champ électromagnétique. Partant de l’hamiltonien 
H de lélectrodynamique quantique en jauge de Coulomb, nous 
envisageons plusieurs décompositions possibles de cet hamiltonien en 
une partie non perturbée Ho et un couplage V. Nous soulignons à cette 
occasion les avantages de la jauge de Coulomb qui permet de prendre 
en compte l'interaction de Coulomb dans l’hamiltonien des particules et 
de considérer comme «non perturbés » des états liés de particules 
chargées comme des atomes, des molécules ou des ions. Nous 
introduisons également des représentations diagrammatiques des pro- 
cessus d'interaction permettant de visualiser simplement l’évolution du 
système global. Ce sont ces processus d’interaction (absorption, émis- 
sion, diffusion... ) que nous passerons en revue dans le chapitre II. 
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A — AMPLITUDE DE PROBABILITÉ ASSOCIÉE 
A UN PROCESSUS PHYSIQUE 


La notion d'amplitude de probabilité joue un rôle central dans la 
description quantique du déroulement temporel d’un processus physi- 
que. Le système étudié est préparé à l’instant r;, dans un certain état 
|W;). L'amplitude de probabilité de le trouver, à un autre instant 
tp, dans l’état | # z} est donnée, dans le point de vue de Schrödinger, 
par : 


CH UG pti) bi) (A.1) 


où U(t;;t;) est l'opérateur d'évolution entre 1; et tp. L'intérêt des 
amplitudes (A.1) est qu’elles se multiplient : l'amplitude d'aller de 
|Y) à [W2) entre #, et f, puis de |w,) à |W#;) entre t, et 
t, est donnée par le produit : 


CALACROILDACZIEACRNIE A) (A2) 


Une autre propriété intéressante des amplitudes (A.1) est qu’elles 
interfèrent. Si le système n’est pas observé à l'instant intermédiaire 
t), les amplitudes associées à tous les états intermédiaires possibles 
doivent être sommées. Il est bien connu en effet que : 


Wal Ulat) ly = 
=F (pal Uls) | Pn? Pnl Ulti) #1} (A.3) 


où les {|¢„)}} forment une base orthonormée d'états. 

Le calcul de l’amplitude (A.1) suppose bien sûr que l’on sache tout 
d’abord déterminer |#;) et |W;). L'état initial et l’état final sont 
caractérisés par des valeurs bien définies de certaines grandeurs 
physiques. Il faut donc pouvoir calculer les valeurs propres et états 
propres des observables qui représentent ces grandeurs physiques. Par 
ailleurs, la détermination de l'opérateur d'évolution U(r;,t;) passe par 
la diagonalisation de l’hamiltonien H du système. Or, il se trouve que 
dans la plupart des cas, et notamment en électrodynamique, on ne sait 
pas calculer de manière exacte les états propres et valeurs propres de 
H. Il est donc nécessaire d’avoir recours à des méthodes d’approxima- 
tion. 

Le calcul perturbatif des amplitudes (A.1) repose en général sur la 
décomposition de l’hamiltonien H en une partie « non perturbée » 
Ho, dont les états propres | „ò et les valeurs propres E, sont connus, et 
une perturbation V = H - H,: 


H = Ho+V (A.4) 
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Comme tout état |#;} ou |) peut toujours être développé sur la 
base |w,) des états propres de Ho, les amplitudes (A.1) peuvent être 
exprimées en fonction des quantités : 


(Ppl Ul pti) | Pn? (A.5) 


qui représentent les amplitudes de transition induites par la perturbatiop 
V entre états non perturbés. Dans ce chapitre, nous nous intéresserons 
à ces amplitudes de transition et à leur calcul sous forme d’un 
développement perturbatif en puissances de V. 

Quand le problème étudié peut être posé en termes de collisions, il est 
très commode de « brancher » et de « débrancher » adiabatiquement la 
perturbation V, en multipliant formellement V par un paramètre 
A(t) dont les variations temporelles sont représentées sur la figure 1. 
On « simule » ainsi l’arrivée l’un sur l’autre de deux paquets d'onde qui, 
au début (f = t;), n’interagissent pas parce qu’ils sont trop éloignés l’un 
de l’autre, et qui, après la collision (1 = zt), se séparent à nouveau et 
n’interagissent plus. La limite de l'expression (A.5), quand la durée 
T de la collision (voir figure 1) tend vers l'infini, n’est autre qu’un 
élément de la matrice § de diffusion. (L'opérateur d’évolution 
U doit être alors pris en représentation d'interaction par rapport à 
Ho pour éliminer les exponentiélles d’évolution libre en t; et en 
t; dues à H,; voir complément À,, $ 1). 


0 t t; 


Figure 1. Variations temporelles du paramètre à (t) permettant de brancher 
et de débrancher adiabatiquement la perturbation V et de simuler ainsi une 
collision de durée T. 
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B — COMPORTEMENT TEMPOREL 
DES AMPLITUDES DE TRANSITION 


Pour donner une idée du type d'informations physiques qui peuvent 
être extraites des amplitudes de probabilité précédentes, nous allons 
distinguer différents cas, suivant que les états initial et final |#;) et 
|?) du processus étudié appartiennent au spectre discret ou continu 
de l’hamiltonien non perturbé Ho. Pour chacun de ces cas, nous 
rappellerons les comportements temporels que la mécanique quantique 
prédit pour les éléments de matrice de l'opérateur d’évolution, et nous 
indiquerons comment il est possible de relier les amplitudes de 
probabilité à des grandeurs physiques mesurables comme des déplace- 
ments de niveaux, des durées de vie, des sections efficaces... Nous 
aurons ainsi dégagé quelques idées générales qui seront utiles pour 
l’analyse des processus physiques passés en revue dans le chapitre I]. 


1. Couplage entre états discrets isolés 


Commençons par considérer le cas où l’hamiltonien non perturbé 
H, possède un ou plusieurs états propres discrets bien isolés de tous les 
autres états propres de Ho. 

Un cas particulièrement simple est celui d’un seulétat discret 
|&1), bien isolé, d’énergie non perturbée Æ,. Considérons alors 
l'amplitude : 


Ŭ (T) = Ce lÜ) e: (B.1.a) 

où 
Ü(T) = ei HoT/2h U(T) ei 07/2h (B.1.b) 
est l'opérateur d'évolution entre les instants t; = — T/2 et t; = + T/2 


en représentation d'interaction par rapport à A, (voir complément À ;, 
$ 1). Ü, (T) représente l'amplitude de probabilité pour que le système, 
préparé dans l’état |; à l'instant initial t;, y soit encore un instant 
T après. En insérant à droite ou à gauche de U(T) = exp( — i HT /ħ) la 
relation de fermeture sur les états propres de H, on voit apparaître une 
superposition d’exponentielles de T, dont l’une a un poids nettement 
prépondérant (d'ordre 0 en V): 


ÜT) = | ceilt) FR (B2) 


Dans (B.2), |W,) est l’état propre de H qui tend vers |g,) quand 
V tend vers zéro et ôE, le déplacement de l’état |) dû au couplage 
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V, donné par le développement perturbatif bien connu : 


CPV lEn Pnl Vle) E 


SE = (p1lVlpi) + ÿ E_E 
ra 


nál 


(B.3) 


L'étude de l'amplitude (B.1.a) permet donc de calculer des déplace- 
ments de niveaux. Remarquons d’ailleurs qu’il suffit de connaître, dans 
le développement de l'amplitude (B.2), le terme linéaire en T pour 
obtenir ôE. Nous rencontrerons dans la suite des situations de ce type 
à propos de l’étude du déplacement radiatif de niveaux atomiques dû à 
l'émission et à la réabsorption virtuelles d’un photon. 

Un autre cas intéressant est celui où Ho possède deux états discrets, 
bien isolés des autres, [p,) et |p:}), de même énergie non perturbée 
E, = E,. Considérons alors l’amplitude : 


Üa(T) = (p2|Ü(T)|p1} (B.4) 
qui permet de calculer la probabilité : 
Pa(D) = |Üa(D) |? (B.5) 


pour que le système, initialement dans l’état |4), passe au bout d’un 
temps T dans l’état |2). Il est bien connu en mécanique quantique 
(problème à deux niveaux) que P(T) présente un caractère oscillant. 
La fréquence de cette oscillation réversible du système entre |¢,) et 
|#1), appelée « fréquence de nutation de Rabi », est proportionnelle au 
couplage introduit par V entre |) et |2), soit directement (si 
(lel V | p1) est non nul), soit indirectement (si {p,|V | 1) est nul) via 
d’autres niveaux éloignés de |¢;) et |æ,) (voir complément B,). Des 
exemples de telles situations apparaissent dans les interactions entre un 
système atomique et une onde monochromatique intense (voir 
complément À y). 

Si plusieurs états propres discrets de AH, sont proches les uns des 
autres (en formant un groupe suffisamment bien éloigné de tous les 
autres niveaux de Hi), les probabilités de transition de l’un à l’autre de 
ces niveaux sont des superpositions d’oscillations de Rabi avec des 
amplitudes et des fréquences différentes. A la limite où le nombre 
d'états couplés les uns aux autres devient très grand, les battements 
entre ces diverses oscillations de Rabi finissent par donner un caractère 
irréversible à l’évolution du système. C’est ce que nous allons étudier 
maintenant en considérant des couplages qui font intervenir un conti- 
nuum d’états propres de H}. 
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2. Couplage résonnant entre état discret et continuum 


Nous supposons dans ce paragraphe qu’un état discret | ;), d'énergie 
E;, est couplé par V à un continuum |æ;) d’états propres de 
Ho (l'énergie Ep de |@;) varie continûment). 

Le calcul de l'amplitude de probabilité (+| Ü(T)|?;} est bien connu 
en mécanique quantique. À l’ordre le plus bas en V, c’est-à-dire à 
l’ordre 1, on trouve (voir complément A ;, $ 2-b) : 


Ü;(T) = Cesl Te: = Ôÿ; — 2mi â KE; — E;) Vx + (B.6) 


où Va = (er|V|p;) est l'élément de matrice de V entre (p| et 
lpi), et où T(E f — Ei) est une fonction delta de largeur #/T, qui 
exprime la conservation de lénergie non perturbée à A/T près 
(incertitude liée à la durée T de l'interaction). En fait, 8 (E f— E;) est 
la transformée de Fourier du produit d’une exponentielle de fréquence 
(E; — E;)/h par un créneau de largeur T. Pour obtenir la probabilité de 
transition de |;) vers |@;), il faut prendre le carré du module de 
(B.6). Comme les états |+;) et |g;) sont par hypothèse différents, le 
premier terme de (B.6), p, est nul. Par ailleurs, le carré de 
5 (D est proportionnel à T8 P (voir complément À ;, équation (49)). La 
probabilité de transition de |y;) vers |p) est donc proportionnelle à 
la durée T de l’interaction, ce qui permet de définir une probabilité de 
transition par unité de temps qu’on trouve égale à : 


1, 2 
wa = E ÜRT =E IV: POE -E) ED) 


En fait, l’état final | ¢ p), qui appartient à un spectre continu, n’est pas 
normalisable. La quantité qui a un sens physique est la probabilité de 
transition par unité de temps vers un groupe d'états finals. Par exemple, 
la somme de (B.7) sur tous les états |æ;) donne la probabilité de 
transition par unité de temps, l, de l’état discret |g;) vers un état 
quelconque du continuum : 


2 
r= wa= F [Val pE s E) (B.8) 
f 


où p est la densité d'états finals évaluée en E; = E; (règle d’or de 
Fermi). 


Une autre quantité intéressante est la probabilité |Ü;, (D) |? pour que 
le système soit resté dans l’état discret |+;) au bout d’un temps 
T. Le calcul perturbatif précédent donne (conservation de la norme) : 


(ÖT) =1- YU =1-TT (B.9) 
f 
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La probabilité de trouver le système dans l’état |; décroit donc 
proportionnellement à I. En fait, un calcul non perturbatif de 


l’amplitude Ü,;(T), sur lequel nous reviendrons dans le chapitre II, est 
possible (*). Il donne : 


Ü, (T) = e7 17/2 e7 185TA (B.10) 


ce qui montre que létat discret se désintègre exponentiellement au 
cours du temps avec une « durée de vie »: 


(B.11) 


(La probabilité [Ü;(D)|?  décroit en effet en 
exp( — (T) = exp( — T /r)). On voit apparaître également un déplace- 
ment £E, de l’état discret dû au couplage avec le continuum, et dont 
Pexpression est : 
|V xl? 
8E; = P LECE. (B.12) 
n 
où 2? signifie partie principale. Il apparaît ainsi clairement que l'étude 
des amplitudes de transition faisant intervenir un état discret et un 
continuum donne accès à des grandeurs physiques importantes comme 
des durées de vie ou des déplacements de niveau. Nous discuterons 
dans le chapitre II un exemple important de situation de ce type, 
Pémission spontanée de rayonnement par un état atomique excité 
discret. 


Remarque 


La décroissance exponentielle de |Ū,(T)|? est un exemple simple de 
comportement irréversible dû à la superposition d’un très grand nombre 
d’oscillations de Rabi de fréquences différentes (voir fin du paragra- 
phe B—1 précédent). Il importe toutefois de noter qu’un tel résultat n’est 
valable que si le continuum auquel est couplé l’état discret |, est très 
plat, plus précisément si la quantité |V;;|? p(E;) varie très lentement avec 
E;. Si le continuum possède des structures responsables de variations 
rapides de |V ; |? p(E;), des oscillations amorties peuvent subsister dans 
[Ü;(T) |? (voir complément C ;5,). 


(*) Un modèle simple d'état discret couplé à un continuum est également analysé dans 
le complément C}. Il permet d’obtenir de manière élémentaire la décroissance exponen- 
tielle décrite par l'expression (B.10). 
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3. Couplages à l’intérieur d’un continuum ou entre continuums 


` 


Ii nous reste à envisager le cas où l’état initial |; et l’état final 
|p) du processus physique étudié appartiennent tous deux à un même 
continuum ou à deux continuums différents d’états propres de 
H,. Des situations de ce type se rencontrent fréquemment lors de 
l'étude de la diffusion de photons par des atomes. Dans ce cas, l’état 
|p:»(|p/)) représente l’atome dans un niveau d'énergie donné en 
présence d’un photon incident (diffusé). Comme l’énergie des photons 
incident et diffusé peut varier de manière continue, [p;) et |p;) 
appartiennent bien chacun à un continuum. 

Pour T suffisamment grand, l’amplitude de transition Ü ;(T) n’est 
autre qu’un élément de la matrice S de diffusion. Le calcul quantique de 
Ü (T) donne (voir compléments À, et Bizz) : 


Ü lT) = 8x -27i SE; -E) 6; (B.13) 


où ôP est une fonction delta de largeur A/T, et où © si est la matrice de 
transition dont le développement en puissances de V (développement 
de Born) est donné par : 


By = erlVlp:) + <e;lV Vie; + 


Î 
E; - Hy+in 
1 


1 
V a V — 
+ Key E;—-Hy+in E;-Hi+in 


V]e: +-  (B.14) 
n étant infiniment petit et positif. 


Remarque 


Il peut arriver que le développement de Born ne converge pas et que 
l'expression (B.14) wait donc pas de sens. C’est ce qui se passe notamment 
lorsque Hg a un état propre discret |, dont l'énergie E, coïncide avec 
celle des états initial |; et final [æ;) (cas de la «diffusion réson- 
nante »). On peut cependant établir une expression compacte de la matrice 
de transition G; (voir complément B,,,, $ 1.b): 


GC = Cesl Vle: + CeslV Vle:) (B.15) 


a EE 
E,-H+in 


où c’est H et non A, qui figure dans le dénominateur du deuxième terme. 
On peut vérifier que le développement formel de l'expression (B.45) 
redonne bien le développement (B.14). En effet, l'identité 


(B.16) 
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appliquée à A=E,-H+in, B=E;-H,+in donne 


1 1 1 1 
EE E T E 
E-H +i E; -Hotin E;,-H;,+in Hoi ei 


L’itération de (B.17), reportée dans le deuxième terme de (B.15), redonne 
bien (B.14). 


Comme dans le paragraphe B.2 précédent, le calcul de la probabilité 
de transition |@;) — |@;) fait apparaître, si | ¢ f) # |®;), le carré de 
la fonction ôP, proportionnel à T5 (7). Il est donc possible de définir 
une probabilité de transition par unité de temps : 


1,5 2 
wa = 7 lUa? = E 6p E; - E;) (B18) 


Comme l’état final |g;) n’est pas normalisable, c’est la somme de 
Wf Sur un groupe d'états finals qui a un sens physique. Cette 
sommation fait apparaître la densité d’états finals p(E; = E;). Enfin, 
l’état initial |&;} est lui aussi non normalisable puisqu'il appartient à un 
continuum. On peut cependant associer un flux incident à un tel état 
l#;), et il est bien connu que le rapport entre la probabilité de 
transition par unité de temps de l’état |; vers un groupe d'états finals 
et le flux incident associé à |; n’est autre qu’une section efficace de 
diffusion. On voit ainsi comment il est possible d'extraire une grandeur 
physique mesurable, comme une section efficace, des amplitudes de 
transition Ü (1) entre deux états appartenant à des continuums. Nous 
donnerons dans la suite de nombreux exemples de processus de 
diffusion (diffusions Rayleigh, Raman, Compton, photoionisation, 
Bremsstrahlung... ). 


Remarque 


L'expression (B.18) évoque une « règle d’or de Fermi généralisée », où le 
couplage 6; entre {;) et |p) contient tous les ordres en V. Il convient 
toutefois de noter que l'expression (B.13), et l'expression (B.18) qui en 
découle, ne sont valables à tous les ordres en V que si |; et 
|p) appartiennent tous deux à un continuum. De plus, l’expression 
exacte (B.15) de G, doit être utilisée s’il existe des états discrets 
résonnants intermédiaires. 

Dans le cas où l’un des deux états |p;) ou |p) est discret, la différence 
entre Ü;(T) et ô; n’est proportionnelle à 8 P(E; — E;) qu’à l’ordre le plus 
bas en V. 
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C — APPLICATION A L'ÉLECTRODYNAMIQUE 


1. Hamiltonien en jauge de Coulomb 


Nous considérons maintenant le cas de l’électrodynamique. Le 
système étudié est formé alors par un ensemble de particules chargées 
æa, de charges q„ et de masses m,, interagissant avec le champ 
électromagnétique. Soient r, et p, = (h/i) V, la position et l'impulsion 
de la particule «, A(r) le potentiel vecteur du champ qui, en jauge de 
Coulomb, est transverse (A = A, ). L’hamiltonien qui décrit la dynami- 
que de ce système s'écrit, en jauge de Coulomb (voir appendice, $ 3) 


Eala 


2m, 


1 
H = y Im. {Pa — a A(r,)F T. £ Sa- B(ra) + V Coul + HR (C.1) 
Le premier terme de (C.1) représente l’énergie cinétique des particu- 
les, puisque la vitesse t, de la particule œ vaut 


ta = fre = $E pe de AG] (C2 


Le second terme de (C.1) représente l'interaction entre les moments 
magnétiques de spin des particules (S, est le spin de la particule 
a, g, son facteur de Landé) avec le champ magnétique B du 
rayonnement évalué aux points où se trouvent les particules. Le 
troisième terme, Vo, est l'énergie de Coulomb du système de 
particules, somme des énergies d’interaction coulombienne entre paires 
de particules (a,B) et des énergies coulombiennes propres £ĉou de 
chaque particule «æ 


ad 1 
V cou = e y ECO (C.3) 
2 L È Bme ra -rsl 2 a 
EGout est une constante donnée par la formule (43) de l’appendice. 
Enfin, le dernier terme Hg est l'énergie des champs transverses 
(électrique E, et magnétique B) 


Hz = 3 | d'r [E} (r) + cB?(r)] (C.4.a) 


qui s'exprime également simplement en fonction des opérateurs d’anni- 
hilation et de création a; et af d’un photon du « mode » normal de 
vibration j du champ (repéré par le vecteur d’onde kj, la polarisation 


g; et la fréquence w; = ck;) 


1 
Hpg = 2 ño; (a a; +3) (C.4.b) 
i 
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A chaque mode j est donc associé un oscillateur harmonique à une 
dimension, l’état propre |n;) d’un tel oscillateur (avec nj = 0,1,2...) 
rues un état où le mode j contient n; photons d’énergie 
> d'impulsion fk; et de polarisation £j. Rappelons enfin que les 
e champs transverses E_, B ainsi que AS Expument sous forme 
d’une combinaison linéaire des opérateurs a; et a* (voir expressions 
(29), (30) et (28) de l’appendice). 
Pour la suite, il est utile de réécrire l’hamiltonien H sous la forme 


p° 
H = Lai, (C.5.a) 
avec 
Ja 
Hn T D 7 Pa-A(Ta) (C.5.b) 
Ja 
H} = DS zy Se Ba) (C.5.c) 
Hn aP (C.5.d) 


a 


La décomposition de H en H5 + V peut s'effectuer de plusieurs 
façons. Nous envisageons maintenant deux d’entre elles conduisant à 
différents types de développements perturbatifs pour les amplitudes de 
transition. 


2. Développement vis-à-vis des charges q, 


Une première possibilité consiste à regrouper dans H, tous les termes 
indépendants de qa : 


(C.6.a) 


a 


Les charges q, apparaissent ainsi comme les paramètres de couplage 
caractérisant l'importance de la perturbation : 


V = V Coul + Hn + Hi + Hp (C.6.b) 


Les états propres de Ho représentent alors simplement des particules 
libres (états propres de p?/2m,) en présence de photons transverses 
(états propres de HA). Aucun état lié de particules ne peut apparaître 
dans H,, car aucun couplage, ni direct, ni indirect, n’existe entre les 
particules. 
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Tous les termes contenus dans V sont ensuite traités de manière 
perturbative, aussi bien l'interaction de Coulomb que l'interaction 
entre les particules et le champ transverse. Les problèmes physiques qui 
peuvent être étudiés simplement dans un tel point de vue sont alors 
essentiellement des problèmes de diffusion entre particules, entre 
particules et photons (diffusion coulombienne, diffusion Compton, 
émission de rayonnement de freinage... ). 


3. Développement vis-à-vis de l’interaction avec le champ transverse 


La deuxième décomposition de H que nous envisagerons ici consiste à 
regrouper dans À, tous les termes qui dépendent des seules variables 
dynamiques des particules, ou des seules variables dynamiques du 
champ transverse, mais non des deux à la fois : 


Ho = Hp + Hpg (C.7.a) 
où 
p? 
Hp Fa $ 2m T V Coul (C.7.b) 


est un hamiltonien de particules. La perturbation V contient alors tous 
les termes contenant à la fois des opérateurs de particules et des 
opérateurs de champ transverse : 


V = Hn + H$ + Hp (C.7.c) 


Le développement perturbatif en puissances de V est donc un 
développement vis à vis de l'interaction entre les particules et le champ 
transverse. 

Comme l'interaction de Coulomb V cou est incluse dans l’hamiltonien 
des particules, un tel hamiltonien peut décrire maintenant des états liés. 
En fait, les états propres de Hp sont caractérisés par deux types de 
nombres quantiques, d’une part des nombres quantiques externes, 
décrivant le mouvement du centre de masse de l’ensemble des 
particules, d’autre part des nombres quantiques internes, décrivant 
l’état d’excitation du système des particules dans le référentiel du centre 
de masse. Par exemple, si les particules étudiées forment un atome ou 
une molécule, les nombres quantiques internes repèrent les niveaux 
d'énergie de cet atome ou de cette molécule. Les états propres de 
H, décrivent donc des situations où des systèmes de particules, comme 
des atomes, des molécules, des ions... dans des états internes bien 
définis et avec une impulsion bien définie, sont en présence d’un certain 
nombre de photons transverses caractérisés par une énergie, une 
impulsion et une polarisation bien définies. 


20 Amplitudes de transition I.C.4 


Le traitement perturbatif de V permet ensuite de décrire des 
processus d’absorption ou d'émission de photons par de tels systèmes 
de particules. Nous donnerons plus loin une représentation diagramma- 
tique des amplitudes de transition induites par V permettant de 
visualiser ces divers processus. 


Remarque 

Lorsque le système des particules est formé de plusieurs systèmes distincts 
A, B, ... (atomes, molécules, ions, électrons... }, bien séparés les uns des 
autres, il peut être intéressant de ne garder dans H, que les énergies de 
Coulomb à l’intérieur de chaque système, V£4,, Vē; .… , et de reporter 
dans l’hamiltonien d'interaction V l'énergie d'interaction coulombienne 
entre systèmes différents, V4Ë,... Les états propres de Ho représentent 
alors des situations où les divers systèmes À, B ... sont dans des états 
externes et internes bien définis, sans interactions mutuelles, et en 
présence d’un certain nombre de photons. 


4, Avantages liés à la prise en compte de l’interaction de Coulomb dans 
lPhamiltonien des particules 


Un premier avantage de la décomposition (C.7), par rapport à la 
décomposition (C.6), est de permettre de considérer comme non 
perturbés des états où des systèmes de particules chargées sont liées par 
l'interaction de Coulomb (atomes, molécules, ions... ). De tels états 
subsistent avant le branchement et après le branchement de V (voir 
figure 1). Avec l’autre décomposition (C.6), aucun état lié ne pourrait 
subsister en l'absence de V (*). Les atomes, molécules, ions... se 
dissocieraient en noyaux et électrons avant le branchement et après le 
débranchement de V, et il serait beaucoup plus difficile de traiter des 
processus comme l'émission, l’absorption ou la diffusion de photons par 
de tels systèmes, processus qui jouent cependant un rôle important dans 
toute la physique des basses énergies. 

Un deuxième avantage de la décomposition (C.7) est que V cou est, 
dans le domaine non relativiste, beaucoup plus important que l’interac- 
tion avec le champ transverse. Il est donc tout à fait indiqué de partir 
des états propres de H, et de traiter l'effet des interactions avec le 
champ transverse comme une perturbation. 


Remarques 


(i) C'est l'élimination du potentiel scalaire et du potentiel vecteur 
longitudinal qui fait apparaître l'interaction de Coulomb comme un terme 
purement particulaire en jauge de Coulomb. Dans une autre jauge, 


(*) Nous ignorons ici bien sûr les interactions autres qu’électromagnétiques, par 
exemple les interactions fortes responsables de la cohésion des noyaux. 
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comme la jauge de Lorentz, l'interaction coulombienne n'apparaît que 
dans un traitement au deuxième ordre de l'interaction entre les particules 
et les photons scalaires et longitudinaux (*). Les avantages de la décompo- 
sition (C.7) que nous venons de discuter sont donc étroitement liés au 
choix de la jauge de Coulomb. 

(ii) De tels avantages subsistent dans d’autres formulations de l’électrody- 
namique quantique équivalentes à l’électrodynamique en jauge de Cou- 
lomb, comme par exemple celle conduisant à l’hamiltonien dipolaire 
électrique (voir appendice, $ 5). Le nouvel hamiltonien H’, transformé 
unitaire de H = H, + V, peut encore s’écrire sous la forme H' = Ho + V’, 
où AH, a la même expression qu’en (C.7) et contient en particulier 
l'interaction de Coulomb. 


5. Représentation diagrammatique des amplitudes de transition 


Utilisons par exemple la décomposition (C.7). Le développement de 
perturbation de l’opérateur d’évolution fait apparaître les amplitudes 
de transition comme des produits d'éléments de matrice de V entre 
états propres de Ho et de facteurs d’évolution libre entre deux 
interactions, ces produits étant sommés sur tous les temps et sur tous les 
états intermédiaires (voir complément À}, $ 2.a) : 


Le] 1 n 
GlUGe) = petiot E (p) | da dnadn x 
P= t= Te T> T> l 
-iE ktp- Tp) À -iEn (7x Ta) /À 
e E E LT ET 


Pn-1"#1 
…(@2|V| ge ‘AC = DAC: IV ipe iE, — ti) À (C.8) 


Ji sera commode pour la suite d’utiliser une représentation diagrammati- 
que de ces produits, car une telle représentation permet de visualiser les 
processus physiques intervenant dans l’amplitude de transition. 

La propagation libre des particules sera représentée par des lignes 
droites, celle des photons par des lignes ondulées. Auprès de chaque 
ligne figurent les nombres quantiques repérant l’état libre correspon- 
dant (a, b... pour l’état des particules, vecteur d’onde k et polarisation 
e pour les photons). A ces lignes sont associés des facteurs exponentiels 
du type exp[ —iE(r,- T;)/h], décrivant l’évolution libre de l’état 
d'énergie E entre les instants 7, et 7; associés aux extrémités de la ligne 
(ces instants ne figurent pas explicitement sur le diagramme pour 
alléger l'écriture). Chaque diagramme se lit de bas en haut (pour suivre 


(*) Voir par exemple le complément B, de « Photons et Atomes - Introduction à 
l'Électrodynamique Quantique ». 
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le déroulement temporel du processus). Les lignes de particules et de 
photons arrivant du bas correspondent à l’état libre dans le ket 
|#;) de l'élément de matrice, les lignes de particules et de photons 
partant vers le haut correspondent à l’état libre dans le bra (¢ p|. Les 
éléments de matrice de V sont représentés par les points de jonction de 
ces lignes (vertex), élément de matrice étant pris entre l’état décrit par 
les lignes qui arrivent au vertex et celui décrit par celles qui en partent. 
Une ligne de photon arrivant et disparaissant en ce point (figure 2.a} 
correspond à la destruction d’un photon (terme en a de Hy et 
Hÿ). Une ligne de photon partant de ce point (figure 2.b) correspond à 
la création d’un photon (terme en a* de H, et HÌ). Les termes à deux 
photons de Hp correspondent aux trois figures 2.c (terme en a? 
détruisant deux photons), 2.d (termes en a*? créant deux photons), 2.e 
(termes en aa* ou a*a créant un photon et en détruisant un autre). 


b pa 
b ke 


(a) (b) 


(c) (d) (e) 


Figure 2. Différents types de vertex correspondant 
aux divers éléments de matrice de V. 


Dans de nombreux processus, il y a plùs d’une interaction entre 
atomes et champs. Le diagramme correspondant contient alors plusieurs 
vertex et plusieurs lignes associées à la propagation libre entre les 
interactions. Il symbolise le produit de toutes les quantités (éléments de 
matrice de V, évolution libre) ainsi représentées. Par exemple, le 
diagramme de la figure 3 symbolise la quantité 


exp{ — i(E. + ħw')X(t i- 7)/h] <c;k'e' |V |b;0) x 
x exp[ — iE (T2 — T,)/h] <b;0|V |a;ke) x 
x exp[ — i(E, +how)(r, — t;)/A] (C.9) 
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Figure 3. Représentation diagrammatique 
de l'amplitude de transition (C.9). 


et représente l’amplitude de probabilité pour que le système des 
particules , initialement dans l’état a, absorbe à l'instant 7, un photon 
incident ke et passe dans l’état b, puis aboutisse à l’instant 7, dans l’état 
c en émettant un photon k'e’. D’autres types de diagrammes seront 
introduits dans la suite de cet ouvrage 


Remarque 


Dans les autres formulations de l’électrodynamique quantique équivalentes 
à l’électrodynamique en jauge de Coulomb, l’hamiltonien d'interaction 
V' peut avoir des éléments de matrice plus simples que V. Par exemple, 
dans le point de vue dipôlaire électrique (voir appendice, $ 5), l’hamilto- 
nien d'interaction (en — qE, .r) ne contient que des termes à un photon en 
a ou en a*. Il n’y a plus de termes à deux photons comme les termes en 
A? conduisant à des éléments de matrice du type de ceux représentés sur les 
figures 2.c, 2.d, 2.e. Il en résulte une grande simplification dans les termes 
d'ordre supérieur du développement perturbatif de l’amplitude de transi- 
tion. 


RÉFÉRENCES GÉNÉRALES 


A propos de l'importance des amplitudes de probabilité, voir 
Feynman, Tome III, chapitres 3 et 7 ; Cohen-Tannoudji, Diu et Laloë, 
chapitre III, partie E ; Lévy-Leblond et Balibar, chapitres 4 et 5. 

Le calcul perturbatif des amplitudes de transition se trouve dans de 
nombreux ouvrages de mécanique quantique. Par exemple : Messiah, 
chapitre XVII; Cohen-Tannoudji, Diu et Laloë, chapitre XII ; 
Merzbacher, chapitre XVIII ; Schiff, chapitres 8 et9 ; Feynman and 
Hibbs, chapitre VI. Des références relatives aux amplitudes de transi- 
tion entre deux continuums (problèmes de collisions) seront données 
dans le chapitre II]. 

Pour l’électrodynamique en jauge de Coulomb, voir l’appendice et les 
références qui y sont citées. 
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COMPLÉMENT A; 


CALCUL PERTURBATIF 
DES AMPLITUDES DE TRANSITION - 
QUELQUES FORMULES UTILES 


Dans le chapitre I, nous avons utilisé, sans les démontrer, un certain 
nombre de résultats relatifs aux amplitudes de transition. Le but de ce 
complément est d’établir de manière succincte ces résultats et de 
regrouper un certain nombre de formules utiles auxquelles nous nous 
réfèrerons tout au long de cet ouvrage. 

Nous commençons ($ 1) par introduire le point de vue d'interaction et 
par souligner son intérêt. Nous passons ensuite ($ 2) au calcul perturba- 
tif des amplitudes de transition et nous établissons l'expression des 
termes d'ordre le plus bas (ordre 0, 1, 2) dans le développement de ces 
amplitudes en puissances du couplage V. Nous étudions enfin ($ 3) la 
probabilité de transition de l’état initial vers l’état final en distinguant 
plusieurs cas suivant la nature discrète ou continue de ces états. 


1. Point de vue d’interaction 


Comme dans le chapitre I, l’hamiltonien H du système étudié est 
décomposé sous la forme 


H = Hj+V a) 


L’hamiltonien non perturbé Ho est supposé indépendant du temps. Par 
contre, le couplage V peut en dépendre éventuellement (par exemple, 
si V est multiplié par le paramètre À (z) dont les variations temporelles 
sont représentées sur la figure 1 du chapitre). 

Le passage du point de vue habituel de Schrödinger au point de vue 
d'interaction par rapport à H, est réalisé en appliquant aux vecteurs 
[y(r)) et aux opérateurs À du point de vue de Schrödinger la 
transformation unitaire 


T(i) e e on PE (2) 


où #, est un instant de référence que nous prendrons pour origine des 
temps (to = 0). Si |#(#)} et A(t) représentent les vecteurs et opérateurs 
dans le nouveau point de vue, nous avons donc 


MONET AIT 70) (3.a) 
FO = eHo/h 4 PA (3.b) 
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Si V était nul, le point de vue d'interaction coïnciderait avec le point 
de vue de Heisenberg, et MIO) resterait fixe au cours du temps. Il 
s'ensuit que, dans le cas général où V n’est pas nul, | TON n’évolue que 
par suite de la présence du couplage V. Pour le voir de manière plus 
précise, établissons l'équation d'évolution de |ÿ(#)) en appliquant 
iħd/dt à (3.a)etenutilisant l’équation de Schrödinger pour iñd|#(#)} /dt. 
U vient 


- H| Š) +e 7 (Ho +V) |#() 


VO 1$@) (4) 


ing O) 


où 
P(t) = PA és V Pa de (5) 


L'équation (4) montre bien que la vitesse de variation de |ÿ(#)} est au 
moins d'ordre 1 en V. En particulier, dans l’étude d’un processus de 
collision, où le couplage V peut être débranché dans le passé lointain et 
dans le futur lointain (voir figure 1 du chapitre I), le vecteur d'état 
n'évolue pas dans le point de vue d'interaction avant le début et après la 
fin de la collision. C’est ce qui permet de comprendre pourquoi les 
‘éléments de matrice de l'opérateur d'évolution Ü(+ pti) dans le point de 
vue d'interaction ont une limite bien définie quand t; et t; tendent 
respectivement vers + oo et — co (matrice de diffusion). Il sera 
d’ailleurs utile pour la suite d’établir la relation existant entre 
Ü(t pti) et l’opérateur d'évolution U(t;,f;) du point de vue de Schrôdin- 
ger. L'équation 


LUGA) = Ul pti) |Y) (6) 
donne, compte tenu de (3.a) 
LEEA) = Ül pti) 1E) (7) 
avec 
Dinya Uae (8) 


2. Développement perturbatif des amplitudes de transition 


a) DÉVELOPPEMENT PERTURBATIF DE L'OPÉRATEUR D'ÉVOLUTION 


L'opérateur d'évolution U(tp,t;) du point de vue de Schrödinger est 
défini par (6), et vérifie la condition initiale 


U(r:,t;) = 1 (9) 
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Compte tenu de l’équation de Schrödinger satisfaite par |#(r;)), 
l’équation (6) est équivalente à l'équation intégrale 


tf 
U(t pti) = Uolt psti) + F f dt Ut ;,t) V U(t,t;) (10) 
ti 


où 
Up) ae NA (11) 


est l'opérateur d'évolution non perturbé associé à H,. Pour démontrer 
cette équivalence, il suffit de vérifier que opérateur U défini par (10) 
satisfait bien à (9) et à l'équation d'évolution 


ih L U(t pt) = (Ho + V) Ul pti) (12) 
f 


Par itérations successives, léquation (10) conduit alors au développe- 
ment perturbatif bien connu de l'opérateur d’évolution 


U(t pti) = Uolt pti) + D UK) (13.a) 
n=i 
avec 


UOK pti) = (5) f A A x 


l> Tp >T > T l; 
x © Ht- Ta)/ fy Mu yV e E ny Fait De A (13.b) 


La structure du terme (13.b) est celle d’un produit de (n +1) 
opérateurs d'évolution non perturbés séparés par n interactions 
V. En prenant les éléments de matrice de (13.b) entre les états propres 
{el et |#;) de Ho et en insérant (n — 1) fois la relation de fermeture 
sur les états propres de Ho entre deux opérateurs V successifs, on 
retrouve la formule (C.8) du chapitre. 

L’équation (8) permet enfin d’obtenir le développement perturbatif 
de l’opérateur d'évolution dans le point de vue d'interaction 


œ 


Ült pti) = 1+ D DOl pt) (14.a) 
n=1 
Ü pti) = ( 3 i f E dr, Cr) Ÿ Cr Fr) 
l STS TETE li (14.b) 


La comparaison de (14.b) et (13.b) montre bien que le passage dans le 
point de vue d'interaction élimine les exponentielles d'évolution libre 
exp(—iHot;/h) et exp(iHọot;/ħ) relatives aux instants initial et final. 
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Soit F; l'élément de matrice de Ü(t pti) entre les états propres 
Corl et wi) de Ho 


P fi = (erlÜGsti)le:) (15) 
Le développement perturbatif (14) donne alors 
Ph =p IP (16.a) 
n=i 
SP = el PEt ei) (16.b) 


Nous allons maintenant calculer les termes d’ordre 1 et2 en V du 
développement perturbatif de l'amplitude de transition S pi. 


b) AMPLITUDE DE TRANSITION D'ORDRE 1 EN V 
Compte tenu de (16.b), (14.b) et (5) 


1 ù" i(E;- E)r /ħ 
P-a driVge 1777 (17) 
où nous avons posé V; = (æ;|V]w;). Nous supposerons ici V 
constant et choisirons l’origine des temps de telle sorte que 


m=-T/2 t;=+T/2 (18) 


où T est la durée de l’interaction. L'intégrale sur 7, de (17) se calcule 
alors exactement et il vient 


FẸ =- 2ri V g 8 XE; — E) (19) 
où 
5YE; - E;) = pS f T/2 dTi iE- EDn 1sin(E;—E;)T/2h 
de + m ŒE) 


(20) 


D’après la première égalité (20), 87E; — E;) tend vers ô(E;- E;) 
quand T — œ . En fait, d’après la deuxième égalité (20), 8 P(E; — E;) 
est une fonction de diffraction représentée sur la figure 1, d'amplitude 
maximale T/2rh pour E; -— E; = 0, de largeur de l’ordre de 4rh/T 
(distance entre les deux premiers zéros de part et d’autre du maximum) 
et d’intégrale égale à 1. C’est donc une fonction delta approchée 
exprimant la conservation de l’énergie à l'incertitude A/T près, liée à la 
durée finie de l'interaction. 
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8 OVE; - E;) 


Figure 1. Variations avec E; -— E; de la fonction 80(E,- E;). 


Remarque 


Si V est multiplié par la fonction A(rf) de la figure 1 du chapitre I, la 
formule (19) reste valable mais ô‘? est alors la transformée de Fourier d’un 
créneau de largeur de l’ordre de T, dont les bords sont non plus « carrés » 
mais «arrondis». La fonction ‘P est dans ce cas une fonction de 
diffraction ”apodisée” dont l'intégrale est toujours égale à 1 et qui peut 
donc être encore considérée comme une fonction delta de largeur 
h/T. 


c) AMPLITUDE DE TRANSITION D'ORDRE 2 EN V 
A l’ordre 2, les équations (16.b), (14.b) et (5) donnent 


2 
FP = (3) f dTidT, x 
iħ +T/2= 72> 1t1=-T/2 


X 5 V aV i ms Epra/a „iE E;ÿr,/h (21) 
k 


La somme sur les états intermédiaires k représente une somme sur les 
états propres |, de Họ. Pour se débarrasser de la restriction 
Ta => T3, il suffit de multiplier l’intégrand de (21) par la fonction de 
Heaviside 0(T, — T1) égale à 1 pour 7, > 7, et 0 pour 7,< 7,. Utilisons 
alors l'identité 


iE T- h 
> T2 T) 


+œ ,—{E(r-T)/h 
1 | G dE (22) 


GS) = Lim - — nn 
(Ta Ti) = Lim ne. 


0: Zrmi J o 
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que l’on peut vérifier aisément en calculant l'intégrale de (22) par la 
méthode des résidus. L’équation (21) peut être alors réécrite 


T T 

2) 1 2 == F3: Fa 
FF? = (z) = a r 

2 2 


+ : : 
x f dg e AN On AA E) (23) 
-© 
où 
V g Vi 
i fk?! ki 
(E) = s 24 
WE) U Eem E (24) 


D’après le paragraphe 2-b précédent, les intégrales sur 7, et 
Tı donnent respectivement 2mh NE; — E) et 27h SE, — E). Ces 
deux fonctions sont pratiquement nulles dès que E s'écarte de 
E; pour la première, de E; pour la deuxième de plus de A/T. Leur 
produit est donc une fonction de E qui n’est non nulle que si d’une part 
E; et E; coïncident à #/T près, et si d'autre part E coïncide avec cette 
valeur commune de E; et Ep à A/T près. 

Pour effectuer la dernière intégrale sur E qui reste à faire dans (23), il 
faut maintenant comparer la largeur en E de ô (E f— E) SE, — E) 
qui est de l’ordre de h/T autour de E; = E;, et celle de l’autre fonction 
de E qui figure dans (23), à savoir W (E). Dans de nombreux cas, que 
nous préciserons plus loin, W (E) est une fonction de E qui varie très 
peu avec E sur un intervalle de largeur A/T. Il est possible alors de 
remplacer dans (23) W,;;(E) par W,(E;) et de sortir W,;(E;) de 
l'intégrale, ce qui donne 


1 r|.. V Vu 
PE n 
f 2mi (ih)? E LE — E,+in 
+ 
x | dE 8E —-E;) SU(E -E;) (25) 
-%0 


L'intégrale sur E de (25) se calcule aisément à partir de la forme 
intégrale (20) de ô” 


+ © 
f dE SE — E;) è (E -E,) = 


Le) 
i ii m f de i dr eE-EN A QUE ED A (26) 
ar Jo -3 _T 


(Notons qu’il ny a pas de restriction sur l’ordre temporel de 
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Tr et r'). L'intégrale sur E de (26) donne 27h ô(r + r'), de sorte que 
(26) se réduit à 


+ © 
| dE STE — E;) 8 ™XE — E ;) = 


[so] 


1 + 
27h | 


Finalement, en reportant (27) dans (25), nous obtenons 


dr eE 8 YE; E)) (27) 


NIS os 


V # Vu 


FSP = = mi | Lim Y ==. 
fi DEIET 


n—0, 


SUXE, — Ep) (28) 


Précisons maintenant les cas où W (E) peut être considéré comme 
une fonction de E variant lentement à l'échelle de #/T. Essentiellement, 
il ne faut pas qu’il y ait des états propres discrets |} de H, dont 
l'énergie Æ, soit très voisine de E; et Ep. En effet, la fonction 
(E—E,+in)"! varierait dans ce cas très rapidement avec E au 
voisinage de E = E; puisqu'elle diverge pour E = E,. Notons par 
contre que A, peut avoir un spectre continu E, au voisinage de 
E; = E;. En effet, la somme sur k dans (24) devient alors une intégrale 
sur E, La fraction 1/(E +in —E,) s'exprime en fonction de 
(E -E,) et P(1/(E —-E,)) et donne, lors de l'intégration sur 
E,, des fonctions de E qui n’ont aucune raison de diverger au voisinage 
de E; = Eş. Pour T suffisamment grand, ces fonctions peuvent donc 
être considérées comme variant lentement à l'échelle de A/T. 

Finalement, en récapitulant les résultats obtenus dans ce paragraphe, 
nous pouvons écrire 


V kV ki 


.= ôa — 2ni ÔU(E,-E;)|V, + Li —— 3 
F f fi TI (E; 5) Ae HA LE Ein + 0(V7 


— 


(29) 


Remarques 


(i) Si les états initial | ;), ou final | ẹ f} , ou les deux sont discrets, l’état 
intermédiaire |, peut coïncider avec cet état discret dans la somme 
(24), ce qui conduit à une divergence de W};(E) au voisinage de 
E; ou E;. Ceci ne peut cependant se produire que si l'élément diagonal de 
V dans l’état discret, V;; (ou V,;), est non nul. On peut toujours réintégrer 
dans H, ces éléments diagonaux (ce qui revient à remplacer E; par 
E; + V;;). Il est possible alors d'utiliser l'expression (28) de S D. Cepen- 
dant, aux ordres supérieurs à 2, il est impossible en général d'empêcher 
lg:) (ou |p;)) d’apparaître comme état intermédiaire. 
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(ii) Dans le chapitre III, nous introduisons des méthodes de calcul des 
amplitudes de transition plus puissantes que celle exposée dans ce 
complément. Ces méthodes permettent de resommer tous les termes de la 
série des perturbations où apparaissent comme états intermédiaires un ou 
plusieurs états discrets susceptibles de conduire à des divergences de 
l'amplitude de transition, parce que leur énergie est très proche de celle 
des états initial et final. Nous obtiendrons ainsi pour les amplitudes de 
transition des expressions non perturbatives valables dans des conditions 
où l'expression (29) ne l’est pas. La même approche permet de généraliser 
aux ordres supérieurs l'expression (29) de ;; dans le cas d’un problème 
de diffusion où |#,) et |p) appartiennent tous deux au spectre continu 
de H,. On obtient ainsi 


F p= 8p- 2mi 8(E;-E)6; (30) 


où la matrice de transition Gy; est donnée par Pexpression (B.15) du 
chapitre I. Quand il est valable, le développement en puissances de 
V de G; est le développement de Born dont les deux premiers termes 
figurent dans le crochet de (29). 


3. Probabilité de transition 


a) CALCUL DE LA PROBABILITÉ DE TRANSITION VERS UN ÉTAT FINAL 
DIFFÉRENT DE L'ÉTAT INITIAL 
Supposons |¢ p) différent de | p;}. Le premier terme, ô ;;, de (29) est 
alors nul. La probabilité de transition P (T) de |¢;) vers |p;) au 
bout d'un temps T vaut dans ce cas 


P iT) = (F xl? F 4r’ [8 XE; = Ep)? X 


V fa V ki 
x |V a + Lim Y -=s | +e (31 
f Lim LE Erin ) 
D'après (20), la fonction 
sin(E; — E;)T/2h 
[8 XE; - EDP = A SES ARE (32) 


m? (E; - E;Ÿ 


est le carré d’une fonction de diffraction. Pour E; = E;, [8 E s- ED? 
atteint sa valeur maximale qui vaut 7T?/4m h. La distance entre les 
deux premiers zéros de cette fonction de part et d’autre de son 
maximum est, comme pour ê D égale à 4rh/T et donne une idée de sa 
largeur. Pour la suite, nous aurons besoin de l’intégrale sur E f de cette 
fonction qui est de l’ordre de (T?/4m h) x (4mh/T), c'est-à-dire de 
l'ordre de T/mh. Effectivement, à partir de (27), on obtient 


ho dE; [8 (XE; - E)? = n (33) 


Le] 
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b) PROBABILITÉ DE TRANSITION ENTRE DEUX ÉTATS DISCRETS. CAL- 
CUL À L'ORDRE LE PLUS BAS EN V 


Commençons par supposer que |#;) et |p) sont deux états propres 
discrets de Ho, d'énergies E; et Ep proches Pune de l’autre et éloignées 
de toutes les autres valeurs propres de Họ. A l’ordre le plus bas en 
V, la probabilité de transition de |; vers |p) s'écrit, compte tenu 
de (31) et (32) 


4V |? 


2 (T) = — sin(E; — E;)T/2h 34 

e a e (34) 
Cette formule n’est bien sûr valable que si T est suffisamment petit pour 
que le traitement perturbatif de V soit justifié. Il est intéressant de la 
comparer avec la formule exacte obtenue dans le cas simple où 
lp:) et |p) sont les seuls états propres de Ho, et où par suite la 


diagonalisation exacte de Ho + V est possible (*) : 
41V l? T 

Ph -— sin] 7 Ep- EÐ +41V al?) 35 

Dep ap pe LA VE EN +4; e 


Les expressions (34) et (35) coïncident bien à l’ordre le plus bas en 
Va. En particulier, pour E; = E;, l'équation (34) donne 


PCT) = |V a T/R G6) 


qui est le début du développement de la fonction sin{|V sil T/A] 
décrivant la nutation de Rabi résonnante entre |;) et |p}. 


c) CAS OÙ L'ÉTAT FINAL APPARTIENT À UN CONTINUUM D'ÉNERGIE. 
DENSITÉ D'ÉTATS 


Quand l’état final appartient à un continuum d'énergie, P p(T) n'est 
plus une probabilité de transition, mais une densité de probabilité de 
transition. La quantité qui a un sens physique est alors la probabilité 
pour que le système atteigne un groupe d’états finals caractérisé par des 
valeurs propres tombant dans un certain domaine Dp. Pour fixer les 
idées, nous allons tout d’abord considérer deux exemples concrets qui 
nous permettront d'introduire la notion de densité d’états. 


a) Exemple des particules matérielles libres 


Supposons que les états finals |p) soient les états |p) d’impuision 
p bien définie d’une particule libre de masse M, satisfaisant la relation 


(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Laloë, chapitre IV, § C-3. Nous 
supposons de plus ici V; = V p = 0. 
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d’orthonormalisation habituelle 


(pip'> = ôP- p’) (37) 


Un état final tel que |p;) n’a pas de sens physique (sa norme est 
infinie). Par contre, on peut considérer la probabilité pour que, dans 
l'état final, l'impulsion de la particule pointe dans langle solide 
ôN; autour de la direction de Pr, et ait une énergie comprise dans 
l'intervalle SE; autour de E; = p 5/2M, ce qui définit un domaine 
D; dans l’espace des impulsions. Cette probabilité vaut 


8P(p;T) = d'p| PIČI 6) |? (38) 
peD; 


Au lieu d'utiliser p,,p,,p, pour caractériser l’état final |p}, il est 
possible de prendre d’autres variables comme l'énergie E et les angles 
polaires 8 et 6 caractérisant la direction de p, df2 étant l’angle solide 
correspondant à dô et dọ, il vient 


dp = p° dp dN = p(E) dE dN (39) 
où dN = sin 0 d0 de et où 

d 
p(E) = p° Fh =p°= = M V2M (40) 
est par définition la densité d'états finals. L'expression (38) s’écrit alors 
SP(p;,T) = dN dE p(E) | (p|Ü(T)| e:) |? (41) 

2659, 

Ee6E; 

Remarque 


Il est possible de discrétiser le continuum et d'obtenir des états finals de 
norme 1 en enfermant les particules dans un cube de côté L et en imposant 
des conditions aux limites périodiques pour obtenir des états finals ayant la 
même dépendance spatiale que les états |p}. La somme sur les états finals 
compris dans un domaine D; est alors une vraie somme discrète. Quand 
L tend vers linfini, il est commode de remplacer cette somme discrète par 
une intégrale. La densité d’états p(E) est alors définie de manière que 
P(E) dE dN soit le nombre d'états discrétisés contenus dans le domaine 
associé à dE et dN. A cause des conditions aux limites périodiques, les 
valeurs possibles du vecteur d’onde k (qui est égal à p/#) forment dans 
l'espace des k un réseau régulier de points avec un point par volume 
élémentaire (2r/L). Les nombre d'états dans d’% est donc 
(L/2rY kdk dN, ce qui donne pour p(E) la valeur 


p(E) = Lu Vi (42) 


=. E P 
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Le résultat final pour la probabilité de transition (41) ne dépend bien sûr 
pas de L. Pour le voir, il suffit de noter que la présence de <p| dans 
Pélément de matrice de opérateur d'évolution entraîne que le carré du 
module de cet élément de matrice contient un facteur 1/L° qui se 
compense avec le facteur L? apparaissant dans la densité d’états (42). 


B) Cas des photons 


Un autre exemple important de continuum d'énergie est celui des 
états à un photon |ke) satisfaisant la relation d’orthonormalisation 


(k'e'|ke) = ô 8(k — k’) (43) 


Rappelons que les états |ke) sont obtenus par action sur le vide des 
opérateurs de création a (k). Il est possible alors d’écrire une équation 
analogue à (38) où il faut de plus sommer sur les polarisations et 
remplacer dp par 


d'k = k?dk dN = p(E) dE dN (44) 


avec 
R (45) 


Pour établir (45), nous avons utilisé la relation E = hw = hck entre 
énergie E et module du vecteur d’onde k pour un photon (au lieu de 
E = p?/2M). 

Dans le cas où le rayonnement est enfermé dans un cube de 
dimension L, il faut remplacer (45) par 


L E 


(rY Pc 9 


p(E) = 


Y) Cas général 

Dans le cas général, nous supposerons que l’état final | ep), 
appartenant à un continuum d'énergie, est caractérisé par son énergie 
E et un ensemble d’autres grandeurs physiques désignées par £, et nous 
noterons 


69 EnBnD = | dEdB PEB) | KEBDI e)? (4D 
EeôE}; 
Pepp 
la probabilité pour que, partant de l’état |; (normé), le système 
aboutisse après un temps T dans l’un des états finals du domaine 
D; caractérisé par 8E; et ôB p. Dans (47), p(E,B) est la densité d’états 
finals qui, dans le cas général, dépend à la fois de Æ et de 


B. 
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d) PROBABILITÉ DE TRANSITION PAR UNITÉ DE TEMPS VERS UN 
GROUPE D'ÉTATS FINALS APPARTENANT À UN CONTINUUM D'ÉNER- 
GIE 


Dans l'expression (47), | (E,B |Ü(T)|;) |? n’est autre que le carré 
du module de l’amplitude de transition Sp donnée en (29) avec 
ôs —0. À l'ordre le plus bas en V, nous obtenons en notant 
v(E,B ;g;) l'élément de matrice V ;; 


P(E; B pT) = | dE dB p(E,B)Ar ?|v(E,B;e6;)| {50KE — ED} 
EeôE 
BeB, 

(48) 


En général, p(E,B)|v(E,B;p;)|? est une fonction de E variant avec 
E beaucoup plus lentement que [8 P(E — E;)]? qui, pour T suffisam- 
ment grand, a une largeur très faible, de l’ordre de ñ/T. Si tel est le cas, 
on peut alors remplacer [8 P(E — EF par une «fonction delta » 
centrée en E;. Comme l'intégrale sur £ de [8 P(E — E} est, d’après 
(33), égale à T/27mh, il est justifié d'écrire (vis à vis des fonctions 
lentement variables de E) 


[8 0(E - E)? = 80E -E;) (49) 


Le report de (49) dans (48) montre alors que 82? est proportionnel à la 
durée T de l'interaction, ce qui permet de définir une probabilité de 
transition par unité de temps ôw(E;,B f) 


SWE LB p) = $ 8P(EpB pT) = 


= da | dE dB p(E,B) |v(E,B;6;)l'80(E—E;) (50) 
EeôE; 


BeôB; 


Supposons que l'intervalle SE; contienne E; et que &8E ; soit supérieur 
à la largeur A/T de SE — E,). L'intégrale sur E est alors immédiate. 
Si de plus ôB; est suffisamment petit pour que l'intégrale sur 
B ne soit pas nécessaire, il vient finalement 


wEB) 2 
58; a + |o(E; = E,8 poi) P(E; = EB f) 69 


qui n’est autre que la règle d’or de Fermi pour la probabilité de 
transition par unité de temps et par unité d'intervalle 68. 
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Remarque : Somme sur les polarisations 


Revenons à l'exemple des photons. Il est très fréquent que l'élément de 
matrice au carré de (50) soit de la forme |£.X|? où X est une grandeur 
vectorielle et où € est le vecteur polarisation du photon. Si l’on n’observe 
pas la polarisation du photon émis, il faut, pour une direction d'émission 
k donnée, sommer sur les deux états de polarisation € et €’ orthogonaux à 
k et orthogonaux entre eux, c’est-à-dire calculer 


5 lex? = F (5 ë 7) X,X* (52) 
elk i,j = x,y,z elk 
Pour évaluer la somme entre parenthèses de (52), il suffit de noter que 
£,£€' et k = k/k forment une base orthonormée pour laquelle la relation de 
fermeture s'écrit 


EEj+E NE +K; kj = Oi (53) 

d’où l’on déduit 

k; k; 
E; &j = &; &j + €'; E'j= ô; — Ki Kj= 8j- (54) 
eik k 
et par suite 
k 
D eS * - E (55) 
k 


elk 


e) CAS OÙ L'ÉTAT INITIAL ET L'ÉTAT FINAL APPARTIENNENT TOUS 
DEUX À UN CONTINUUM 


Dans ce cas, l’état initial |¢;} est lui aussi non physique (puisque de 
norme infinie). Il est possible cependant de lui associer une quantité 
ayant un sens physique, comme un flux de particules, si | ¢;} représente 
une particule libre incidente d'impulsion bien définie. 

Calculons un tel flux incident pour une particule de masse M et pour 
un photon. Il est alors particulièrement commode d’utiliser des états 
discrétisés dans un cube de côté L. Dans l’état discrétisé |p;) ou 
Ik;), qui est de norme 1, la densité de particules est 1/ L? (une particule 
dans un volume L) et la vitesse vaut p,/M = ñk;/M pour la particule 
de masse M, cx, pour le photon (où K, = k;/k;). On en déduit que le 
flux incident ®, vaut 


RE A (56) 
pour la particule de masse M et 


D= (57) 
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pour le photon. La division par |®;| de la probabilité de transition par 
unité de temps et par unité d’angle solide donne alors la section efficace 
différentielle de diffusion de k; vers k;. 


Remarque 


Si |¢;) et |p) appartiennent tous deux à un continuum, il apparaît deux 
facteurs 1/L° dans l'élément de matrice au carré de (51). Un facteur 
1/L° est compensé par le facteur L’ qui apparaît dans la densité d'états 
finals (voir remarque du paragraphe 3-c précédent). L'autre facteur 
1/ L? compense celui figurant dans l’expression (56) ou (57) du flux, lors de 
la division de ôw/&842 par ce flux. Il apparaît ainsi clairement que la 
section efficace de diffusion ne dépend pas de L. 


RÉFÉRENCES GÉNÉRALES 


Même bibliographie que dans le chapitre I. 
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COMPLÉMENT B, 


DESCRIPTION DE L'EFFET D'UNE PERTURBATION 
PAR UN HAMILTONIEN EFFECTIF 


1. Introduction - But recherché 


Pour beaucoup de systèmes, les états propres de l’hamiltonien 
H ne peuvent pas être déterminés exactement. Par contre, ceux d’un 
hamiltonien approché Ho sont quelquefois connus. Ainsi, dans le cas de 
lélectrodynamique, nous avons vu dans la partie C du chapitre que 
l'hamiltonien était diagonalisable en l’absence de couplage entre les 
particules et le champ, ou encore en l'absence de couplage entre le 
champ transverse et les particules interagissant par la loi de Coulomb. 
Dans ce cas, une théorie des perturbations peut être utilisée pour 
déterminer les états propres de H, en prenant comme perturbation la 
différence entre H et Ho. 

Dans ce complément, nous considérons le cas d’un hamiltonien 
Ho dont les niveaux d’énergie E;, se groupent en multiplicités 
62,6 us bien séparées les unes des autres. L’indice latin i repère les 
différents niveaux |i,æað d’une même multiplicité, et P, est le 
projecteur sur la multiplicité €!. 


Hioli,a) = E;,li,a) (1) 
Pa = D lia) <ia | (2) 
Dire que les multiplicités sont bien séparées signifie que le spectre de 


H, a la forme indiquée sur la figure 1. De manière plus précise, nous 
supposons : 


|Eia — Ejal < |Eia — Ejsl avec a + B (3) 


En termes physiques, le nombre quantique i caractérise des degrés de 
liberté dont les fréquences de Bohr, (E;, — Eja)/ħ (écarts entre 


g? 


8s 


Figure 1. Multiplicités &?, £$ ... de l’hamiltonien Ho. 
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niveaux d’une même multiplicité) sont petites. Au contraire, Pindice 
a est un nombre quantique relatif à des grandeurs dont les fréquences 
de Bohr (E;, — E;g)/ħ (écarts entre deux multiplicités différentes) sont 
bien plus grandes. Ainsi, l’existence de multiplicité bien séparées révèle 
la présence dans le système de deux types de degrés de liberté : des 
degrés de liberté rapides caractérisés par l'indice grec æ, et des degrés 
de liberté lents caractérisés par l'indice latin i. 

Des situations de ce type se rencontrent dans de nombreux problèmes 
physiques, et notamment dans l’étude des interactions entre matière et 
rayonnement. Considérons par exemple le système formé, d’une part 
par un électron dans un potentiel statique extérieur et d’autre part par 
un mode ke du champ de rayonnement de fréquence w. En l’absence 
d'interaction entre l’électron et le rayonnement, les niveaux d'énergie 
du système global sont repérés par les nombres quantiques i de 
l’électron dans le potentiel extérieur et le nombre œ = N de photons 
dans le mode. Si la fréquence w du mode considéré est très grande 
devant les fréquences (E; — E;)/h caractérisant le mouvement de 
lélectron dans le potentiel extérieur, nous sommes dans une situation 
analogue à celle de la figure 1. Les multiplicités £? = &$ regroupent 
alors les niveaux d’énergie de l’électron dans le potentiel extérieur en 
présence de N photons et les autres multiplicités correspondant à un 
nombre N’ # N de photons sont à une distance (N' — Nw. 

Pour obtenir l’hamiltonien total H, ajoutons maintenant à Họ la 
perturbation ou le couplage que nous écrirons sous la forme AV, où 
À est un paramètre sans dimension : 


H = Ho + AV (4) 


L'opérateur V a des éléments de matrice aussi bien à l’intérieur d’une 
multiplicité qu'entre deux multiplicités différentes. Par exemple, pour 
le système mentionné plus haut, l'interaction entre l’électron et le mode 
ke couple la multiplicité £$, aux multiplicités &$,, (et £% _:), les 
processus physiques correspondants étant l'émission (et l'absorption) 
d’un photon ke par l’électron. Si À est suffisamment petit, de manière 
plus précise, si 


IalAVIZLB)| < |Eia —- Ejs] (B +a) (5) 
les niveaux d’énergie de l’hamiltonien H se grouperont, comme ceux de 
Ho, en multiplicités &, , g ... bien séparées les unes des autres, les 


niveaux de &, tendant vers ceux de £? quand À_.0. 

Les effets physiques du couplage À V sont de deux sortes. D’une part, 
les fonctions d’onde sont modifiées. En particulier, les fonctions d’onde 
de la multiplicité £? sont « contaminées » par les fonctions d’onde des 
autres multiplicités e? avec B # a. D'autre part, les énergies sont 
modifiées. En particulier, les fréquences de Bohr lentes (à l’intérieur 
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d’une multiplicité) sont changées. Etudions de plus près ces deux types 
d'effet dans le cas de l’exemple physique introduit plus haut. Par suite 
de la contamination des états de £9, par ceux de £9, 1, N n’est plus un 
bon nombre quantique, et les observables électroniques, qui commutent 
avec l’opérateur nombre de photons, peuvent alors avoir des éléments 
de matrice non nuls entre états perturbés de & y et états perturbés de 
Ên +1: Physiquement, il apparaît dans le mouvement de l’électron des 
composantes rapides à la fréquence œw qui correspondent en fait à la 
vibration de l’électron dans le champ électrique du mode ke. Par 
ailleurs, le couplage non résonnant entre £9, et £9, . , déplace au second 
ordre en À V les états de £}. Physiquement, l'émission et la réabsorp- 
tion virtuelles (ou l’absorption et la réémission virtuelles) d’un photon 
par l’électron change le mouvement lent de l’électron dans le potentiel 
extérieur. 

Dans ce complément, nous nous intéressons essentiellement à la 
modification apportée au mouvement lent par le couplage À V et non à 
la contamination des fonctions d’onde. Notre but est d’essayer de 
construire un hamiltonien n’agissant qu’à l’intérieur de chaque multipli- 
cité £? et tel que ses valeurs propres dans £? coïncident avec celles de 
H dans &,. Un tel hamiltonien, appelé hamiltonien effectif, magit que 
sur les degrés de liberté lents puisque ses éléments de matrice entre 
<i a| et |j, sont nuls si æ # B. Comme il décrit correctement le 
mouvement lent, il incorpore l'effet sur les degrés de liberté lents du 
couplage de ces derniers avec ‘es degrés de liberté rapides. Dans le cas 
du système physique considéré plus haut, l’hamiltonien effectif est un 
hamiltonien purement électronique qui décrit le mouvement lent per- 
turbé de l’électron au moyen de termes correctifs électroniques : 
correction à l'énergie cinétique de électron (due au fait qu'il est 
alourdi par le nuage de photons virtuels qui l'entourent), correction à 
l'énergie potentielle (due au fait que l’électron vibrant dans le champ du 
mode w moyenne le potentiel statique extérieur sur l'étendue de son 
mouvement de vibration)... D’autres exemples physiques importants 
pourraient être donnés comme l'interaction magnétique effective entre 
deux électrons (associée à l’émission virtuelle d’un photon transverse 
par un électron et à la réabsorption de ce photon par l’autre -voir 
chapitre II, partie F). 

Nous montrons dans ce complément comment construire un hamilto- 
nien effectif au moyen d’une transformation unitaire appliquée à 
l’hamiltonien total H (*). Le principe de la méthode est exposé au 


(*)} Une revue sur les différentes façons de construire formellement des hamiltoniens 
effectifs peut être trouvée dans D.J. Klein, J. Chem. Phys. 61, 786 (1974). Une référence 
plus récente donne explicitement les termes de l’hamiltonien effectif jusqu’à l’ordre 5 : 
I. Shavitt and L.T. Redmon, J. Chem. Phys. 73, 5711 (1980). 
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paragraphe 2. Nous déterminons ensuite ($ 3) la transformation unitaire 
et l’expression de l’hamiltonien effectif. Nous étudions enfin ($ 4) le cas 
où le système étudié est un ensemble de deux sous-systèmes dont 
l'interaction est décrite par le couplage AV. Nous montrons en 
particulier comment il est possible d'obtenir pour l’hamiltonien effectif 
une expression opératorielle ne faisant intervenir que les observables 
du système évoluant avec des fréquences lentes. 


2. Principe de la méthode 


Nous cherchons donc un hamiltonien effectif H’ ayant les propriétés 
suivantes : 


a) H' est hermitique 

b) H' a les mêmes valeurs propres que H, avec la même dégénéres- 
cence 

c) H' wa pas d’éléments de matrice entre les multiplicités non 
perturbées E? , 6%, … 


Les propriétés a) et b) entraînent qu’il existe une transformation 
unitaire 


T= es (6) 
S = S* (7) 
qui permet de passer de H à H' 
H'=THT* (8) 
La propriété c) se traduit par l’équation 
P,H'P,=0 poura #8 (9) 


La matrice représentant H’ dans la base non perturbée initiale 
|{,a) est diagonale par blocs. Chaque bloc est relatif à une multiplicité 
E? et représente un hamiltonien effectif eff qui décrit les niveaux 
perturbés de cette multiplicité 


H' = X Pa Hejs (10) 


Les équations (8) et (9) ne sont pas suffisantes pour déterminer 
entièrement la transformation T. En effet, si T est une solution, on peut 
construire une infinité d’autres solutions de la forme UT, où 
U est une transformation unitaire quelconque agissant seulement à 
l'intérieur des multiplicités £?. Une façon de lever cette indétermina- 
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tion est d'imposer à S de ne pas avoir d'éléments de matrice à l’intérieur 
de chaque multiplicité : 


P,SP,=0 pourtout a (11) 


Pour calculer explicitement S, il est commode de l’écrire sous forme 
d’un développement en puissances de À 


S=AS HA SH. HA S, +. (12) 


Il est évident que le terme d’ordre 0 est nul, puisque H, est lui-même 
diagonal dans la base { |i,æ) }. L'équation (8) peut alors se développer 
sous la forme 


H' = H + [iS,H] + E [iS liS,H]] + à ESS iS,H]]] + … (13) 


En y portant l'expression (12) de S$, on obtient un développement de 
l’hamiltonien effectif 


H' = Ha +à H' +A’ Hh +.. + AP H, + (14) 


Chacun des termes H’, s'exprime en fonction des S,, de H, et de 
V. Les conditions (9) et (11), appliquées ordre par ordre, déterminent 
alors les S,, et par conséquent H'. 

Il est intéressant d’écrire Phamiltonien effectif H' ainsi déterminé 
sous la forme 


H' = H+ W (15) 


W =A H'A’ Hnt. APH ptn (16) 


W est appelé opérateur de « déplacement des niveaux ». D’après la 
propriété b) de H',W produit sur les niveaux d'énergie de H, 
exactement le même effet que la perturbation À V. Par contre, d’après 
la propriété c), il a l'avantage de n’agir qu’à l’intérieur des multiplicités. 
Si Pon cherche uniquement les nouvelles énergies dans la multiplicité 
a, il est beaucoup plus simple d'utiliser W que AV, qui couple 
£? à toutes les autres multiplicités. 


3. Détermination de lhamiltonien effectif 


a) CALCUL DE $ ORDRE PAR ORDRE 


Ordonnons l'expression (13) de H’ suivant les puissances croissantes 
de À, après avoir remplacé § par son développement (12) et 
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H par son expression (4). Il vient : 
H' = H, + 
+ [A S Ho] +AV + 


+ [EA ?S,, Ho] + [IAS AV] +3 GAS AS, Ho] + 


+ [EA ”S,, Ho] + [AMIS AV] +3 fa", [iA S1, Ho] + 


+3 HAS A” IS, 1, Holl + - + L EAS [EAS LAS A0] + 


+ s.. 
(17) 
Le dernier terme de (17) contient n commutateurs emboités. 
Considérons d’abord les termes d’ordre 1 en À : 
AH", = EAS Ho] + AV (18) 


et écrivons que l'élément de matrice de H'; entre deux multiplicités 
différentes est nulle. Nous obtenons l’équation 


Ci a (ià Si | jB) (Ejg — Eia) + (ia JAV |j,B) = 0 (19) 


qui détermine les éléments de matrice de $; entre deux multiplicités 
différentes, les autres éléments étant nuls d’après (11). 


alasin py = ÉAAVILÉ) pour a #8 (20.8) 
Eia — Ejg 


0 (20.b) 


(a ià Silja) 


Considérons maintenant le terme d'ordre n, A"H",. Il fait intervenir 
tous les opérateurs S,, p allant de 1 à n. La nullité des éléments de 
matrice de À "H', entre deux multiplicités différentes œ et B permet 
d'exprimer les éléments de matrice de À ”S, entre ces mêmes multiplici- 
tés, en fonction de ceux des opérateurs S, d'ordre inférieur à 
n. En effet, À"S, ne figure que dans un seul terme, celui du 
commutateur avec Ho. On obtient une équation du type 


(ia [iAMS,|j,B)(E;g — Eia) = FAVAS A T Sp) pour a #ß 


(21.a) 
avec de plus 


lia |iA"S, | j,æ) =0 (21.b) 


De proche en proche, $ est ainsi entièrement déterminé. 
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b) EXPRESSION DE L'HAMILTONIEN EFFECTIF À L'ORDRE 2 


Remarquons tout d’abord que l’expression de l’hamiltonien effectif à 
l’ordre n ne fait pas intervenir A"S,. En effet, nous avons déjà vu que, 
dans l’expression du terme d’ordre n de (17), S, n’intervient que dans le 
commutateur simple avec H,. Comme A, est diagonal vis à vis de 
a et que S, est non diagonal, un tel commutateur est non diagonal et ne 
contribue donc pas à l'expression de H’ à l’intérieur de chaque 
multiplicité. Ainsi, pour déterminer l’hamiltonien effectif jusqu’à 
l'ordre 2, il suffit donc de connaître àS}, qui est donné par (20.a). Les 
éléments de matrice de H’ dans la multiplicité æ s’écrivent : 


Gil Hersli) = = (i,a|H'|j,a) = 
= lia | Ho + AV + [IAS AVI] + Z ASIA S,,Ho]] + «jja (22) 


Montrons que le dernier terme de (22) est identique, à un facteur près, 
à l'avant-dernier. En effet [iAS,,H,] est purement non diagonal, et 
d’après (19), ses éléments de matrices sont opposés de ceux de 
AV entre multiplicités différentes. Notons À V” la partie non diagonale 
(qui relie des muitiplicités différentes) de AV. On a donc: 


[AS Ho] + AV "= 0 (23) 


et le dernier terme de (22) se réduit à — [i à S1,A V “4/2. L’avant-dernier 
terme ne fait lui aussi intervenir que la partie non diagonale de 
AV, de façon que le produit par AS; donne un terme diagonal. Ainsi, à 
l'ordre 2, Hepp se réduit à : 


- 1 
Hs = HoP a + PA VPa +5 


5 PaliAS A VIP + (24) 


Des simplifications analogues interviennent à tous les ordres. 
Calculons explicitement les éléments de matrices du dernier terme de 
(24) en utilisant les éléments de matrice (20.a) de AS; : 


Ga [BAS A VIe) = À Galiaslk,y) (kylAVIja) — 


ky+a 


— lia |A V |k,yY <k,y|iàSi|j,a) = 


= F Cia JAV le) (ky IAV lja) | +g Eg | 


kıy ža Eia — Epy ja — 


(25) 


Il vient finalement pour (i|H};;|j), à l’ordre 2 inclus en À : 


B;.4 Hamiltonien effectif 45 


Gl|Hèrslj) = Eið a <ia AV |j,æ} + 


1 1 
22 (ia [AV |k, y) (k, y [AV ja) Eire t 
ya 


+e (26) 


Le premier terme de (26) représente l'énergie non perturbée des 
niveaux de &}, le second le couplage directentre les niveaux 
i et j de 9, le troisième, le couplage indirect entre ces deux niveaux via 
tous les niveaux ky des autres multiplicités & A Ce dernier terme a la 
structure d’un terme de perturbation du second ordre, à savoir un 
produit de deux éléments de matrice de À V divisé par un dénominateur 
d'énergie non perturbée (les deux énergies E; et Eja des deux niveaux 


de £? intervenant de manière symétrique si elles sont différentes). 


c) TERMES D'ORDRE SUPÉRIEUR 


Nous avons vu que, de proche en proche, les termes d’ordre 
supérieurs peuvent être calculés explicitement. En fait, au moins d’un 
point de vue formel, l’expression de l’hamiltonien effectif peut être 
aussi donnée sous des formes algébriques compactes. On pourra 
trouver ces deux types d’expressions dans les références citées au début 
de ce complément. 


4. Cas de deux systèmes en interaction 


Nous envisageons maintenant le cas de deux systèmes æ et 
R, d’hamiitoniens respectifs H, et Hpg, et interagissant par un hamilto- 
nien ÀV. Les écarts entre les niveaux d’énergie relatifs à Æ sont 
supposés grands par rapport à ceux de f. Ceci se traduit par les 
équations suivantes : 


Ho = H, + Hp (27) 
Hali) = Eli) (28) 
HRla) = Eala) (29) 

|E: — E;l <% | Ea — Epl a +B (30) 


Nous supposerons que le couplage entre les deux systèmes se met sous 
la forme : 


AV =A F A,R, (31) 


où les opérateurs A, (resp. R,) sont relatifs au sous-système 
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æ (resp. 2). On suppose enfin À, et R, purement non diagonaux dans 
les bases { |i} } et { |a) }. 

Pour déterminer Hepp, remplaçons dans (26) Eie par E;+E,, 
AV par son expression (31). Comme R, est non diagonal en 
a, le second terme de (26) est nul. Il vient ainsi : 


salue 1 
GI Hÿfl) = Ea +E: ôt} À 
ap ky#a 
(<a JAR | y) CYFAR, a) GARD Ck] Apli) x 
1 1 
aa a a 62 


En tirant partie de l’inégalité (30), on peut développer les fractions 
apparaissant dans (32) 
1 1 E; -E, 


BA E EE ep 


et l'équivalent en remplaçant į par j. Le terme du deuxième ordre 
devient : 


T(E lR EE ORe) ) x 


x (E GALIE AD) + 


(a JAR] Y? {YIAR, |a) 
+2 (z (E. - E,” ) a 


E,- E; +E,- E; 
x (g aao aa (EE) 60 


Notons que la somme sur y peut être étendue au cas y = a, car les 
termes correspondants {a |R, | a} sont nuls. Les relations de fermeture 
sur les états |y) d’une part, et |k} d’autre part permettent alors de 
réécrire ces deux termes sous des formes opératorielles. En effet 


D GTA,Tk) (KIA lj) (Er - E; + Ex- E;) 


= (i [A H]AA y -~ A,[A,:,44]1j) (35) 
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L’hamiltonien effectif peut finalement être écrit sous forme opérato- 
rielle : 


Hé = Eua+ Hat Y (alAR, = AR la) A A + 
up’ R 


#E = 
1 1 
+5 2 Ca JAR, Œ. H AR pla) (AnH An — A, [A,,H4) + 


+ 

(36) 
Il apparaît bien effectivement comme une somme d’opérateurs relatifs à 
A, multipliés éventuellement par des coefficients qui sont la valeur 
moyenne dans l’état |œ} d'opérateurs relatifs à 2. Les deux premiers 
termes représentent l’évolution libre dans la multiplicité &?. Le 
troisième décrit l’effet des transitions virtuelles vers les autres multiplici- 
tés. Le dernier terme de (36) est une correction au troisième terme 
prenant en compte le fait qu’une transition virtuelle vers la multiplicité 
B n'est pas infiniment courte mais dure un temps de l’ordre de 
h/ |E. — Eg|. Les opérateurs À, et A„ ont le temps d'évoluer sous 


l’action de H, pendant cette durée, ce qu’exprime le dernier terme de 
(36). 
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COMPLÉMENT C; 


NIVEAU DISCRET COUPLÉ A UN CONTINUUM LARGE 
ÉTUDE D’UN MODÈLE SIMPLE 


De nombreux processus d'interaction entre atomes et photons 
peuvent être analysés en termes de niveau discret couplé à un 
continuum. Il s'avère souvent qu’une compréhension satisfaisante de 
ces processus ne peut être obtenue que si l’on maîtrise les caractéristi- 
ques essentielles des nouveaux états propres résultant du couplage 
entre l’état discret et le continuum. Il nous a donc semblé important de 
consacrer un complément à l’analyse d’un tel problème. Les résultats 
obtenus permettront d'éclairer plusieurs des discussions du chapitre II. 

Plutôt que de considérer le problème dans toute sa généralité, nous 
avons préférer nous limiter, dans la plus grande partie de ce complé- 
ment, à un modèle suffisamment simple pour que le formalisme ne soit 
pas un obstacle majeur. Ce modèle ne saurait, bien entendu, rendre 
compte de tous les détails des phénomènes, mais nous verrons qu'il 
permet de cerner et de comprendre les aspects essentiels du problème. 

Nous commençons ($ 1) par décrire le modèle et les hypothèses 
simplificatrices qui consistent à prendre un continuum s'étendant de 
— 00 à +œ sur l'axe des énergies et un couplage avec l’état discret 
indépendant de l'énergie. « Vu» de létat discret, le continuum 
apparaît dans ce cas comme parfaitement « plat » et sans structure. Il 
est possible alors, après « discrétisation » du continuum, de calculer 
exactement les états propres et valeurs propres de l’hamiltonien total. 
Le résultat essentiel est que la contamination des nouveaux états 
propres par l’état discret n’est importante que dans un intervalle, centré 
sur l'énergie de l’état discret, et dont la largeur est de l’ordre de 
hT, où I est la probabilité de transition par unité de temps de l’état 
discret vers le continuum calculée par la règle d’or de Fermi ($ 2). Nous 
montrons ensuite ($ 3) comment cette « dissolution » de l’état discret, 
sur un intervalle de largeur API dans le nouveau continuum, permet de 
comprendre quantitativement plusieurs phénomènes physiques impor- 
tants, comme la décroissance exponentielle de l’état discret, l'excitation 
de cet état discret à partir d’un autre état du système, la diffusion 
résonnante via cet état discret ou les profils de Fano. Le dernier 
paragraphe ($ 4) donne enfin quelques indications sur la façon dont les 
états propres du nouveau continuum peuvent être calculés dans des 
situations plus générales (continuum non plat) et sans discrétisation du 
continuum. 
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1. Description du modèle (*) 


a) ETAT DISCRET ET CONTINUUM 


Considérons un hamiltonien H, qui a pour états propres un état 
discret |) et un continuum d'états |E,B}). Pour l'état |E,B),E 
désigne la valeur propre associée à Ho (énergie non perturbée) et 
B les autres nombres quantiques permettant de distinguer des états 
orthogonaux de même énergie. 

Supposons que l’état discret | g} soit couplé au continum | E,B ) par 
un hamiltonien de couplage V, tel que ( E”’,B | V| E’,B). I est tou- 
jours possible de faire un changement de base à l’intérieur de chaque 
sous-espace d'énergie E du continuum afin de séparer la combinaison 
linéaire des états | E,B) coupléed à | g), que l’on notera | E}, des 
combinaisons linéaires orthogonales non couplées. Nous noterons Vg 
l'élément de matrice ( E | V|@}). La connaissance des valeurs propres 
et des vecteurs propres de l’hamiltonien total permet de déterminer la 
dynamique du système. Il convient donc de diagonaliser l’hamiltonien 
total dans la base {| @),|E )...} (**). 

Auparavant, nous allons introduire un certain nombre de simplifica- 
tions permettant d’alléger au maximum les calculs tout en conservant 
les résultats physiques essentiels. 


b) DISCRÉTISATION DU CONTINUUM 


Nous allons tout d’abord « discrétiser » le continuum. Une telle 
démarche a été présentée dans le chapitre pour le champ électromagné- 
tique, avec l'introduction d’une boîte fictive et de conditions aux limites 
périodiques sur les parois de cette boîte. Si la dimension Z de la boîte 
est grande devant toutes les grandeurs caractéristiques du problème, les 
résultats physiques ne dépendent pas du volume L? et sont obtenus à la 
limite 1/ L° — 0. 

Nous procédons ici de façon analogue et remplaçons les états du 
continuum |E} par des états discrets |k) distants de ô en énergie. La 
densité d’états est donc 1/8. L'élément de matrice {k|V|#) est noté 
v,. Les résultats physiques sont obtenus à la limite ô … 0. 

L'application de la règle d’or de Fermi pour un système initialement 
dans l’état |} conduit à une probabilité de transition par unité de 
temps I vers le continuum égale à : 


= ne (1) 


(*) Un tel modèle a été introduit par U. Fano, Nuovo Cimento, 12, 156 (1935). 

(**) Les combinaisons linéaires d'états | E,B >, de même énergie E, qui ne sont pas 
couplées à l’état discret |æ) restent des états propres de l’hamiltonien total, de valeur 
propre E. 
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où v est l'élément de matrice (supposé réel) de V entre |) et l’état 
|k) de même énergie que |}. La formule (1) montre clairement que, 
lors du passage à la limite 8 — 0, v?/8 doit rester constant et égal à 
hT/27. 


c) HYPOTHÈSES SIMPLIFICATRICES 


Nous supposons tout d’abord que le continuum discrétisé s’étend de 
— © à +œ avec des niveaux équidistants séparés par la quantité 
ô. L'énergie non perturbée du niveau |k} est donc : 


&k|Holk) = Ey = k 8 (2.2) 


où k est un nombre entier quelconque positif, négatif ou nul. Dans 
toute la suite, l’énergie E, du niveau discret est prise à l’origine des 
énergies (E, = 0) et coïncide donc avec l'énergie du niveau k = 0 du 
quasi-continuum. 


{plHle) =E,=0 (2.b) 


Pour le couplage, nous supposons que tous les éléments de matrice de 
V entre le niveau |g) et les états |k) sont égaux et réels 


v= (k| V|) = (|V |k} =v (2.c) 
Enfin, tous les autres éléments de matrice de V sont supposés nuls : 
(elve) = (k|V|k'} = 0 (2.d) 


2. Etats stationnaires du système. Souvenir de l’état discret dans le 
nouveau continuum 


a) ÉQUATION AUX VALEURS PROPRES 


Soient E, et |w#,) les valeurs propres et vecteurs propres de 
lhamiltonien total H = H, + V. 


H| pa) = Epl Ya) (3) 


Projetons l’équation (3) respectivement sur (k| et (ẹ |. Il vient alors, 
compte tenu des hypothèses faites sur H, et V (voir formules 2) : 


Ex (k| pa) +v Colpu) = En (k| pay (4.a) 
Zoe (klp) = E, (elw,) (4.b) 
k 
L’équation (4.a) donne (*) : 
(elpa 
(kja) FACE D (5) 


(*) Nous verrons plus loin que E, — E, est toujours non nul. 
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expression qui, une fois portée dans (4.b), fournit l'équation aux 
valeurs propres : 


v2 
LE, -Er 


=E, © 


Par ailleurs, en utilisant (5) et la condition de normalisation 
Z Isklya) l+ <el) (7) 
k 


nous trouvons pour les composantes de |#,) sur |@) et |k} (avec un 
choix de phase convenable) : 


1 


[+g (ri ES | 


v/(E, — Eb) 


Pelz] 


Revenons à l'équation aux valeurs propres (6). Elle fait intervenir une 
série de la forme Ÿ (z — k)! avec z = E „/8. De façon analogue, dans 
k 


Colpa’ 


(8.a) 


(kpa? = (8.b) 


les expressions (8.a) et (8.b) des composantes des vecteurs propres 
apparaît la somme > (z-k) 2. Or, il est possible de montrer 
k 


que (*) : 


2 (z = k)? = maa = m1 + cotg?rz) (9) 


équation qui donne par intégration 


ZE- k)7! = m cotg mz (10) 


k 


Il s'ensuit que l'équation aux valeurs propres (6) prend la forme plus 
simple : 


=E, (11) 


(*) Voir par exemple Cartan (chapitre V). 
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que nous transformons en utilisant (1) en : 


E 2E 
cotg m i =— F (12) 


Introduisons enfin langle +, défini par 
Ar 
Pa = Arctg ZE, (13.a) 


qui permet d’écrire la solution de (12) sous la forme 


E, Pp 

Sent (13.b) 
où m est un entier (positif, négatif ou nul). Comme #, est (par 
définition de la fonction Arctg) compris entre — m/2 et #w/2, 
p,/7 est la différence entre E,/8 et l’entier le plus proche de 
E,/8. Nous aurons l’occasion plus loin d'utiliser cet angle +. 


b) DÉTERMINATION GRAPHIQUE DES NOUVELLES VALEURS PROPRES 


Pour déterminer les valeurs propres de l’hamiltonien total, il faut 
résoudre l'équation (12), c’est-à-dire trouver les intersections de la 
droite y = ax avec la courbe y = cotg bx (a et b étant égaux respective- 
ment à 2/ATI et m/8), ce qui peut être fait graphiquement (voir 
figure 1). 

A chaque intersection M, entre la droite y = ax et la courbe 
y = cotg bx est associée une valeur propre E,, (les niveaux non 
perturbés sont repérés par un indice latin et les niveaux perturbés par 
l'indice grec correspondant). Il apparaît clairement sur la figure 1 que 
les nouvelles valeurs propres E,, sont intercalées entre les anciennes 
(Ex < Es < Ek et E œ} <E_,<EÆE_;). Les états propres de 
H forment donc également un quasi-continuum dont la densité d’états 
est très voisine de 1/86 (il y a un état propre par intervalle d’énergie 
ô). 

Nous constatons également sur la figure 1 que, pour des valeurs de 
k suffisamment grandes, l’abcisse du point M, diffère très peu de 
kō, de sorte que, en première approximation, nous avons E, = E}. 
Cette relation est satisfaite lorsque, au niveau du point d’intersection, la 
courbe diffère très peu de son asymptote, c’est-à-dire lorsque la 
cotangente est grande, donc d’après (12), lorsque 


E, > AI (14) 


La présence du niveau discret ne modifie donc de façon importante les 
valeurs propres et les vecteurs propres du quasi-continuum que sur un 
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Figure 1. Détermination graphique des valeurs propres de H. L’abcisse de 
chaque point d’intersection entre la droite y=—2x/hl et la courbe 
y =cotg mx/8 est une valeur propre de l’hamiltonien total. On appelle 
M, (resp M_,) le point d’intersection dont l’abcisse est comprise entre 
k8 et (k + 1)5 (resp — (k +1)8 et — kô). La valeur propre associée est notée 
E, (indice grec correspondant à l'indice latin k). 


intervalle d'énergie de l’ordre de #1" autour de l’énergie du niveau 
discret. 


c) DENSITÉ DE PRÉSENCE DE L'ÉTAT DISCRET DANS LE NOUVEAU 
CONTINUUM 


En présence du couplage V, l'état discret |} se trouve dilué dans les 
divers états { |#,) } du quasi-continuum de H, la composante de 
|} dans l’état |y} étant donnée par le carré de l’expression (8.a). 
Pour transformer le dénominateur de cette expression, utilisons (9). Il 
vient : 


2 2 E =2 
2 2 vr (ap 
1+0 ne ETE) Er DIE K) 


mw? 2 E, 
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c’est-à-dire encore, compte tenu de (11) et (1) 


2 2 2 
1405 ( l ) sipe An 


~ \ E-E 6? vo v 


212 
[o + ai + A (16) 
ce qui donne finalement 


v 


2m2 } 
[ot + e] 


(elpa? = (17) 


Considérons alors un intervalle [E,E + dE] avec dE grand devant 
ô, mais petit devant 41°. La probabilité dN,, de trouver l’état discret 
|g) dans cet intervalle vaut : 


dN,= E Kelto) R (els 08) 


E<E,<E + dE 


ce qui donne, compte tenu de (17) et (1): 


dN, v?/8 _ hT/2% (19) 
E — 22 = 22 
4 LE v tE 


aNg  AF/27 (20) 
dE RI? 5 
y E 


qui est une lorentzienne de largeur AI, centrée en E = E, = 0 et dont 
l'intégrale sur E vaut 1. 

Un tel résultat montre que, après couplage, le niveau discret 
|} est « dissous » dans le nouveau continuum sur un intervalle de 
largeur AT. En d’autres termes, seuls les niveaux du nouveau continuum 
situés dans un intervalle de l’ordre de AI autour de E, conservent dans 
leur fonction d'onde le souvenir du niveau |). 


3. Quelques applications de ce modèle simple 


Nous montrons maintenant comment les résultats obtenus ci-dessus 
sur le nouveau continuum d'états { |#,) } et sur la densité dN ,/dE 
caractérisant le souvenir de l’état discret |p} dans ce nouveau 
continuum permettent d’aborder de manière quantitative un certain 
nombre de problèmes. 
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a) DÉSINTÉGRATION DE L'ÉTAT DISCRET (*) 


Essayons tout d’abord de calculer la probabilité pour que le système, 
préparé initialement (àt = 0) dans l’état discret |¢}, y soit resté un 
instant { après. Utilisons pour cela la formule (17) et décomposons 
|g) sur la base des états propres |#,) de l’hamiltonien. Il vient : 


IWO) = le) = — 5 — la) (21) 
# [v + zA + A 
A l'instant ż, l’état | y(t)} est devenu 
v e7 Ent 
lp) = Lre à ETA (22) 
# [o + 7 + A 


et l’amplitude de probabilité de trouver le système dans létat 
|p) est égale d’après (21) et (22) à: 


2e” Ent 
(elw()) = Y PT (23) 
k v? + Bru + E? 
que nous pouvons réécrire en remplaçant v? par (AT /2#)6 : 
hT /2n)e E 
luo) = 8 AE (24) 
CRUE el E} 


A la limite 8 —0, la somme ô ÿ f(E,) tend vers une intégrale 
p 


far f(E), de sorte que 


Ar er iE/h 
27 Rr? 
FER pe 


GNOE Fe dE (25) 


intégrale qui se calcule par la méthode des résidus et se réduit à 


Cely) ET AUS (26) 


(*) Un tel problème peut être abordé également par la méthode de Weisskopf-Wigner. 
Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Laloë, complément D ,,,,. 
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La probabilité de trouver le système à l'instant £ dans le niveau 
|g) est donc 
KCTION ET (27) 


Elle décroît exponentiellement avec une constante de temps 17! 


b) EXCITATION DU NIVEAU DISCRET À PARTIR D'UN AUTRE ÉTAT DU 
SYSTÈME 


Supposons maintenant que le système étudié ait un autre niveau 
discret |x), d'énergie non perturbée E,, orthogonal à l’état discret 
|¢} et au quasi-continuum d'états {|k) }. Ce niveau | y} n’est couplé 
directement qu’à l’état |p} par un hamiltonien de couplage W. 


(eIWIx) =w (28.a) 
{kIWIx) = 0 (28.b) 


Tous les autres éléments de matrice de W sont supposés nuls. 


I 


E 
kë — |k) 
vo # 
LT 
„—— ÉI 
Pea lp) DS 
E a w a 
x 
ix») 


Figure 2. Schéma des niveaux d’énergie (et de leur couplage) 
envisagés dans ce paragraphe. 


Nous allons montrer que, si w est suffisamment petit, il est possible de 
définir une probabilité par unité de temps pour que le système, 
initialement dans l’état |x}, quitte cet état. En d’autres termes, par 
suite de son couplage avec un niveau discret |}, lui-même couplé à un 
continuum, le niveau |x} acquiert une durée de vie finie. 

Nous avons montré plus haut ($ 2) que le couplage de |Y avec les 
états |k) donne naissance à un nouveau quasi-continuum d'états 
|#,). Calculons alors (#,|W|x). Puisque W ne couple |x) qu’à 
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lg), nous avons : 


(Pal Wix) = lp) <elWIx) = ble) w (29) 


Il apparaît ainsi que W couple le niveau | x} au quasi-continuum d'états 
{|#,)}. Si le couplage w reste petit, la probabilité par unité de temps 
pour que le système quitte l’état | x) est donnée par la règle d’or de 
Fermi : 


2 1 
Tee WOS (30) 
(La densité d'états { |[W,) }, pour E, = E,, est égale à 1/6). En 
utilisant (29) et (17), nous trouvons à la limite ô — 0 : 
2 T 


KP 
RT 
~y tE 


(31) 


Dans le cas particulier où |x} et |p} ont même énergie (E, = E, = 0) 
l'expression (31) devient 


4w? 

= 32 

X #T e 

Ainsi, un état discret |x couplé à un autre état discret | instable 

se désintègre lui-même irréversiblement, avec un taux 1", donné par 
(32). 


Remarques 


(i) Le traitement présenté ci-dessus n’est en fait valable que pour 
w suffisamment petit. Précisons ce point: il faut que le couplage 
w soit plus petit que la largeur åI de l'intervalle sur lequel | {#,|W| x} |? 
est appréciable, c’est-à-dire encore la largeur de l'intervalle du nouveau 
continuum {|#,)} dans lequel la probabilité de présence de |} est 
importante. Un tel résultat peut également se comprendre à partir d’une 
comparaison entre la période associée à l'oscillation de Rabi sur la 
transition |x) — |¢}, qui est de l’ordre de ñ/w, et la durée de vie du 
système dans le niveau | ¢ Y, qui est de l’ordre de r7 1 Si cette durée de vie 
est plus courte que la période des oscillations de Rabi, un système 
initialement dans l’état |x} évoluera de façon irréversible vers le 
continuum car, une fois passé dans | ¢ Y, il se désintègrera aussitôt dans le 
continuum {|k} et aura une probabilité très faible de revenir dans 
{x}. Notons pour finir que la condition w < #T entraîne que IF, < T. La 
durée de vie associée au niveau | x} est bien plus longue que celle associée 
au niveau |). 

(ii) Le niveau |x} introduit plus haut peut faire lui-même partie du 
continuum. {|k>} (c’est en particulier le cas pour l'absorption d’un 
photon entre l’état fondamental a et un état excité discret b d’un atome, 
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problème que nous aborderons dans le paragraphe B.4 du chapitre II). 
Pour pouvoir appliquer le traitement précédent, il faut enlever l'état 
|x} au continuum. Il est clair que si ô est suffisamment petit, le nouveau 
continuum résultant du couplage entre l’état discret |} et le continuum 
d'états {|k} auquel on a soustrait |x} sera suffisamment voisin du 
continuum {}#,)} étudié plus haut, pour que tous les résultats précé- 
dents demeurent valables. 


c) DIFFUSION RÉSONNANTE VIA L'ÉTAT DISCRET 


Considérons maintenant deux niveaux |x;} et |x;) de même énergie 
E,. Par exemple, dans le problème de la diffusion résonnante d’un 
photon par un atome, |x;) (resp. |x;)) sont des états où l’atome est 
dans l’état fondamental en présence du photon incident (resp. diffusé) 
(voir $ C-3 du chapitre II). Ces deux niveaux |x; et | x;) sont couplés 
à jẹ) par un terme de couplage W (<ep]W]ix;) =w; et 
(e |W]|x;} = w;). En revanche, nous supposons que |x;) et [x;) ne 
sont couplés ni entre eux ({x;|Wl|x;) = 0), ni aux niveaux du quasi- 
continuum {|k} (<k|W|x:} = 0). Nous allons étudier la diffusion de 
|x;) vers |x;) et montrer que, même si E, = E,, l'amplitude de 
diffusion ne diverge pas. Ce résultat est, bien sûr, lié au fait que le 
niveau discret |} est dissous par le couplage V dans le quasi- 
continuum d'états {|#,) }. 

Rappelons tout d’abord pourquoi l’amplitude de diffusion diverge si 
Pon ne tient pas compte du couplage entre l’état discret |p et le 
continuum {|k)}. A l’ordre le plus bas en V, l'élément de la matrice 
de transition s'écrit 


Gp = Lim (xIW pe WIX) (33) 


n—0, x~ Ho+in 


c’est-à-dire encore 


6; = Lim MERE (34) 
n—0, xT Ee tin 
expression qui diverge bien si E, = E,. 

Le couplage entre |¢} et |k} n'apparaît qu'aux ordres supérieurs en 
V. En fait, il est possible d'écrire l'élément de matrice de transition à 
tous les ordres en V. Il suffit de remplacer dans (33) H, par 
H = Họ+ V (voir l'expression (B.15) du chapitre). Comme W ne 
couple |x;) et |x;) qu’à jẹ), il vient 


Ga = Lim (xIW) (el pers P (elWIxs) (5) 


L'EAU 


Cr3 Niveau discret couplé à un continuum large 59 


Introduisons alors la relation de fermeture sur les états propres 
|w,) de H dans l’élément de matrice central de (35). On voit 
apparaître la densité d’état |) dans le nouveau continuum et 
l'expression (35) devient, compte tenu de (17) et (1): 


Ar /27 


Gji = A wřw; ô rs T 24 (36) 

T “ (E-E, +in) (E+ +v?) 

A la limite ô — 0, cette somme tend vers l'intégrale suivante 

+ © 

©; = w*w, Lim dE EE re 0) 

ne 9-0 (E -E+in) (ee ) 

qui peut être calculée par la méthode des résidus et vaut 
1 
E, +i h 5 


L'amplitude de diffusion ne diverge donc plus quand E, = E, = 0. 
Remarquons que tout se passe comme si, dans l’expression d’ordre le 
plus bas, l'énergie du niveau discret |} avait été remplaçgée par une 
énergie complexe E, —ihl /2=-—ihl /2. Tout en restant fini, 
l'élément de matrice de transition varie donc de manière résonnante 
quand E, est balayé sur un intervalle de largeur #T° autour de 
E, = 0. 


d) PROFILS DE FANO 


Nous considérons à nouveau le cas où le système possède un autre 
état |x couplé à |} par un terme de couplage W({p[|W]x) =w), 
mais nous supposons maintenant que |x} est également couplé 
directement aux états {{[k)} du quasi-continuum par W. Nous faisons 
également une hypothèse simplificatrice sur les éléments de matrice 
(k|Wj|x qui sont supposés indépendants de |k} (<k|W|x} = w’). 
Quelle est la probabilité d’exciter un niveau |#,) à partir de 
|x} ? Cette probabilité est proportionnelle au carré de l'élément de 
matrice €#,|W|x) qui peut être calculé à partir de (17) et (5): 


CeIWix) v +5 (KIWIx) P/E,- Ep 


2r2 4 
Lo + À $ A 


(Wa |Wix) = (39) 
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expression qui s'écrit, compte tenu de (6): 


(40) 


Quand on fait varier l'énergie de l’état E,, les deux termes de (40) 
s'ajoutent ou se retranchent suivant le signe respectif de E, et de 
vw/w'. La forme de raie (probabilité d’excitation en fonction de 
E,) est donc en général asymétrique. 

La formule (40) est souvent réécrite en fonction des variables réduites 


E, 
ô w 
q = oW (42) 


La formule (41) revient à prendre #1°/2 comme unité d'énergie. Le 
paramètre q défini en (42) caractérise le rapport entre les forces de 
couplage vers l’état discret |p et vers le quasi-continuum { |k} }. 
Introduisons également le paramètre € 


jeter (43) 


`! représente le nombre de niveaux du continuum discrétisé dans la 
largeur naturelle (£ — 0 quand ô — 0). En utilisant ces définitions, 
nous obtenons à partir de (40) : 


LCA TER enl? 


r2 


44 
w l+ei+Eé de 


Nous avons représenté sur la figure 3 plusieurs profils d’excitation 
possibles, appelés profils de Fano (*), obtenus pour diverses valeurs de 
q. Notons que la situation q > 1 (cas où le couplage entre |x} et 
|p} est beaucoup plus grand que le couplage entre |x} et |k}) 


correspond à la situation envisagée dans le paragraphe 3-b de ce 
complément. 


Remarque 

Dans toutes les situations considérées précédemment, le passage à la limite 
& 0 n’a jamais posé de problèmes, les valeurs limites des quantités 
considérées étant obtenues sans ambiguïté. Il n’en est pas toujours ainsi et 


(*) De tels profils se rencontrent dans de nombreuses situations physiques, par 
exemple dans la photoionisation au voisinage d’un état autoionisant. 
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© 
kaz] 
E 


q=0 q>1 


Figure 3. Profils de Fano obtenus pour diverses valeurs de q. L’intensité des 
transitions vers les états |, du quasi-continuum est représentée par des traits 
pleins. Le trait pointillé correspondant à l'enveloppe de ces intensités permet de 
visualiser le profil d’excitation à la limite continue (8 . 0). Notons qu’à 
l’exception des situations limites q = 0 et q > 1, les profils sont asymétriques. 


certaines précautions sont nécessaires quand le problème étudié (*) fait 
intervenir des quantités telles que (k| „y (formule (8.b)) où apparaît le 
facteur 1/(E, — E;). En fait, dans le cas discret, (E, — E,) ne s'annule 
jamais (voir figure 1), de sorte que la division par (E, — E,) ne présente 
pas de difficultés. C’est ce que nous avons fait par exemple pour déduire 
(5) de (4.a). En revanche, il faut prendre plus de précautions pour 
déterminer la limite continue, au sens des distributions, de 1/(E, — E,). 
Pour déterminer une telle limite, réexprimons (E, — E,) en fonction de 
l'angle +, introduit dans l’équation (13.a) et de l’entier m le plus proche de 
E,/8 (voir figure 1). En utilisant l'équation (13.b) et le fait que 
E, = kô, on obtient 
1 1 
e = ————— 45 

frk (m-x+ 2) a 
T 


Réécrivons alors (45) comme la somme d’une fonction impaire de 

(m — k) et d’une fonction paire. 

us à e 1. te.» 

E,- Ep 252 Pa \? 252 F,ê \? 
(m — kĵ8?-— (%5) (m — k)?8?— (2) 


Comme @,/7 est, en module, inférieur à t,e „ô/ 7 tend vers zéro quand 
ô tend vers zéro. Le premier terme du membre de droite de (46), impair en 
(m — k), tend donc à la limite 8.0 vers la partie principale 
P(1/(E'—-E)), où E' et E sont associés respectivement à E, et 
E,. Analysons maintenant le second terme. Celui-ci ne prend des valeurs 


(*) C'est en particulier le cas lorsqu'on étudie la répartition en énergie des états finals 
de la désintégration de l’état discret. 
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notables que pour m voisin de k. En particulier, pour E,, = E,, sa valeur 
est égale à x /(9,86) et tend donc vers l'infini à la limite ô — 0. En dehors 
de ce point, ce terme change de signe mais sa valeur reste de l’ordre de 
1/8 pour (m — k) petit. Sa largeur en E, est de l’ordre de ô. Le second 
terme de (46) tend donc vers une distribution localisée en E„ = E, quand 
ô —— 0. Calculons maintenant la somme 


P,è/T Pal T 


e 


La somme de cette série est connue (*). Elle vaut 7 cotg ¢ „, c’est-à-dire 
encore d’après (13.a) : 


-8 (47) 


27 
FT E, (48) 
Nous en déduisons que la limite 8.0 du second terme de (46) est 
(27 /hT) E S(E — E'). En définitive, nous avons ainsi trouvé : 


: 1 1 2r 

Lim -2 ( g ) +i EE-E 49 

ao En - Er EE ar E 5 ) (13) 

4. Généralisation à des continuums plus réalistes. Diagonalisation de 
Phamiltonien sans discrétisation 


Nous revenons dans ce dernier paragraphe au problème d’un état 
discret |g) couplé à un continuum d'états {|E}, pour étudier 
directement (sans discrétiser le continuum) les états propres | ÿ(E)}) de 
l’hamiltonien total. Contrairement à la situation des paragraphes 2 et 3, 
nous ne faisons plus d’hypothèses restrictives sur le continuum et sur 
son couplage avec l’état |+). En particulier, élément de matrice 
(E|V |} =v(E) est maintenant une fonction quelconque de E. La 
relation d’orthonormalisation entre états du continuum est : 


(E'|E) = 8(E -E') (50) 


et les éléments de matrice de l’hamiltonien H, et du couplage 
V sont: 


(p|Hle) = E; (51.a) 
(E| H |E’) = Eô(E-E') (51.b) 
(EIV| p>) = v(E) (51.c) 
(ŒE'IVIE) = (elVle) =0 (51.4) 
Soit |#(E')) un état propre de H de valeur propre E' 
H|Y(E)) = E'|#(E")) (52) 


(*) Voir par exemple Cartan, corrigé de l'exercice 25, p. 226. 
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Pour trouver la décomposition de |#(E')} sur les états non perturbés 
|¢} et |E}, nous procédons comme au paragraphe 2-a et projetons 
(52) d’abord sur |), puis sur | E}. Nous obtenons ainsi les équations : 


E, (elUE")) + f dE v(E)*(E|W(E)) = E‘(elu(E)) (53.a) 


E (E| Y(E')) +v(E) (p| YE) 


L’équation (53.b) se transforme en : 


(E' — E) (E}#(E")) = v (E) (e|w(E")) (54) 


E' (E| 4(E'))  (53.b) 


La théorie des distributions permet d’écrire la solution générale de (54) 
sous la forme : 


(E|W(E")) = |2 +z(E)8(E - E’) | v(E) le | Y(E')) (55) 


1 
E'-E 
où z{£') est une fonction quelconque de E’. Pour déterminer cette 
fonction z(E'), reportons (55) dans (53.a). Il vient : 


E, +9 [a ag XDI + 2(E")|o(E")|? = E' (56) 
c'est-à-dire encore 
E, + hA(E') + La TE) En =E' (57) 
avec 
TE) = ŽE JE") P (58.a) 
A(E') = 19 l atO L igp f Get EL (58.b) 


Nous en déduisons 
E' -E~ hA(E"') 


z(E') = 27 RTE) 


(59) 


La donnée de (55) et (59) permet de trouver les nouveaux vecteurs 
propres à un coefficient de normalisation près, qui est déterminé par 
l'équation 


(#(E')|&(E)) = ë(E' — E) (60) 


Nous ne détaillerons pas ici le calcul de ce coefficient de normalisation, 
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et donnons simplement le résultat (*) : 
EE  — —_—  —_. 
{[E' — E, -hA(E")P + (AT(E’)/2P}° 


7 bæfie +2 far 7o 1) | + [E -E, -HAEDNE))| 


y(E")) = 


(61) 


Aucune hypothèse restrictive n'ayant été faite sur la variation du 
couplage v(E) avec E, les vecteurs d’état ainsi obtenus peuvent être 
appliqués à l’étude de nombreux problèmes. 


(*) Voir U. Fano, Phys. Rev. 124, 1866 (1961). 


CHAPITRE H 


Description qualitative 
de quelques processus d’interaction 
entre atomes et photons 


Ce chapitre IT présente une vue d’ensemble sur les interactions entre 
atomes et photons. Le but visé est d’introduire simplement un certain 
nombre de processus fondamentaux, de préciser le vocabulaire qui est 
utilisé pour les décrire et d’analyser les phénomènes physiques qui leur 
sont associés. L'accent sera mis plus sur le contenu physique des 
processus étudiés que sur les méthodes de calcul. Nous n’utiliserons au 
cours de la discussion que les notions simples sur les amplitudes de 
transition introduites au chapitre I, réservant à des chapitres ultérieurs 
la présentation de méthodes de calcul plus puissantes et plus précises. 

Pour classer les différents processus étudiés, il nous a semblé 
commode de considérer le nombre de photons qui sont impliqués dans 
un processus donné (à l’ordre le plus bas où ce dernier apparaît). 

Ainsi, les processus les plus simples sont ceux au cours desquels un 
photon nouveau apparaît (processus d’émission étudiés dans la par- 
tie A), ou au cours desquels un photon initialement présent disparaît 
(processus d'absorption étudiés dans la partie B). Plusieurs cas sont 
distingués suivant la nature discrète ou continue des états atomiques 
internes initial et final, ce qui permet de passer en revue plusieurs 
phénomènes importants comme la photoionisation, le rayonnement de 
freinage, la photodissociation... Nous montrons également dans la 
partie B comment {a dynamique du processus d’absorption (ou d’émis- 
sion stimulée) peut être sensible à l’état du champ incident. Cette 
discussion est prolongée dans le complément A;; où la probabilité 
d'absorption totale est reliée à des fonctions de corrélation des deux 
systèmes en interaction, atome et le champ. 

Nous abordons ensuite, dans la partie C, l'étude d’un processus plus 
complexe impliquant plusieurs photons, le processus de diffusion au 
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cours duquel un photon disparaît et un photon nouveau apparaît. 
Plusieurs types de diffusion sont distingués suivant que le photon a une 
énergie petite ou grande devant les énergies d’excitation de l’atome, le 
cas de la diffusion résonnante faisant l’objet d’un traitement spécial. 

La partie suivante D est consacrée à une description des processus 
multiphotoniques au cours desquels plusieurs photons apparaissent ou 
disparaissent. La variété de ces processus est très grande, et nous nous 
bornons à passer en revue quelques exemples significatifs. 

Enfin, dans les deux dernières parties E et F, nous étudions des 
processus pour lesquels l’état du champ est le même dans l’état initial et 
dans l’état final, mais au cours desquels des photons peuvent être émis 
et réabsorbés, ou absorbés et réémis. Nous étudions ainsi dans la 
partie E les corrections radiatives spontanées (ou stimulées) résultant de 
l'émission et de la réabsorption (ou de l’absorption et de la réémission 
d’un photon par une particule chargée ou un atome. Le cas où les 
photons sont émis par une particule (ou un atome) et réabsorbés par 
une autre particule (ou un autre atome) est analysé dans la partie F. De 
tels échanges de photons entre particules ou atomes donnent naissance à 
des interactions effectives dont deux exemples sont donnés (interactions 
magnétiques et interactions de Van der Waals). Mentionnons pour 
terminer que le problème des corrections radiatives est abordé dans le 
complément B ;; à partir d’un autre point de vue (point de vue de Pauli- 
Fierz), consistant à effectuer sur l’hamiltonien de l’électrodynamique 
quantique une transformation unitaire qui vise à soustraire du champ 
total le champ transverse « lié » aux particules. 
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A — PROCESSUS D’ÉMISSION : 
UN PHOTON NOUVEAU APPARAÎT 


L'émission d’un photon de vecteur d'onde k et de polarisation 
£ est un processus où le nombre de photons dans le mode ke augmente 
d’une unité, passant de n dans l’état initial à n + 1 dans l’état final, tous 
les autres modes restant dans le même état. Nous supposerons dans ce 
paragraphe que, dans l’état initial, tous les modes sont vides. L'émission 
est appelée alors émission spontanée. Nous reviendrons ultérieurement 
sur le cas où des photons sont présents dans l’état initial. Plusieurs cas 
seront distingués suivant que les états atomiques (internes) initial ou 
final sont discrets ou continus. 


1. Emission spontanée entre deux niveaux atomiques discrets. Désinté- 
gration radiative d’un niveau atomique excité 


a) REPRÉSENTATION DIAGRAMMATIQUE 


Considérons tout d’abord l'émission spontanée d’un photon par un 


atome passant d’un état interne discret |b) à un autre état interne 
discret |a. Plus précisément, nous prenons, pour état initial du 
système global, l’état 


lei) = |b,K:0) (A.1) 


qui représente un atome dans l’état interne b, avec une impulsion 
globale #K, dans le vide de photons, et pour état final 


ler) = |a,K';ke) (A2) 


qui représente l’atome dans l’état interne a, avec l'impulsion globale 
ñK', en présence d’un photon ke. La représentation diagrammatique 
d’un tel processus (voir chapitre I, $ C-5) est donnée sur la figure 1 : 


ke 
a, K f 


b, K 


Figure 1. Représentation diagrammatique du processus 
d'émission spontanée entre deux états discrets b et a. 
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La conservation de l'énergie, liée à la fonction SUKE f — E;) apparais- 
sant dans l’amplitude de transition (formule (29) du complément A ;), 
entraîne que : 


RK? : 


KRK’? 
M Em 


y + ho (A.3) 


E, + 
De même, la conservation de l'impulsion globale, liée à l’invariance par 
translation de l’hamiltonien d'interaction (*), conduit à : 


AK = AK’ + hk (A.4) 


L'état interne b a nécessairement une énergie supérieure à celle de 
l'état a. Ceci est évident sur (A.3) lorsqu'on se place dans le système du 
centre de masse (K = 0), mais n'apparaît pas clairement sur le 
diagramme de la figure 1 qui ne visualise pas les énergies internes. C’est 
pourquoi on utilise parfois un autre type de représentation diagrammati- 
que (Fig. 2) où les états internes sont représentés par des traits 
horizontaux dont l'ordonnée repère l'énergie interne, l'émission d’un 
photon étant schématisée par une flèche ondulée dirigée de b vers 
a (l'atome «tombe » de b en a en émettant un photon). 


PEE REREN., 


Figure 2. Autre représentation diagrammatique du processus 
d'émission spontanée entre deux états discrets b et a. 


b) PROBABILITÉ D'ÉMISSION SPONTANÉE PAR UNITÉ DE TEMPS 


Comme impulsion globale est conservée, le problème de émission 
spontanée peut être étudié séparément dans chaque sous—espace 
correspondant à une valeur donnée de cette impulsion globale, par 
exemple dans le système du centre de masse où K = 0 et où, par suite 
de (A.4), K’ = — k. Dans ce sous espace, |¢;} = |b,0;0) est un état 
discret, puisque K = 0 est fixé et que l’état interne b est par hypothèse 
discret, de même que le vide {0} du rayonnement. Par contre, il existe 
une infinité d'états finals | ¢;} = |a, — k;ke }, correspondant à toutes 


(*) Voir par exemple «Photons et Atomes -Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », $ II-D-—3. 
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les valeurs possibles de k, dont les énergies Æ, + ño + (4?k?/2M) 
varient de manière continue. Ces états sont couplés à |; par 
H;,. Le problème de l’émission spontanée entre deux états atomiques 
discrets est donc finalement, en ce qui concerne le système global 
« atome + rayonnement », le problème d’un état discret couplé à un 
continuum. 

L'évolution du système va donc présenter un caractère irréversible. Il 
n’y aura pas d’oscillations réversibles entre |+;) et |p}, mais départ 
irréversible de l’état discret |6;) vers le continuum |æ;) avec une 
probabilité de transition par unité de temps l donnée, d’après 
l'expression (B.8) du chapitre I, par (*) : 


27 
T=T DD |(a-kke | H, | b,0;0) |? pE; =E) (A-5) 
k e 
Par ailleurs, la relation de conservation de lénergie (A.3), jointe à 


(A.4), permet de déterminer les états finals qui sont atteints, c'est-à- 
dire encore les fréquences émises. Dans le système du centre de masse 


(K = 0, K' = — k), on obtient ainsi: 
ho = ħwo — Eec (A.6) 
où 
hwo = E, — E, (A.7) 
est l’énergie de la transition atomique b_.a et où : 
u PE. For as 


est l’énergie cinétique de recul de l’atome lors de émission du photon. 
Comme how < Mc’, cette énergie de recul est très petite devant 
ħw dans le domaine optique (et a fortiori micro-onde), et est souvent 
négligée. Ceci revient à considérer M = œ , donc un atome infiniment 
lourd. La fréquence w des photons émis spontanément dans le système 
du centre de masse est donc égale (à E,./h près) à la fréquence 
wọ de la transition atomique. 


Remarques 


(i) Si l’on choisit un référentiel autre que le système du centre de masse 
(K +0), dans lequel l’atome se déplace à la vitesse v = #K/M, la 
résolution simultanée de (A.3) et (A.4) donne : 


ho = hwg — Eee + hk.v (A.9) 


(*) L'exercice 1 présente un calcul de F pour un atome à deux niveaux. 
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Pour chaque direction k d'émission, il y a donc une fréquence d'émission 
bien définie, dépendant de la vitesse v de l’atome et de l'angle entre 
v et k (effet Doppler). 

(ii) Dans tout ce qui précède, nous avons implicitement supposé que le 
mouvement du centre de masse de l’atome est libre. Quand l’atome évolue 
dans un potentiel extérieur, l'impulsion globale n’est plus une constante du 
mouvement (l'équation (A.4) n’est plus valable). Par ailleurs, l'expression 
(A.3) devient 


E, + EË, =E,+E% + how (A.3°) 


où Ef), et ET sont respectivement les énergies initiale (avant le processus 
d'émission) et finale (après ce processus) associées au mouvement du 
centre de masse dans le potentiel extérieur. Dans certaines circonstances, 
la probabilité pour que cette énergie ne change pas (E®, = EY ) peut être 
notable. Il y a alors émission d’un photon dont la fréquence n’est déplacée 
ni par effet de recul, ni par effet Doppler. Cette situation correspond aux 
effets Dicke et Môssbauer et est étudiée plus en détail dans l'exercice 2. 
L'analyse faite sur le processus d'émission peut être généralisée sans 
difficulté au processus d’absorption considéré dans la partie B. Il est 
possible que la fréquence d’un photon absorbé corresponde exactement à 
la fréquence atomique quand l’atome est placé dans un potentiel extérieur. 


c) RÉSULTATS NON PERTURBATIFS 


Toutes les considérations précédentes résultent d’un calcul de l’ampli- 
tude de transition à l’ordre le plus bas. Comme nous l’avons déjà 
indiqué dans le chapitre I (§ B-2), il est possible d’aller plus loin et 
d'obtenir pour les amplitudes (&;|Ü(T)|&;) et CHAT des 
expressions contenant des termes à tous les ordres en Hp (voir 
également le complément C ; ou le chapitre III, $ C-1). Les résultats 
d’un tel traitement non perturbatif sont alors les suivants : 

(i) La probabilité de présence de l'atome dans l’état supérieur 
b, P(T), décroît exponentiellement avec une constante de temps : 


1 

T = — A.10 

F (A.10) 

où T° est donnée en (A.5)(*), et qui est appelée la durée de vie 

radiative de l’état b. L'émission spontanée est donc responsable d’une 
désintégration radiative des niveaux atomiques excités. 

(ii) Par suite de sa durée de vie finie r, l’état excité b a une certaine 


dispersion en énergie, caractérisée par h/7r = Aľ. F est appelée la 


(*) Nous supposons que le seul niveau d'énergie inférieure à E, vers lequel l'atome 
puisse tomber à partir de b en émettant spontanément un photon est le niveau 
a. 
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largeur naturelle du niveau b (en unités de pulsation). Les raies 
d'émission spontanée ne sont donc pas infiniment fines, comme le 
prévoit la théorie à l’ordre 1, mais ont une certaine largeur (égale à la 
somme des largeurs naturelles des deux niveaux de la transition). 

(iii) On trouve enfin que l’état b est déplacé en énergie. Il s’agit là 
d’une correction radiative sur laquelle nous reviendrons plus loin (dans 
le paragraphe E-1-b). 


Remarque 


Le processus d'émission spontanée à partir d’un niveau atomique excité 
discret peut être profondément modifié si, au lieu d’être dans l’espace 
libre, l'atome est enfermé dans une cavité (*). Les modes du champ 
électromagnétique dans la cavité forment alors un ensemble discret (si 
l’amortissement de la cavité est négligeable). Supposons tout d’abord que 
lune des fréquences proprès de la cavité coïncide avec la fréquence 
atomique w,, toutes les autres fréquences propres étant suffisamment 
éloignées de wg pour que nous puissions ignorer le couplage non résonnant 
de l'atome avec ces autres modes (il faut pour cela que la cavité soit assez 
petite). Ignorons également les nombres quantiques externes (énergie de 
recul négligeable). Les deux états |g;) = |b;0), atome dans l'état 
b, mode résonnant dans l’état |0), et [g;) = [a;1), atome dans l’état 
a avec un photon dans le mode résonnant, forment alors deux états discrets 
du système global, dégénérés en énergie et éloignés de tous les autres 
états. L'interaction entre l’atome et le rayonnement doit alors donner 
naissance à une oscillation de Rabi: l’atome émet un photon dans la 
cavité, puis le réabsorbe, puis le réémet et ainsi de suite... 

Dans le cas où aucune des fréquences propres de la cavité ne coïncide avec 
wp, l’évolution du système est complètement différente : atome ne peut 
pas émettre de photon dans la cavité, car l'énergie totale ne serait pas 
conservée. 


2. Emission spontanée entre un état du continuum et un état discret 


Nous supposons maintenant que l’un des deux états atomiques, 
a ou b, appartient à un continuum, l’autre étant discret. 


(*) Voir par exemple D. Kieppner, Phys. Rev. Lett. 47, 233 (1981) ; S. Haroche et 
J.M. Raimond, in « Advances in Atomic and Molecular Physics », Vol. 20 (D.R. Bates 
and B. Bederson eds) Academic Press (New York, 1985) p.347; P. Filipowicz, 
P. Meystre, G. Rempe and H. Walther, Optica Acta, 32, 1105 (1985). 


72 Description de quelques processus IL. A.2 


a) PREMIER EXEMPLE : CAPTURE RADIATIVE 


Dans le premier exemple que nous étudierons, l’état atomique 
b appartient au continuum d’ionisation de l’atome (*). Ce continuum 
est représenté en traits hachurés sur la figure 3 (la distance Æ; entre le 
début du continuum et l’état fondamental est l’énergie d’ionisation). 
L'émission spontanée fait passer l’atome d’un état b de ce continuum 
vers un état discret a situé au dessous de la limite d’ionisation : 


RUE, ARE 


+ 


Figure 3. Emission spontanée à partir d’un état b 
du continuum d’ionisation vers un état atomique discret a. 


Physiquement, un état tel que b décrit un état stationnaire de collision 
entre un électron et un ion. L’électron n’est pas lié à Pion dans l’état 
b. En superposant linéairement des états tels que b, on peut construire 
des paquets d’ondes décrivant un électron arrivant de l'infini, interagis- 
sant avec lion, et s’éloignant de nouveau à l'infini. Si un processus 
d'émission spontanée du type de celui représenté sur la figure 3 se 
produit, l’électron perd de l’énergie de manière radiative et se retrouve 
lié à Pion dans un état a, pour former un atome neutre. On dit alors 
qu’il y a capture radiative de l’électron par lion. Des processus de 
capture radiative d'électrons par des protons se produisent dans 
l’espace interstellaire et sont à l’origine de la formation d’atomes 
d'hydrogène dans des états de Rydberg n, que l’on détecte en 
radioastronomie par les rayonnements micro-ondes que ces atomes 
émettent ensuite dans des transitions n.n—1,n—-1.n—2.…. 

Comme les états | ¢;} = |b;0) et |; = |a;ke) appartiennent tous 
deux à des continuums (le premier à cause de b, le second à cause de 


(*) L’atome est supposé infiniment lourd, de sorte que les nombres quantiques 
externes sont ignorés. 
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ke), il est possible de définir une probabilité de transition par unité de 
temps et un flux incident, et par suite une section efficace de capture 
radiative de l’électron dans l’état a. De telles sections efficaces jouent 
un rôle important en Astrophysique et en Physique des Plasmas. 


b) DEUXIÈME EXEMPLE : DISSOCIATION RADIATIVE D'UNE MOLÉCULE 


Nous considérons maintenant un second exemple, emprunté à la 
Physique Moléculaire, où c’est l’état supérieur b qui est discret, et l’état 
inférieur a qui appartient à un continuum. 

L'état b est supposé appartenir à un état électronique excité d’une 
molécule diatomique, dans lequel le potentiel d’interaction effective 
V(r) entre les deux atomes présente un minimum en fonction de la 
distance internucléaire r (Fig. 4). L'état b est un état de vibration- 
rotation dans ce puits de potentiel. 


Figure 4. Potentiels d’interaction et niveaux d'énergie d’une molécule 
diatomique. La figure correspond à un excimère ou à un exciplexe, l’état 
électronique fondamental étant dissociatif. On considère un niveau électronique 


excité où les deux atomes sont liés. 


L'état a appartient par contre à un état électronique dissociatif, c'est-à- 
dire à un état pour lequel le potentiel V(r) entre les deux atomes ne 
présente pas de minimum. Dans un tel état électronique, les deux 
atomes ne peuvent pas former une molécule stable, et l’état a décrit en 
fait un état stationnaire de collision entre les deux atomes. Les 
molécules présentant des configurations du type de celles de la figure 4 
sont appelées des excimères, pour des molécules homonucléaires 
(comme Xe), ou exciplexes, pour des molécules hétéronucléaires 
(comme XeF). 
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Dans un état tel que b, les deux atomes vibrent autour de leur 
position d’équilibre. L'émission spontanée d’un photon w fait passer 
la molécule dans l’état a situé à ñw au dessous de b, les deux atomes 
s'éloignant alors rapidement l’un de l’autre. L'émission spontanée a 
donc dissocié la molécule, d’où le nom de dissociation radiative donné à 
un tel processus. Comme létat a appartient à un continuum, la 
fréquence du photon émis peut varier dans un certain intervalle et le 
spectre de la lumière émise est un spectre continu et non un spectre de 
raies discrètes. 


Remarque 


De tels systèmes se prêtent bien à la réalisation de sources lasers (*). 
Comme l’état inférieur a se dissocie très vite, avec des temps caractéristi- 
ques (de l’ordre des dimensions moléculaires divisées par la vitesse de 
séparation des deux atomes) beaucoup plus courts que la durée de vie 
radiative de l’état supérieur b, l’état a peut être beaucoup moins peuplé 
que l’état b en régime stationnaire (dans une décharge par exemple où 
l’état b est peuplé en permanence par des collisions). Il est donc possible 
de réaliser des inversions de population appréciables entre b et a 
conduisant à un gain important. 


3. Emission spontanée entre deux états du continuum d’ionisation - 
Rayonnement de freinage 


Nous considérons enfin, dans ce dernier paragraphe, le cas où les 
deux états a et b appartiennent tous deux à un continuum. Par exemple, 
a et b peuvent être tous deux situés dans le continuum d’ionisation d’un 
atome (Fig. 5) : 


m D 
M — 
S 


Figure 5. Emission spontanée entre deux états 
du continuum d’ionisation d’un atome 


(*) Voir par exemple Special Issue on Eximer Lasers : IEEE J. of Quant. Electr. QE 
15, 265 (1979) ; Excimer Lasers (édité par C.K. Rhodes), Collection « Topics in Applied 
Physics », Vol. 30, Springer Verlag (Berlin 1979) ; M.H.R. Hutchinson, Appl. Phys. 21, 
95 (1980). 
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Physiquement, un électron arrive de l'infini vers un ion avec une 
énergie cinétique initiale E,. Arrivé au voisinage de Pion, il émet 
spontanément un photon, ce qui lui fait perdre l'énergie w. Mais cette 
perte d'énergie est insuffisante pour permettre sa capture par l’ion, et 
l’électron s'éloigne de nouveau vers linfini avec une énergie cinétique 
finale E, = E, ~- hw inférieure à E,. L'émission spontanée d’un photon 
a donc freiné l’électron, d’où le nom de rayonnement de freinage, ou 
encore « Bremsstrahlung », donné à ce processus. Comme l’énergie 
E, de létat final a peut varier de manière continue, le spectre du 
rayonnement de freinage est continu. 

Insistons sur l’importance de la présence de l’ion. En effet, il est 
impossible d’avoir une émission réelle d’un photon par un électron 
libre (*). Pour le voir, il suffit de se placer dans le référentiel au repos 
de l’électron. L’émission d’un photon, avec recul de l’électron pour 
conserver l'impulsion globale, conduit alors nécessairement à un état 
dont l’énergie est supérieure à celle de l’état initial. Il n’y a donc pas 
d'état final du système global, couplé par Hy à l’état initial, et ayant 
même énergie. Il faut un troisième partenaire, ici l’ion, qui puisse 
fournir l’impulsion nécessaire pour atteindre un état final du système 
global ayant la même énergie que l’état initial (**). 


(*) Par contre, un électron libre peut émettre virtuellement un photon et le réabsorber 
{voir $ E-1-a plus loin). 

(**) L'exercice 8 présente un calcul de section efficace d'émission de photon par 
rayonnement de freinage. Ce calcul est perturbatif vis-à-vis du potentiel créé par lion et 
utilise le point de vue de Pauli-Fierz introduit dans le complément B;;. 
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B - PROCESSUS D’ABSORPTION : 
UN PHOTON DISPARAÎT 


Au cours d’un processus d'absorption, un photon disparaît. L'énergie 
correspondante est gagnée par l’atome sous forme d’énergie cinétique 
de recul et d’augmentation de l'énergie interne. Comme pour le 
processus d’émission spontanée, on peut distinguer plusieurs cas 
suivant le caractère discret ou continu de l’énergie interne atomique 
dans l’état initial et l’état final. Un certain nombre d'exemples de ces 
diverses situations sont rapidement passés en revue dans les paragra- 
phes 1, 2, 3. 

Un élément nouveau apparaît dans l’étude des processus d’absorp- 
tion. Plusieurs types d'états initiaux peuvent être envisagés pour le 
champ (rayonnement incident monochromatique ou à large bande, 
rayonnement faible ou intense, d'intensité constante ou en impul- 
sion...), alors que dans l’étude de l’émission spontanée, l’état initial du 
champ est toujours le vide. Nous montrons dans le paragraphe 4, à 
partir d'arguments qualitatifs, comment la dynamique du processus 
d’absorption entre deux états discrets peut être sensible aux propriétés 
du rayonnement incident. 

Notons enfin qu’il existe un processus démission, l'émission induite, 
qui présente beaucoup d’analogies avec le processus d’absorption. 
Comme l'absorption, l'émission induite est provoquée par les photons 
présents dans l’état initial. Par contre, l’atome effectue une transition 
vers un niveau inférieur, l'énergie perdue par l’atome étant gagnée par 
le champ qui a induit cette transition. Au lieu d’être atténué, le 
rayonnement incident est donc amplifié. La plupart des résultats que 
nous établissons dans ce paragraphe pour l’absorption peuvent être 
ainsi adaptés à l’émission induite. 


1. Absorption entre deux états discrets 


` 


Il s’agit là d’un processus tout à fait symétrique du procesus 
d'émission étudié dans le paragraphe A-1 ci-dessus. L’atome passe 
d’un état interne discret a à un autre état interne discret b, situé plus 
haut en énergie, par absorption d’un photon Aw. Deux représentations 
diagrammatiques possibles d’un tel processus sont données sur la 
figure 6. 

La conservation de énergie et de l'impulsion globales à l'issue du 
processus d'absorption entraîne que la fréquence w du photon absorbé 
par un atome initialement immobile (K = 0 dans l’état a) est donnée 
par : 


ho = ho g+ Epe (B.1) 
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(B) 


Figure 6. Deux représentations diagrammatiques du processus 
d'absorption (comparer les figures 1 et 6.a, 2 et 6.8). 


Ainsi, pour un atome initialement immobile, les fréquences d'émission 
et d’absorption diffèrent respectivement de la fréquence atomique 
wọ par les quantités — E,./h et + E,./h (comparer A.6 et B.1). 

Nous reviendrons plus loin ($ 4) sur les conditions dans lesquelles il 
est possible de définir une probabilité d’absorption (ou d’émission 
induite) par unité de temps. 


2. Absorption entre un état discret et un état du continuum 


a) PREMIER EXEMPLE : PHOTOIONISATION 


Il s’agit du processus inverse de la capture radiative. Un atome, 
initialement dans un état interne discret a, par exemple l’état fondamen- 
tal, absorbe un photon dont l'énergie hw est supérieure à l'énergie 
d’ionisation E, de l’atome, et aboutit dans l'état b du continuum 
d’ionisation (Fig. 7) : 


ho 


a 


Figure 7. Photoionisation d’un atome 
par absorption d’un photon (ñw > E,). 
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Cette disparition d’un photon, accompagnée de l'apparition d’un 
photoélectron, n’est autre que l'effet photoélectrique bien connu. La 
conservation de l’énergie globale à l’issue du processus d’absorption 
entraîne que l'énergie de l’état b au dessus du seuil d’ionisation, c'est-à- 
dire encore l'énergie cinétique finale mv?/2 du photoélectron, une fois 
qu’il est séparé de l’ion, est reliée à l'énergie Aw du photon incident et à 
l'énergie d’ionisation E; par l'équation : 


ho = Ej+ 3m? (B.2) 
qui n’est autre que la relation d’Einstein. 

Comme l’état final est nécessairement un continuum (par suite du 
caractère continu de E,), la règle d’or de Fermi permet de calculer une 
probabilité de photoionisation par unité de temps et par suite, après 
division par le flux associé au photon incident, une section efficace de 
photoionisation. 


Remarques 


(i) La discussion précédente semble indiquer que la probabilité de 
photoionisation est nulle pour ñw < E; puisque l’absorption d’un photon 
hw ne peut alors porter l'atome dans le continuum d’ionisation. En fait, 
aux intensités élevées, l’atome peut être photoionisé même si ñw < E,. Il 
s’agit alors d’un processus de photoionisation multiphotonique, au cours 
duquel l'atome absorbe n photons (avec n > 1) qui lui apportent une 
énergie nhw suffisante pour passer dans le continuum d’ionisation (voir 
partie D plus loin). 

(ii) Pour w suffisamment grand devant E;, la probabilité de photoionisa- 
tion décroît très vite quand w croît. L'interprétation physique de cette 
décroissance rapide est simple. En effet, plus h« est grand devant 
E;, plus lélectron atomique apparaît libre pour le photon incident. Or, on 
sait qu’un électron libre ne peut pas absorber réellement un photon. Pour le 
voir, considérons la figure 8.a où est représentée la relation entre l’énergie 
E et l’impuision p pour un électron libre (parabole E = p?/2m). Un 
électron libre initialement immobile (point 0) et absorbant un photon 
d'énergie E = hw et d'impulsion p = E/c passe du point O au point 
0’ (la droite 00’ a une pente c pratiquement verticale devant la pente des 
tangentes à la parabole qui vaut p/m = v < c). L'électron « quitte donc la 
parabole » de sorte que la transition correspondante ne peut être réelle. 
Ceci reste vrai même si l’électron n’est pas initialement immobile. 

Par contre, dans un état lié, l'impulsion de l'électron n'est plus parfaite- 
ment définie. Par exemple, dans l’état fondamental |+,), d'énergie 
— E,, la fonction d'onde a une certaine largeur dans l’espace des 
impulsions schématisée par le segment MN de la figure 8.B. Or, l'ampli- 
tude d’absorption d’un photon ke est proportionnelle à l’élément de 
matrice (P; | £€.p exp (ik.r)|ọ,) où |@,} est l'état fondamental et 
1®;) l'état du continuum d’énergie hw-E,. Par ailleurs, l’opérateur 
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M N 


(8) 


Figure 8. Diagrammes permettant de comprendre le rôle de la conservation 
de l’énergie et de l’impulsion dans l’absorption d’un photon par un électron 
libre (æ) ou lié (£). 


exp(ik.r) est un opérateur de translation dans l’espace des impulsions, 
d’amplitude #k. L’amplitude d’absorption du photon est donc proportion- 
nelle à l'intégrale de recouvrement, dans l’espace des impulsions, de la 
fonction d'onde e.p #,(p — #k) avec les fonctions d'onde + (p) des états 
du continuum d'énergie ñw — E,. Sur la figure 8.8, la largeur de 
e.p (p — Ak) est schématisée par le segment M'N' obtenu à partir de 
MN par une translation #w/c sur l’axe des p et hw sur laxe des 
E. Les fonctions +;(p) sont schématisées par les points P et Q. Le 
recouvrement de ces fonctions peut être alors non nul et la transition est 
donc permise. Quand #« augmente, le segment M'N’ s'écarte des points 
P et Q et l'intégrale de recouvrement des fonctions d’onde associées 
diminue. Il est possible ainsi de comprendre qualitativement (*) pourquoi 
la section efficace de photoionisation décroît avec © pour Aw > E,. 


b) DEUXIÈME EXEMPLE : PHOTODISSOCIATION 


Dans ce deuxième exemple, emprunté à la physique moléculaire, 
l’état initial a est un état de vibration rotation de l’état électronique 
fondamental d’une molécule stable (le potentiel effectif présente un 
minimum dans cet état -voir Fig. 9-). L’absorption d’un photon 
ħw porte la molécule dans un état électronique excité dissociatif 


Ainsi, l’absorption d’un photon hæ brise la molécule. On dit qu’il y a 
photodissociation (**). 


(*) Pour plus de détails, voir Bethe and Salpeter, section 69. 
(**) Voir par exemple Herzberg, chapitre VII. 


80 Description de quelques processus I.B.3 


V(r) 


Figure 9. Photodissociation d’une molécule 
par absorption d’un photon. 


3. Absorption entre deux états du continuum d’ionisation : Brems- 
strahlung inverse 


La figure 10 représente une transition entre deux états a et 
b du continuum d’ionisation d’un atome par absorption d’un photon. 
Une telle transition, appelée encore transition « free-free », s accompa- 
gne d’une accélération de l’électron. Le processus correspondant, qui 
est l'inverse de celui de la figureS, est appelé « Bremsstrahlung 
inverse ». Il joue un rôle important dans l’échauffement des électrons 
d’un plasma sous l’effet d’un rayonnement laser. 


Figure 10. Transition entre deux états du continuum 
d’ionisation d’un atome par absorption d’un photon. 
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4. Influence de lPétat initial du champ sur la dynamique du processus 
d’absorption 


Revenons au problème de l’absorption entre deux états atomiques 
internes discrets, le niveau fondamental a et un état excité b (pour 
simplifier, nous supposons l’atome infiniment lourd et ignorons les 
nombres quantiques externes). Nous allons essayer d'identifier la 
nature discrète ou continue de l’état final du système global 
atome + rayonnement, et montrer que plusieurs comportements tempo- 
rels sont possibles suivant la nature de l’état du rayonnement incident. 

Supposons tout d’abord le rayonnement incident monochromatique 
et résonnant. Par exemple, un seul mode kye, est peuplé et contient 
N photons de fréquence w, = cko égale à la fréquence de la transition 
atomique (E,—-E,)/h. L'état initial du système global est donc 
|p; = ja; Nkçeo) (atome dans l’état a en présence de N photons 
koto, tous les autres modes étant vides). L’hamiltonien d'interaction 
H, couple cet état |w;) à un autre état |s) = |b;(N — 1)ko€o) 
représentant l'atome dans l’état excité b en présence de N — 1 photons 
ko€o, tous les autres modes étant vides. Par suite du caractère résonnant 
de l'excitation, la perte d’énergie liée à la disparition d’un photon est 
compensée par le gain d’énergie interne de l’atome, et les deux états 
lp) et |p;) ont même énergie (partie gauche de la figure 11). 


loi) = les) = LP) = 
|a ; Nko Eo) lb; (N — 1) ko £0) la; (N — 1) ko £o, ke) 
mets ff a e ere 


Figure 11. Quelques états importants du système global « atome + rayonne- 
ment » intervenant dans l'étude du processus d'absorption. 


Etudions maintenant les états auxquels est couplé l’état |@;). En plus 
du couplage avec l’état |[#;), nous devons également envisager la 
possibilité qu’a l’atome de retomber dans l’état a en émettant un photon 
dans un mode ke qui était initialement vide. Les N — 1 photons 
ke restent spectateurs dans une telle transition qui n’est autre que la 
transition étudiée dans le paragraphe A-1 pour décrire l'émission 
spontanée d’un photon ke à partir de l’état b. L'état |p} est donc 
couplé également à tous les états |@,) = |a;(N — 1) ko£o ke} (atome 
dans l’état fondamental a en présence de N — 1 photons k;e, et d’un 
photon ke) qui forment un continuum (partie droite de la figure 11). 
L'analyse précédente montre ainsi que, si l’on part de l’état | p;), l’état 
lg) n’est pas un « véritable état final » puisqu'il est également couplé 
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au continuum des états |p,). D'ailleurs, le passage de |+;) à 
|p) via [p;),c'est-à-dire l'apparition d’un nouveau photon ke 
accompagnée de la disparition d’un photon incident kg€ọ, n’est autre 
qu’un processus de diffusion, dont l'importance apparaît ainsi claire- 
ment et sur lequel nous reviendrons dans la partie suivante C. 


L'évolution temporelle du système global partant de l’état |g;), qui 
peut être étudiée sur l'amplitude < p:|ÜT)16;), est simple dans un 
certain nombre de cas que nous abordons maintenant. Considérons 
auparavant l’évolution de l’état |p) dans les deux cas limites où l'on 
peut ignorer, soit le couplage de droite avec les états |,), soit le 
couplage de gauche avec l’état |¢;). Si l’état | ;} n’était couplé qu’à 
l’état |g;), le problème serait ramené à celui de deux états discrets de 
même énergie et couplés l’un à Pautre (voir chapitre I, $ B-1). 
L'évolution du système serait alors une nutation de Rabi entre 
lp; et |p) s’effectuant à la fréquence de Rabi N, proportionnelle au 
produit du moment dipolaire d,, de la transition a..b par (E?) , Où 


(E°) est la valeur moyenne du carré du champ électrique au point où se 
trouve l’atome, évaluée dans l’état |N ke). Cette fréquence de Rabi, 
proportionnelle à VN, est d'autant plus élevée que N est plus grand. 
Par ailleurs, si l’état [@;) n’était couplé qu’au continuum |+,), il se 
désintégrerait exponentiellement vers ce continuum avec une durée de 
vie T = 1/T (voir $ A-1 ci-dessus). Les deux cas limites correspondent 
donc aux deux situations ©, > T et Q, < T. Dans le premier cas (onde 
monochromatique intense), on peut, en première approximation, 
ignorer l'émission spontanée de b. L’atome oscille entre a et 
b à la fréquence de Rabi {,, et cette nutation rapide est lentement 
amortie avec une constante de temps de l’ordre de [1 Dans ce cas, il 
n’est bien sûr pas question de parler de probabilité d'absorption par 
unité de temps, ni de section efficace d’absorption. Dans le deuxième 
cas (excitation monochromatique faible), on peut ignorer en première 
approximation le couplage de |p,> avec |p;). La diagonalisation du 
couplage de droite de la figure 11 dans le sous espace formé par l’état 
discret |g;) et le continuum { |+,) } ne donne qu’un seul continuum 
de nouveaux états |#,) dans lequel la densité d'état |; (au 
voisinage de l'énergie non perturbée de |æ;)) est de l’ordre de 
1/hT (un état sur un intervalle AT) : l’état |p;) est en quelque sorte 
« dissous » dans le continuum { |#,) } sur un intervalle de largeur de 
Pordre de AI (voir complément C ;). Le couplage de l’état |;) avec ce 
nouveau continuum fait alors apparaître une probabilité de désintégra- 
tion de |; par unité de temps qui, d’après la règle d’or de Fermi, est 
de l’ordre de (1/#ñ) x (carré du couplage entre |¢;) et |#;)) x 
(densité d'état |p;) dans le nouveau continuum), c’est-à-dire encore 
de l’ordre de (1/#) x AN? x (1/h7) = Q?/T. Il est donc possible dans 
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ce cas de définir une probabilité d’absorption par unité de temps, 
proportionnelle à n?, donc à N, donc à Fintensité ou au flux incident, 
et par suite d'en déduire une section efficace d'absorption. 

Toutes les considérations précédentes sont relatives à un rayonnement 
incident monochromatique. Supposons maintenant que, dans létat 
initial, l’atome soit en présence de N, photons k,e,, N, photons 
ke... N; photons k;g;..., les fréquences w; = ck;, w, = ckz... 
w; = ck;.. formant un ensemble très resserré, assimilable à un spectre 
continu. L'état initial |; = |a;N.k,e,... N;k;€;...) est alors couplé à 
un très grand nombre d'états |p;) = |b;Nik;£;...(N; — 1)k;e;...) 
correspondant à l'atome dans l’état b, un photon k;e; ayant été absorbé. 
Comme w; = ck; peut prendre un très grand nombre de valeurs, les 
états |; forment maintenant un continuum, au lieu de se réduire au 
seul état discret de la figure 11 dans le cas monochromatique. Même si 
le couplage de ces états | p) avec les états |#,) associés à l'émission 
spontanée d’un photon ke à partir de b est ignoré, le problème de 
l'évolution temporelle de |; est alors celui d’un état discret couplé à 
un continuum, et il est possible de définir une probabilité d'absorption 
par unité de temps dont on peut se convaincre aisément qu'elle est 
proportionnelle à la valeur de l'intensité incidente en w = wọ. Il est 
possible ainsi de retrouver les coefficients B d’Einstein décrivant 
l'absorption et l'émission induite (voir aussi chapitre IV, partie E). 

Nous nous sommes limités, dans les exemples précédents, à des états 
stationnaires pour le champ incident (états propres de Hg). Il est aisé 
d'imaginer la grande variété de situations qui peuvent être réalisées 
avec des rayonnements incidents non stationnaires (excitation en 
impulsion). 
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C — PROCESSUS DE DIFFUSION : UN PHOTON DISPARAÎT 
ET UN AUTRE PHOTON APPARAÎT 


1. Amplitude de diffusion - Représentation diagrammatique 


Dans un processus de diffusion, le système global passe d’un état 
initial |p; où l'atome est dans un état a en présence d’un photon 
ke à un état final |) où l’atome est dans l’état a' en présence d’un 
autre photon k'’e”. Trois chemins possibles permettent de relier 
lg;:) à |p}: l’atome absorbe le photon ke et passe dans l'état 
b puis émet le photon k'e’ et passe dans l’état a’ (Fig. 12a) ; il peut 
également émettre tout d’abord le photon k'e’ avant d'absorber le 
photon ke (Fig. 128); enfin, l'absorption de ke et l’émission de 
k'e’ peuvent être simultanées (Fig. 12y). Les deux processus 12a et 128 
correspondent à l’action de Hp au deuxième ordre avec un état 
intermédiaire, alors que le processus 12y est associé à l’action de 
Hp au premier ordre (voir chapitre I, $ C-5 et figure 2) : 


te a' a ' 
k “ k'£' K'e’ a 
b b 
ke ke 
ke a 
a a 
(a) (8) (D 


Figure 12. Représentation des divers types de chemins possibles 
reliant l’état initial et l’état final d’un processus de diffusion. 


D’après la formule (B.14) du chapitre I, les trois amplitudes 
Gz; associées à ces trois chemins valent respectivement, à l’ordre le plus 
bas : 


(a';k'e'| Hn |b;0) <b;0| Hn la;ke} 


fi = C.1.a 
Gi ne E, +o E, +in (Oia) 
_ <a';k'e'|Hpnlb;ke,k'e’) (b;ke,k'e’|H,,la;ke) 

f = F Lin =a S CA 
v;; ne E,-hw'-E,+in ( ) 
G} = (a';k'e'|Hp|a;ke) (C.1.c) 


H et Hp sont les hamiltoniens d'interaction à un et deux photons 
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donnés par les expressions (C.S5.b) et (C.5.d) du chapitre I. Nous 
négligeons ici H et les effets liés aux spins. 


Remarque 

Dans le point de vue dipolaire électrique (voir appendice, § 5), l’hamilto- 
nien d'interaction entre l’atome et le rayonnement ne contient que des 
termes linéaires en a et a* de sorte que, dans ce point de vue, la diffusion 
apparaît toujours comme un processus au deuxième ordre en hamiltonien 
d'interaction H',. Il n’y a alors que deux chemins possibles associés à des 
diagrammes du type 12a et 128. 


L'état intermédiaire du processus 128 n’est jamais discret à cause de 
la présence des photons hw et hw’. Par contre, l’état intermédiaire du 
processus 12a peut être discret si l’état atomique b est discret. Dans un 
tel cas, le dénominateur d'énergie de (C.1.a) peut conduire à une 
divergence (*) de GA si hw est égal à E,—E,, c’est-à-dire si la 
fréquence œ du photon incident est résonnante avec la fréquence 
(E, — E,)/h de la transition b—a. Il s’agit là d’un processus de diffusion 
résonnante que nous excluons pour le moment et sur lequel nous 
reviendrons plus loin ($ C-3). 

La conservation de l’énergie globale entre |;) et |p} entraîne 
(pour un atome infiniment lourd dont on néglige le recul) : 


E, + ho = Ep + hw’ (C.2) 


Si l’atome n’a pas changé d’état à l'issue du processus de diffusion 
(a' = a), on a E, = E, et par suite, d’après (C.2), w' = w. La diffusion 
est dite élastique. Si a’ diffère de a, la diffusion est inélastique et la 
variation d’énergie du photon A(w'— w) reflète la variation d'énergie 
atomique E, — Ey- 

Notons enfin l'existence d’une autre représentation diagrammatique 
très fréquemment utilisée du processus a (Fig. 13) : 


Figure 13. Autre représentation diagrammatique 
du processus a de la figure 12. 


(*) Si l’état b appartient au spectre continu atomique, la présence de in au 
dénominateur de (C.1.a) fait apparaître une partie principale et une fonction delta qui 
donnent des résultats finis lors de l'intégration sur l'énergie E, de b, même si 
E, — E, peut coïncider avec ñw. 
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L’absorption du photon w est schématisée par une flèche montante 
joignant l’état a à une ligne pointillée située à une distance ñw au- 
dessus de a. L'émission de kw’ est schématisée par une flèche 
descendante reliant cette ligne pointillée à l’état a’. L'avantage de cette 
représentation est que la distance entre l’état b et la ligne pointillée de 
la figure 13 visualise très clairement le défaut d'énergie de l’état 
intermédiaire du processus de diffusion. La diffusion est résonnante 
quand la ligne pointillée coïncide avec l’état b. On peut se demander si 
une telle ligne pointillée représente un niveau d’énergie. En fait, il ne 
s’agit pas d’un niveau atomique, mais d’un niveau du système global : 
atome dans l’état a + un photon ke, ou encore atome dans l’état 
a' +un photon k'e’ (ces deux états ont même énergie d’après (C.2)). 
L'état b de la figure 13 peut lui aussi être considéré comme un état du 
système global, atome dans l’état b sans aucun photon. On comprend 
ainsi clairement pourquoi l’écart entre le niveau b et la ligne pointillée 
de la figure 13 représente le défaut d'énergie du système global dans 
l’état intermédiaire du processus a. 

Nous avons considéré dans ce qui précède la diffusion d’un photon 
par un atome. Un photon peut être également diffusé par un électron 
libre (alors que, rappelons le, il ne peut pas être absorbé ou émis de 
manière réelle par un électron libre). Un tel processus n’est autre que la 
diffusion Compton. Les diagrammes a, B, y de la figure 12 demeurent 
valables à condition de considérer a, b, a', comme les nombres 
quantiques repérant l’état d’un électron libre (par exemple, impulsion 
et spin). La résolution des équations de conservation de l'énergie 
globale et de l'impulsion globale entre |6;) et |p) donne l'expression 
bien connue du déplacement de fréquence Compton. 


2. Différents types de diffusion d’un photon par un système atomique ou 
moléculaire 


Suivant l'énergie du photon incident et le caractère élastique ou 
inélastique de la diffusion, des dénominations différentes sont utilisées 
pour désigner la diffusion d’un photon par un atome ou une molécule. 
Nous passons maintenant en revue quelques exemples de tels processus. 


a) DIFFUSION ÉLASTIQUE À BASSE ÉNERGIE : DIFFUSION RAYLEIGH 


L'énergie Aw du photon incident est supposée très petite devant 
l'énergie d’ionisation Æ; de l’atome, et donc devant les différences 
d'énergie E, — E, séparant le niveau atomique initial a, qui est en 
général l’état fondamental, des états électroniques excités b apparais- 
sant dans l’état intermédiaire : 


how < E, |E, - E, | (C.3) 
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Comme la diffusion est élastique, on a a'=a, et ħñw'= ñw. La 
diffusion Rayleigh est donc la diffusion, sans changement de fréquence, 
d'un atome ou d’une molécule irradiés par un rayonnement de 
fréquence très inférieure aux fréquences de résonance (figure 14) : 


Figure 14. Diffusion Rayleigh. 


Il est possible de montrer que la section efficace de diffusion Rayleigh 
est proportionnelle à w* (elle croît très vite avec la fréquence du photon 
incident), et à la polarisabilité statique du système atomique dans l’état 
a (voir exercice 3). 


b) DIFFUSION INÉLASTIQUE À BASSE ÉNERGIE : DIFFUSION RAMAN 


L'énergie hw du photon est toujours supposée petite devant l’énergie 
d’ionisation E;, mais l’état final a' du système atomique est maintenant 
différent de a. La diffusion, qui est alors appelée diffusion Raman, 
s’accompagne donc d’un changement de fréquence, w — w’, égal 
d’après (C.2) à (Ey — E,)/h. En général, les niveaux a et a’ sont des 
niveaux de vibration-rotation différents d’une molécule, et la mesure du 
décalage en fréquence entre la lumière incidente et la lumière diffusée 
permet de déterminer les fréquences de vibration et de rotation de la 
molécule (*). 

Suivant que le niveau moléculaire initial a est inférieur ou supérieur 
en énergie au niveau final a', on parle de diffusion Raman Stokes 
(figure 15a) ou anti-Stokes (figure 158). La lumière diffusée a une 
fréquence w' inférieure à œw dans le premier cas, supérieure dans le 
second. 


Remarque 


Supposons que les modes w et w ’ (figure 15a) soient tous deux initialement 
peuplés. Il est possible alors d’envisager le processus inverse du proces- 
sus 15a, où la molécule, initialement dans l’état a’, aboutit dans l’état 
a en absorbant un photon w’ et en émettant un photon ñw (figure 16). 


(*) Voir par exemple Herzberg, chapitre H, $ 4. 
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(a) (B) 


a 


Figure 16. Processus Raman inverse de celui de la figure 15a. 


Les processus de la figure 15a amplifient le rayonnement à la fréquence 
w' (par absorption d’un photon ñw et émission stimulée d’un photon 
hw'), alors que les processus de la figure 16 l’atténuent (par absorption 
d’un photon fiw' et émission stimulée d’un photon hw). Mais l'état 
moléculaire initial n’est pas le même dans les deux cas, de sorte que les 
processus d'amplification et d'atténuation sont respectivement proportion- 
nels aux nombres N, et N, de molécules dans les états a et a’. Si 
N,>=N,, le milieu moléculaire présente globalement un gain pour la 
fréquence w’. On conçoit ainsi qu’on puisse obtenir une oscillation laser à 
la fréquence w' si le gain du milieu, enfermé dans une cavité accordée à 
w', l'emporte sur les pertes. C’est là le principe des lasers à effet Raman 
stimulé (*). 


c) DIFFUSION ÉLASTIQUE À HAUTE ÉNERGIE : DIFFUSION THOMSON 


L'énergie hw du photon incident est supposée maintenant grande 
devant l’énergie d’ionisation E; de l’atome. La diffusion élastique, avec 

‘=aet w" = w (figure 17) est appelée dans ce cas diffusion Thomson. 
Celle-ci joue un rôle prépondérant dans la diffusion de rayons X mous 
par les atomes. 

Le calcul quantique de la section efficace totale de diffusion Thomson 
ar (voir exercice 4) donne, à la limite où la longueur d’onde 
À du rayonnement incident est grande devant les dimensions atomiques 


(*) Voir par exemple Bloembergen, 8 4-5 ; Shen, chap. 10 ; W. Kaiser and M. Maier 
dans Laser Handbook {édité par F.T. Arecchi et E.O. Schultz-Dubois) Vol. 2, p. 1077, 
North Holland (Amsterdam 1972) ; Hanna, Yuratich and Cotter, chap. 5 et 6. 
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Figure 17. Diffusion Thomson. 


ao (*), le résultat bien connu øp = 87r8/3 (où r, est le rayon classique 
de l’électron), c’est-à-dire la section efficace de diffusion d’une onde 
monochromatique par un électron libre classique. Un tel résultat montre 
que la diffusion Thomson par un électron atomique peut être interpré- 
tée en termes semiclassiques. L’onde incidente fait vibrer l’électron à 
une fréquence w très supérieure à celles de son mouvement autour du 
noyau (de l’ordre de E;/h). Tout se passe en première approximation 
comme si l’électron atomique était libre. D’ailleurs, lorsque w > E;, 
c'est l'amplitude (C.i.c) qui est la plus importante, comme pour 
l'électron libre, et non pas (C.1.a). La contribution de cette dernière est 
en effet diminuée par le facteur Aœ au dénominateur. 


d) DIFFUSION INÉLASTIQUE À HAUTE ÉNERGIE AVEC ÉTAT ATOMIQUE 
FINAL DANS LE CONTINUUM D'IONISATION : DIFFUSION COMPTON 


Nous supposons enfin que w est très grand devant E;, suffisamment 
grand même pour que la longueur d'onde À soit petite devant les 
dimensions atomiques ap. La liaison de l’électron au noyau joue alors 
un rôle peu important dans la diffusion qui doit ressembler beaucoup à 
la diffusion Compton par un électron libre. On conçoit ainsi aisément 
que les processus de diffusion importants soient des processus inélasti- 
ques où l’atome est ionisé dans l’état final (figure 18). 

Les impulsions #k et k’ des photons incident et diffusé, l'impulsion 
Po de l’électron dans l’état final a’, sont alors très grandes devant celle 


(*) Pour un atome d’hydrogène, les conditions #w > E, et À > ap, considérées dans ce 
paragraphe, correspondent à l'intervalle d'énergie [a mc? — æmc?], où a est la constante 
de structure fine. Voir « Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », chapitre III, figure 2. 
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Figure 18. Diffusion Compton par un électron atomique. 


de l’électron dans l’état initial a, qui est distribuée sur un intervalle de 
largeur de l’ordre de ñ/a, autour d’une valeur moyenne nulle. En 
première approximation, on peut donc assimiler le processus de la 
figure 18 à un processus de diffusion Compton par un électron libre 
initialement immobile. Les corrections à cette approximation sont dues 
à la distribution des valeurs de l'impulsion de l’électron dans l’état 
initial et dans l’état final et donnent donc des informations sur les 
fonctions d’onde atomiques. Comme pour la diffusion Thomson, c’est 
l'amplitude (C.1.c) qui est prépondérante. 


Remarque 


Il est possible d’analyser la diffusion Compton par un électron libre ou lié 
au moyen de diagrammes énergie - impulsion analogues à ceux de la 
figure 8. Ainsi, la figure 19a schématise la diffusion Compton par un 
électron libre initialement immobile. Afin de pouvoir raisonner sur des 
figures à deux dimensions, avec l'énergie en ordonnée et l'impulsion en 
abscisse, nous nous limitons à la diffusion vers l’arrière, les impulsions 
hk et k’ des photons incident et diffusé étant de sens opposés. On voit sur 
la figure 19a qu’il est possible, partant du point 0 de la parabole, d’aboutir 
à un autre point 0” de la parabole en effectuant successivement la 
translation 00’ correspondant à l'absorption du photon incident ñw ,ñk et la 
translation 0/0” correspondant à l’émission du photon diffusé #w',ñk'. Le 
processus de diffusion peut donc être réel. Pour un électron lié, il faut 
partir de l’état fondamental, dont la fonction d'onde &,(p) est, comme sur 
la figure 8, schématisée par un segment horizontal MN, situé à l’ordonnée 
— E,. À haute énergie (ñw > E,), le terme prépondérant de l’amplitude de 
diffusion Compton est donné par l'expression (C.1.c) qui est, d’après 
l'expression de Hp (voir formule (C.5.d) du chapitre I), proportionnelle à 
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(Pa lexp i(k — k’).r |4). On obtient ainsi l'intégrale de recouvrement 
de la fonction d’onde de l’état fondamental ç,(p), translatée de 
fi(k — k’), avec la fonction d'onde + *(p) de l’état du continuum d’énergie 
— E; +h(w — w'). Sur la figure 19 B, ces deux fonctions d'onde sont 
schématisées respectivement par le segment M"N" (obtenu à partir de 
MN par une suite de deux translations ñw ,ħk et — ñw’ , — k’) et par les 
points P et Q (correspondant à l'intersection de la parabole par l’horizon- 
tale d’ordonnée — E; +ħw —hw'). A cause de la largeur finie de 
M'N", l'intégrale de recouvrement précédente peut être importante pour 
toute une série de valeurs de w', œw étant fixé. La raie de diffusion 
Compton par un électron lié n’est donc pas infiniment étroite (dans une 
direction de diffusion donnée), à la différence de ce qui se passe pour un 
électron libre. 


(a) 


Figure 19. Schématisation par des diagrammes énergie-impulsion de la 
diffusion Compton par un électron libre initialement immobile (a) et par un 
électron lié (B). 


3. Diffusion résonnante 


Nous revenons maintenant au cas où la fréquence w du photon 
incident est très voisine de la fréquence wo = (E, — E,)/A d’une 
transition atomique entre deux états discrets a et b. Le processus a de la 
figure 12 est alors prépondérant devant les deux autres, puisque 
l'amplitude (C.1.a) qui lui est associée diverge à résonance. Nous nous 
concentrerons donc dans ce paragraphe sur l'étude de ce processus. 
Pour fixer les idées, nous prendrons a’ = a (diffusion élastique), et nous 
supposerons qu’il n’y a qu’un seul photon incident ke. 
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Sur la figure 20, nous avons représenté les états du système global 
atome + rayonnement qui jouent un rôle important dans le processus 
de diffusion. 


LE LR dns nn RE et ren 7 re Ar 
Fo — w) Pa |b ;0) ~. ON _ 
la; ke) la;k' e’) 


Figure 20. Quelques états importants du système global atome + rayonne- 
ment intervenant dans l’étude du processus de diffusion résonnante. 


L'état final du processus de diffusion, |a;k'e'}, a même énergie que 
l’état initial |a;ke). Ces deux états appartiennent d’ailleurs tous deux 
au même continuum d'états (atome dans l’état a en présence d’un 
photon). A l’ordre le plus bas en Hp, les états initial et final du 
processus de diffusion sont couplés indirectement via l'état discret 
1b:0. On peut faire varier à volonté la différence #(wy — w) entre 
l'énergie de l’état |b;0 et celle de l’état initial, en balayant 
w autour de wọ. 

Pour comprendre qualitativement comment on peut résoudre la 
difficulté liée à la divergence de l’amplitude (C.1.a), quittons le point 
de vue perturbatif qui est utilisé pour établir (C.1.a) et essayons de 
comprendre la dynamique du système représenté par les seuls états de 
la figure 20 et leurs couplages mutuels (représentés par les flèches en 
pointillés). Nous remplaçons donc l’élément de matrice de transition 
(C.1.a), valable à l’ordre le plus bas en Hy, par 


1 


Sawa = KE |En a ao AFi 
a 


Hpnļa;ke)  (C.4) 
valable à tous les ordres en H; (c'est H et non H, qui apparaît dans le 
dénominateur d’énergie associé à l’état intermédiaire (voir l’équation 
(B.15) du chapitre I)). 

Il apparaît ainsi que, dans une théorie à tous les ordres en 
H};, ce n’est pas l’état discret |b;0) qui doit être considéré comme l’état 
intermédiaire du processus de diffusion, comme cela est suggéré par la 
figure 20, mais l’ensemble de tous les états propres de l’hamiltonien 
total H. Or, quand on se limite aux seuls états de la figure 20, les états 
propres de H forment un continuum (voir le complément C, :l’état 
discret |b:0) se dissout dans le continuum des états propres de 
H). La somme sur les états intermédiaires figurant dans l’expression 
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(C.4) est donc une somme sur un continuum ne conduisant à aucune 
divergence (grâce au +in du dénominateur qui introduit une partie 
principale et une fonction delta). De plus, comme l’hamiltonien 
d'interaction Hy ne couple l’état initial et l’état final qu’à la composante 
des états propres de H sur l’état discret |b;0} , il apparaît clairement sur 
l'expression (C.4) que la somme sur les états intermédiaires fait 
intervenir la densité d’état discret |b;0) dans le nouveau continuum des 
états propres de H, densité qui varie de manière résonnante sur un 
intervalle de largeur 41° autour de l’énergie E, (voir complément C }). 
On s’attend donc à ce que, tout en restant finie, amplitude de diffusion 
varie de manière résonnante quand la fréquence w du photon incident 
est balayée autour de wọ = (E, — E,)/h. 

La discussion qualitative précédente est confirmée par le calcul simple 
présenté dans le complément C ;. Rappelons en ici le résultat : il suffit 
de remplacer au dénominateur de (C.1.a) l'énergie non perturbée 
E, de |b;0) par E, — ih(T /2). Notons qu’une telle modification revient 
à remplacer l’exponentielle d'évolution exp(-iE;t/h) de létat 
1b;0 par exp(—iE;,t/h) exp( — Tt/2), et fait bien apparaître la 
décroissance exponentielle de l’amplitude de présence dans l’état 
b. L'expression non perturbative de la matrice de transition au 
voisinage de la résonance est donc finalement : 


BE - (ak'e'|H;|b;0) ns (C.5) 

how +E-Et+ihs 
c’est-à-dire une expression dont le module et la phase varient très 
rapidement sur un intervalle de largeur [` autour de 
w = wọ = (E, — E,)/ħ. Le caractère non perturbatif de (C.S5) apparaît 
bien si l’on développe en série le dénominateur : 


1 1< n (77/2 
RE (— 1) ——"— (C.6) 
Ho -wp+iT] i 2, (w — w)" +! 


La présence de T, qui est d'ordre 2 en H; (voir A.5), au dénominateur 
de (C.5) est bien équivalente, d’après (C.6), à la somme d’une infinité 
de termes de puissances croissantes en Hy. 

L'expression (C.6) peut également être interprétée en termes semi- 
classiques. Considérons en effet un oscillateur classique de fréquence 
propre wg, amorti avec une constante de temps 177 !. Si cet oscillateur 
est soumis à une excitation monochromatique de fréquence w, sa 
« réponse » aura un module et une phase variant de manière résonnante 
sur une plage de largeur T° autour de w = w,, et décrits par le même 
facteur [w — wg +i(17/2)]7! que celui figurant dans (C.6). 
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L’analogie précédente permet de comprendre très simplement les 
caractéristiques essentielles de la lumière diffusée au voisinage de la 
résonance, que l’on appelle encore la « fluorescence de résonance ». Si 
la lumière incidente est monochromatique, la lumière diffusée est 
également monochromatique (*), avec la même fréquence, et son 
intensité varie avec l'écart à résonance w — wg comme une lorentzienne 
de largeur I. Si, par contre, le rayonnement incident a un spectre très 
plat au voisinage de w — wọ, les différentes composantes de ce spectre 
vont être diffusées avec une efficacité proportionnelle à 
[Co — wo) + (1?/4)] ! et la lumière diffusée aura un spectre lorentzien 
de largeur I, centré en w = wg. Des considérations analogues peuvent 
être également utilisées pour comprendre la diffusion d’un paquet 
d'ondes. Si le paquet d’ondes est très long temporellement (At > T), 
et par suite très étroit en fréquence (Aw < I), les différentes ondes 
constituant le paquet seront diffusées pratiquement de la même 
manière (puisque Aw < T), et le paquet d’ondes diffusé aura la même 
forme que le paquet d’ondes incident. Par contre, si le paquet d’onde 
est très court en temps (Ar < I~! -voir figure 21 œ), et par suite très 
large en fréquence (4w > T°}, le paquet d’ondes diffusé aura une allure 
différente (figure 218) puisque, seules les composantes du paquet 
d'ondes de fréquence comprise dans un intervalle de largeur T° autour 
de w = wọ seront diffusées de manière appréciable. De manière plus 
précise, le paquet d’ondes diffusé a une dépendance temporelle donnée 
par le produit de convolution du paquet d’ondes incident par la 
transformée de Fourier de l'amplitude de diffusion 
[w — wy+i(1/2)] 7t. Après un front de montée analogue à celui du 
paquet d'ondes incident, le paquet d’ondes diffusé décroît exponentiel- 


atome atome 


Ate ro! © © 


(a) (8) 


Figure 21. aœ — Schématisation d’un paquet d’ondes incident 
de largeur temporelle petite (At «< [71 
B — Allure du paquet d’ondes diffusé. 


(*) Nous négligeons ici les processus de diffusion non linéaires en champ incident qui 
apparaissent aux intensités élevées (voir remarque (iii) à la fin de ce paragraphe). 
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lement sur un temps de l’ordre de T~ !. On peut dire encore que, dans 
ce deuxième cas (Ar < l-1), la diffusion résonnante peut être décompo- 
sée en deux étapes : une excitation de l’atome pendant le temps très 
bref Ar de passage du paquet d'ondes, suivie de la décroissance 
exponentielle par émission spontanée de l’état excité ainsi préparé de 
manière quasi percussionnelle (voir aussi l'exercice 13). 


Remarques 


(i) Tout état atomique discret b, autre que l’état fondamental, « disparaît » 
lorsqu'on tient compte du couplage entre l’état discret |b;0 et le 
continuum d’émission spontanée |a;k'e'}. Son « souvenir » ne se mani- 
feste plus que sous forme de « résonance dans l’amplitude de diffusion ». 
Le problème de émission spontanée à partir d’un état excité préparé à 
t = 0, (problème étudié dans le paragraphe A-1 ci-dessus), doit en fait être 
posé en termes de diffusion d’un paquet d’ondes étroit en temps, qui 
permet de « préparer percussionnellement létat excité ». 


(ii) Nous avons ignoré dans tout ce paragraphe toute structure dans les 
états supérieur b et inférieur a. Des effets intéressants liés à l'existence de 
ces structures peuvent être observées sur la diffusion résonnante (réso- 
nance de croisement de niveaux, battements quantiques, pompage opti- 
que... ). Voir l’exercice 6. 


(iii) Nous nous sommes limités également dans ce paragraphe au cas d’un 
rayonnement incident peu intense (un seul photon incident). A plus forte 
intensité, des effets nouveaux apparaissent, comme des processus de 
diffusion non linéaires impliquant plusieurs photons incidents (voir par 
exemple la figure 29.8 plus loin). Plus généralement, la nutation de Rabi 
induite par un faisceau laser intense résonnant peut modifier considérable- 
ment le spectre de la lumière diffusée. Nous reviendrons sur ce problème 
plus loin (voir chapitres V et VI). 
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D - PROCESSUS MULTIPHOTONIQUES : 
PLUSIEURS PHOTONS APPARAISSENT 
OU DISPARAISSENT 


Les processus élémentaires d'émission et d’absorption que nous avons 
étudiés plus haut dans les parties À et B ne concernent chaque fois 
qu'un seul photon, qui apparaît ou disparaît au cours de la transition. 
Des processus plus complexes peuvent également se produire, dans 
lesquels le nombre de photons peut augmenter ou diminuer de plusieurs 
unités, énergie globale de l’état final du système particules + rayonne- 
ment étant bien sûr égale à celle de l’état initial (de même que 
l'impulsion globale et le moment cinétique global). De tels processus 
sont appelés multiphotoniques. Leur richesse est si grande qu’il est 
exclu de pouvoir en présenter ici une revue exhaustive. Nous nous 
contenterons plutôt de décrire qualitativement un petit nombre d’exem- 
ples simples. Avant de commencer, notons également que le processus 
de diffusion, étudié dans la partie C ci-dessus, peut lui aussi être 
considéré comme un processus multiphotonique, dans la mesure où 
deux photons sont «impliqués » au cours du processus, l’un qui 
disparaît (hw) et l’autre qui apparaît (hw'). Certes, le nombre total de 
photons est le même dans l’état final et dans l’état initial. Il n'empêche 
qu’un processus de diffusion est un « processus à deux photons » 
présentant de nombreuses analogies avec un processus d’absorption (ou 
d’émission) de deux photons. 


1. Emission spontanée à deux photons 


Considérons la transition 253.15, de l’atome d’hydrogène. Par suite 
du théorème de Wigner-Eckart et de la symétrie de réflexion d’espace, 
la seule transition électromagnétique permise entre ces deux niveaux 
est une transition dipolaire magnétique M1. En fait, cette transition est 
extrêmement faible car elle ne peut provenir que du moment magnéti- 
que de spin M, (le nombre quantique orbital étant nul dans les deux 
états), et M,, qui magit que sur les degrés de liberté de spin, a un 
élément de matrice nul entre les fonctions d’ondes non relativistes des 
deux états (les parties orbitales et les parties de spin se séparent, et le 
produit scalaire des parties orbitales est nul). La probabilité d’émission 
spontanée d’un photon dipolaire magnétique sur la transition 251.154, 
ne peut donc provenir que de corrections relativistes aux fonctions 
d'onde, et est tout à fait négligeable pour l’atome d’hydrogène (*). 


(*) Il nen est pas de même pour les ions hydrogénoïdes fortement chargés pour 
lesquels les effets relativistes sont beaucoup plus importants (la probabilité de transition 
M1 varie en Z'9, 
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A l’ordre suivant de la théorie des perturbations (ordre 2), il est 
possible de faire apparaître une désintégration radiative de l’état 
2s vers l’état 1s par émission spontanée de deux photons dipolaires 
électriques ÆE1. La représentation diagrammatique des amplitudes de 
transition correspondantes est donnée sur la figure 22. L’atome émet un 
photon ke (figure 22a), en passant de l’état 2s à un état intermédiaire 
c (qui, par suite des règles de sélection des transitions dipolaires 
électriques, ne peut être qu’un état p({ = 1) du spectre discret ou 
continu), puis émet un deuxième photon k'e’ pour aboutir dans l’état 
1s. L’autre diagramme 228 correspond à l’autre ordre possible d’émis- 
sion des deux photons (*). 


k'e’ ke 
Is Ls 
ke k'e’ 
c c 
2s 2s 
(a) (8) 


Figure 22. Emission spontanée de deux photons 
ke et k'e’ sur la transition 25—.1s. 


La conservation de l’énergie globale à l’issue du processus implique que 
E, — Ejs = how + hw’ (D.1) 


et apparaît plus clairement sur l’autre représentation diagrammatique 
donnée sur la figure 23 


(a) (8) 


Figure 23. Autre représentation diagrammatique possible 
de l'émission spontanée de deux photons sur la transition 2s — 1s. 


(*) Nous n'avons pas représenté l’amplitude associée à H,,, analogue à celle de la 
figure 2d du chapitre I (avec a = 2s et b = 15}, car elle est nulle à l’approximation des 
grandes longueurs d'onde. 
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Le calcul de la probabilité d’émission spontanée par unité de temps de 
deux photons ke , k'e’, sommée sur toutes les paires de photons 
satisfaisant (D.1), conduit à une durée de vie radiative de l’état 
2s beaucoup plus courte que celle associée à l’émission spontanée d’un 
photon M1 sur la transition 2s} — 1s}, ou d’un photon El sur la 
transition 2s} — 2p, (*). On peut donc dire que la désintégration 
radiative de l’état 2s est dominée par un processus d’émission spontanée 
à deux photons. La durée de vie est de l’ordre de 0,1 seconde. 


2. Absorption (et émission induite) multiphotonique entre deux états 
atomiques discrets 


Un atome soumis à un rayonnement suffisamment intense peut 
absorber plusieurs photons incidents et passer d’un niveau discret 
a à un autre niveau discret b, situé plus haut en énergie, à une distance 
égale à la somme des énergies des photons absorbés. Un tel processus 
est appelé absorption multiphotonique, le processus inverse étant 
l'émission induite multiphotonique. La figure 24 représente par exem- 
ple les deux amplitudes associées à une absorption à deux photons entre 
deux états discrets a et b. 


(a) (8) 


Figure 24. Absorption à deux photons entre deux états discrets. 


Les processus d’absorption multiphotonique peuvent apparaître sur 
un grand nombre de systèmes atomiques ou moléculaires, dans tous les 
domaines de fréquence (hertzienne, micro-onde, infrarouge, opti- 
que... ). Les photons qui sont absorbés au cours du processus multipho- 
tonique peuvent avoir des fréquences égales ou différentes (ces 
fréquences peuvent être même très différentes, comme par exemple 
dans les transitions multiphotoniques faisant intervenir simultanément 
des photons optiques et hertziens). 


(*) L'écart entre 2s, et 2p, (déplacement de Lamb) est très faible (de Pordre de 
1000 MHz), et l'émission spontanée est négligeable dans ce domaine de fréquences (elle 
varie en w°). Voir la discussion des divers processus de désexcitation de l’état 
2s dans Bethe et Salpeter, Sect. 67. 
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Comme nous l'avons déjà mentionné plus haut, l'impulsion totale et 
le moment cinétique total doivent être conservés à l'issue du processus. 
De telles lois de conservation (jointes à la conservation de la parité) 
permettent de comprendre simplement plusieurs propriétés importantes 
des transitions multiphotoniques. Deux exemples simples sont analysés 
dans les remarques qui suivent. 


Remarques 


(Gi) Comme premier exemple d'application des lois de conservation, 
considérons un processus d’absorption à deux photons, de même fréquence 
w, et de vecteurs d’onde opposés + k et — k, donc d’impulsions opposées 
+ Åk et — ħk. Lorsque l'atome passe de l’état a à l’état b en absorbant ces 
deux photons d’impulsion globale nulle, son impulsion ne change pas, et 
donc également son énergie cinétique. Il s'ensuit que, au premier ordre en 
v/c, où v est la vitesse atomique, la condition de résonance (conservation 
de l’énergie globale) s’écrit 


E, - E, = 2hw (D-2) 


Dans un processus d’absorption à deux photons de même fréquence et de 
directions de propagation opposées, il n’y a donc ni effet Doppler du 
premier ordre, ni effet de recul. On peut également comprendre l’origine 
de cet effet en passant du référentiel du laboratoire au référentiel au repos 
de l'atome. Dans ce référentiel au repos, les déplacements Doppler (du 
premier ordre) des deux photons, + k.v et — k.v, sont opposés et se 
compensent exactement dans le bilan d'énergie de la transition. Toutes ces 
considérations se généralisent aisément à des transitions à plus de deux 
photons. Si la somme des vecteurs d'onde des photons absorbés au cours 
de la transition est nulle ( X k, = 0), tout effet Doppler du premier ordre 


disparaît dans la condition de résonance (*). 


(ii) Le deuxième exemple que nous considérons est relatif à un niveau 
atomique de moment cinétique J = 1/2, soumis à un champ magnétique 
statique Bọ, parallèle à Oz, qui écarte les deux sous-niveaux Zeeman 
m= —1/2etm = + 1/2 d’une quantité hw,, proportionnelle à B,, et à un 
champ de radiofréquence B,cos wt, de fréquence w fixe et de polarisation 
linéaire perpendiculaire à Bọ Lorsque le champ Bọ est balayé, des 
transitions résonnantes se produisent entre les deux sous-niveaux Zeeman 
quand l'écart hwg entre ces sous-niveaux est égal à un nombre impair de 
fois w : 


wy = (2n + 1)w (D.3) 


Le caractère impair de ce spectre est une conséquence directe de la 
conservation du moment cinétique global. Le champ de radiofréquence 


(*) Voir par exemple G. Grynberg et B. Cagnac, Rep. Prog. Phys. 40, 791 (1977) ; 
V.S. Letokhov and V.P. Chebotayev, « Non-linear Laser Spectroscopy » chapitre 4, 
Springer Series in Optical Sciences Vol. 4, Springer Verlag (Berlin 1977). 
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peut en effet être décomposé en deux champs tournants, droit et gauche 
autour de Oz, auxquels sont associés des photons ct et o` ayant 
respectivement un moment cinétique + h et — ħ par rapport à Oz. Or, pour 
passer du sous-niveau m = — 1/2 au sous-niveau m = + 1/2, l'atome a 
besoin d'augmenter son moment cinétique le long de 0z de + ñ. Il ne peut 
le faire qu’en absorbant soit un photon e+, soit deux photons o* et un 
photon g` (figure 25) et plus généralement n + 1 photons a * et n photons 
g`. La conservation de l'énergie donne alors immédiatement la condition 
de résonance (D.3) (*). 


Figure 25. Résonances à un, trois, cinq photons pour un champ de radiofré- 
quence polarisé linéairement et orthogonal au champ magnétique statique. 


3. Ionisation multiphotonique 


Des processus d’absorption multiphotoniques peuvent également 
faire passer un atome d’un niveau discret à un niveau du continuum. 
Par exemple, un atome, initialement dans l’état fondamental, peut être 
ionisé par un rayonnement laser de fréquence w, même si l'énergie 
ħw des photons incidents est inférieure à l'énergie d’ionisation 
E;. En effet, en absorbant un nombre suffisamment élevé de photons, 
l'atome peut toujours acquérir l’énergie nécessaire pour parvenir dans 
le continuum d'ionisation (figure 26) (**). La probabilité d’ionisation 
multiphotonique croît de façon importante lorsqu'une étape intermé- 
diaire de l'excitation fait intervenir une transition quasi résonnante 
entre niveaux discrets. Ainsi, dans le processus d’ionisation à trois 
photons de la figure 26, le niveau discret c a une énergie voisine de celle 
du niveau a augmentée de 2fiw, et la transition à deux photons 


(*) Pour l'étude des processus multiphotoniques dans le domaine des radiofréquences, 
voir : J.M. Winter, Ann. Phys. (Paris), 4, 745 (1959) ; Brossel ; Cohen-Tannoudji, Diu 
et Laloë, complément B yrr- 


(**) Pour une revue des travaux sur ces processus, voir par exemple : G. Mainfray et 
C. Manus, Multiphoton ionization of atoms, p. 7, (édité par S. Chin and P. Lambropou- 
los) Academic Press (New York 1984) ; Shen, chapitre 22. 
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a — c est quasi résonnante. L'état du système global atome dans l’état 
a +2 photons (représenté par une ligne pointillée) est très voisin de 
l’état discret c. 


G 


A 


Figure 26. Ionisation d’un atome par absorption de trois photons (l'énergie 
de l’état a augmentée de 2ħñw est quasi résonnante avec l'énergie de l’état 
discret c). 


Remarques 


(i) La variation en fonction de (2w - w) de la probabilité du processus de 
photoionisation de la figure 26 n’est généralement pas symétrique de part 
et d’autre de la fréquence de résonance (2w = w,,). On peut en effet 
distinguer deux contributions à l’amplitude de transition vers le conti- 
nuum : celle où le niveau intermédiaire atteint après absorption de deux 
photons diffère de c et celle où le niveau intermédiaire est c. La première 
contribution varie généralement peu quand 2w — w,, Varie autour de 0 
alors que la seconde a un comportement résonnant et change de signe pour 
2w = w,,. Selon le signe du désaccord (2w — w,,), les deux contributions 
s'ajoutent ou se retranchent, ce qui explique la dissymétrie de la variation 
de la probabilité de photoionisation. En fait, nous retrouvons dans ce 
problème les profils de Fano considérés dans le complément C, ($ 3-d). En 
effet, le niveau |a;Nke} est, d’une part couplé directement au continuum 
|b;(N — 3)ke) via les termes non résonnants, et d’autre part au niveau 
discret |c;(N — 2}ke} qui est lui-même couplé au continuum. 


(ii) La probabilité d’ionisation multiphotonique dépend aussi de l'état du 
rayonnement. Considérons, à titre d'exemple, un processus d’ionisation à 
deux photons obtenu, soit avec un champ monochromatique dans l’état 
INke}, soit avec un état | N,k,e,;Nk,e,) où deux modes du champ sont 
remplis. Les vecteurs d’onde k, k; et k, sont supposés suffisamment voisins 
pour que les éléments de matrice atomiques intervenant dans l’amplitude 
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de transition soient les mêmes quels que soient les photons absorbés. Dans 
le cas où l’état initial est |a;Nke), l'amplitude de transition vers le 
continuum est proportionnelle à VN(N —-1)=N (nous supposons 
N,N;,N;,>% 1) et la probabilité de transition varie comme N°. Dans le cas 
où l’état initial est |a;,N.k;e,,N,k;e,), la probabilité d’absorber deux 
photons du mode ke; est proportionnelle à N? et celle d’absorber deux 
photons du mode k;e, proportionnelle à N2. Considérons à présent 
l'amplitude de transition associée à l'absorption d’un photon dans chaque 
mode. Il faut ajouter la contribution des deux ordres possibles d’absorption 
<k;e, puis ke,» et «kK,e, puis k,e,», conduisant à une transition vers le 
même état final |b;(N, — Dkies,(N 2 — 1)k,e,). L’amplitude de transition 
est donc proportionnelle à 2 ,/N,N, et la probabilité de transition à 
4 NN; En définitive, la probabilité d’ionisation à partir de l’état 
la;Nikie;,N)ke,) est proportionnelle à N? + N?+4 N,N, qui est tou- 
jours plus grande que (N; + N,)°. Pour une même énergie du rayonnement 
incident, l’ionisation multiphotonique est donc plus efficace lorsque les 
photons sont répartis sur plusieurs modes du champ. 


4. Génération d’harmoniques 


Un atome ou une molécule, partant d’un état discret a, par exemple 
létat fondamental, peut absorber plusieurs photons ñw, en nombre 
p, puis revenir à létat a en émettant un seul photon d'énergie 
Phow. La figure 27 représente un tel processus pour p = 3 (appelé 
« génération d’harmonique 3 »). Là encore, des quasi-résonances inter- 
médiaires peuvent augmenter l'efficacité d’un tel processus. 


Figure 27. Génération d’harmonique 3 
(avec quasi-résonance sur le niveau discret c). 


Remarque 


La génération d’un champ harmonique peut être également considérée 
comme un processus de diffusion avec absorption de p photons ke et 
émission d’un photon k'e’, la conservation de l'énergie entraînant que 
w= po. 

Analysons maintenant les contributions de deux atomes A et B à un tel 
processus. Nous supposons que ces atomes sont initialement dans létat 
fondamental a et que leurs centres de masse ont pour impulsion 
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AK, et #K,. L'état initial du rayonnement correspond à N photons dans le 
mode ke et 0 photon dans le mode k'e’, de sorte que pour le système 
global photons + atomes, l’état initial est : 


1#;) = |Nke,0k'e’) © |a,K ,) © |b,Kz) 


Si la création du photon harmonique résulte de l’interaction avec atome 
À, l’état final du processus est : 


ler? = |(N -phke,k'e’} @ |4,K, + ôk) © |b,Ks) 


où ôk = A(p k — k’) représente la modification de l’impulsion de l’atome 
A résultant de la conservation de l’impulsion globale du système ato- 
mes + champ. Si, en revanche, l'émission du photon harmonique résulte 
de l’interaction avec l’atome B, c’est ce dernier qui subit l'effet de recul et 
l'état final du processus est 


le'r = |N -p)ke, k'e’) @ |a,K ,) @ |b,K; + ôk) 


Lorsque ôk 0, les deux états finals | ¢;ẹ et | ¢'p) sont différents, de 
sorte que la probabilité démission dun photon harmonique est la somme 
des probabilités obtenues pour chaque atome. En revanche, lorsque 
ôk = 0, l’état final du processus est le même que l’atome diffuseur soit 
A ou B : il n’est pas possible alors de préciser quel atome a émis le photon 
harmonique. Pour trouver la probabilité d'émission, il faut additionner les 
amplitudes de diffusion par chaque atome avant d’élever la somme au 
carré. Si les amplitudes de diffusion sont en phase, il en résulte une 
probabilité d'émission double dans la direction pour laquelle ôk = 0 qui 
n'est autre que k’ = pk, c’est-à-dire la direction avant. 

Le raisonnement précédent peut être étendu à un nombre quelconque 
N, d’atomes. L'émission de londe harmonique dans la direction 
k’ = pk résulte de la contribution cohérente des divers atomes et croît 
comme N? alors que l'émission dans les autres directions augmente 
linéairement avec N,. La situation ainsi obtenue est caractéristique des 
problèmes de diffusion vers l’avant. 


Précisons pour finir que l’analyse précédente ne s'applique qu’à des 
milieux dilués, dont les dimensions sont de plus suffisamment petites pour 
que les effets d’indice puissent être négligés. Si tel n’est pas le cas, les 
photons incidents aussi bien que les photons diffusés peuvent interagir 
plusieurs fois avec ies atomes du milieu, ce qui modifie leur propagation. 
Les vitesses de phase de l’onde incidente et de l’onde harmonique ne sont 
plus alors forcément égales. Au cours de la propagation, un déphasage 
peut donc apparaître entre les deux ondes, conduisant à une interférence 
destructive entre les contributions de plans d’atomes successifs. Pour 
obtenir une émission cohérente de l’onde harmonique aussi intense que 
possible, il faut donc réaliser une condition d’accord de vitesse de phase 
entre londe incidente et Ponde harmonique (« phase matching») (*). 


(*) Pour plus de précision sur les problèmes de génération d’ondes harmoniques et de 
mélange de fréquences voir Bloembergen $ 5-6, Shen chapitres 6, 7 et 8, Hanna, Yuratich 
and Cotter chapitre 4 et références incluses. 
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5. Processus multiphotoniques et diffusion quasi résonnante 


L'exemple précédent peut être considéré comme une diffusion 
multiphotonique dans la mesure où des photons disparaissent et 
d’autres apparaissent (toutes les flèches ne sont pas dans le même sens, 
montant ou descendant). Un autre exemple d’une telle situation est 
l'excitation résonnante d’un niveau b situé à une distance Awg au dessus 
du niveau de départ a, excitation qui peut apparaître à haute intensité, 
même si la fréquence w du rayonnement incident n’est pas tout à fait 
égale à wọ L'atome, partant de a, absorbe un photon incident 
ħw, émet spontanément (*) un photon hw’, puis absorbe un deuxième 
photon incident hw pour finir dans le niveau b (figure 28). 


Figure 28. Processus à trois photons permettant d’exciter le niveau b, même 
si les photons incidents n’ont pas tout à fait la bonne énergie (w # wọ). 


La conservation de l’énergie donne 
hwo = Ep — E, = hw -hw'+ho (D.4) 
c’est-à-dire encore 
w' =2w — wy (D.5) 


Comme les deux états intermédiaires sont quasirésonnants (si wg — w 
n’est pas trop grand), la probabilité d’un tel processus est suffisamment 
grande pour qu’il puisse être observé. 

En fait, nous avons vu dans le paragraphe B-4 ci-dessus que l’arrivée 
dans un état excité n’est jamais en fait le véritable état final d’un 
processus physique, puisque cet état excité peut toujours se désintégrer 
par émission spontanée. En plus du processus de diffusion quasiréson- 
nante à l’ordre le plus bas en champ incident (figure 29a), nous sommes 
donc conduits tout naturellement à considérer maintenant le processus 
de diffusion d’ordre 2 en champ incident (figure 298), où l'atome 


(*) Si un rayonnement est déjà présent à la fréquence w'; le processus de la figure 28 
permet de l’amplifier par émission induite (voir par exemple F.Y. Wu, S. Ezekiel, 
M. Ducloy and B.R. Mollow, Phys. Rev. Lett. 38, 1077 (1977)). 
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absorbe un photon ñw, émet un photon ñw’, absorbe un deuxième 
photon w et émet enfin un photon hw” pour finir en a. 


(a) (8) 


Figure 29. Processus de diffusion quasi résonnante, 
d'ordre un en champ incident (a), et d’ordre 2 (8). 


Alors que la conservation de l'énergie impose pour le processus 
a que le photon diffusé ait la même fréquence que le photon incident 
(comme pour la diffusion Rayleigh), pour le processus B, on doit 
seulement avoir 


2w =w +o” (D.6) 


w' et w” pouvant par ailleurs varier de manière continue. Ainsi, à haute 
intensité, la lumière diffusée par un atome excité au voisinage de la 
résonance n’est plus nécessairement monochromatique. En fait, l'ampli- 
tude associée au processus B varie de manière résonnante quand 
l'énergie atteinte après absorption du deuxième photon hw (3ème ligne 
pointillée de la figure 29) varie autour de l’énergie de l’état b, dans un 
intervalle de largeur AI. Il s'ensuit que w” est repartie sur un intervalle 
de largeur l autour de wọ, et par suite, w' dans un intervalle 
symétrique par rapport à w, donc centré en 2w — wọ (figure 30). La 
figure 30 a été dessinée en supposant | © — w| >T. Si ce n’est pas le 
cas, et si de plus l'intensité incidente est telle que la fréquence de Rabi 
associée à l'excitation est grande devant I, l'approche perturbative 
précédente n’est plus valable car elle ne converge pas. Nous verrons 
dans les chapitres V et VI plus loin comment d’autres approches (par 
exemple, celle de l’atome habillé) permettent alors de comprendre les 
propriétés essentielles de la lumière diffusée. 


Remarque 


Dans le processus schématisé sur la figure 298, les photons de fréquence 
w' et w"=2w -—w' sont fortement corrélés puisque l'émission d’un 
photon w' s'accompagne forcément de l'émission d’un photon de fré- 
quence 2w —w' pour conserver l'énergie à l'issue du processus. De 
surcroît, pour un ensemble de N atomes (N > 1), l'émission d’une telle 
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Intensité 
diffusée 


2 © — wo ® ©) Fréquence 


Figure 30. Spectre de la lumière diffusée par un atome excité au voisinage de 
la résonance. La raie centrale monochromatique et les deux raies latérales de 
largeur I correspondent respectivement aux processus aœ et B de la figure 29. 


paire de photons se fait préférentiellement dans des directions k’ et 
k” satisfaisant la relation d'accord de phase 2k = k’ + k”. En effet, lorsque 
les photons sont émis dans ces directions, l'impulsion de l’atome ne change 
pas à l'issue du processus, et ce sont les amplitudes de transition relatives 
aux divers atomes qui s'ajoutent et non les probabilités (voir remarque du 
paragraphe D-4). L'émission des deux photons dans deux directions 
vérifiant la condition d'accord de phase est donc N fois plus probable que 
l'émission dans deux directions quelconques. 

Expérimentalement, on utilise souvent une onde stationnaire de fréquence 
w. Dans ce cas, l’absorption de deux photons se propageant en sens 
inverse dans cette onde conduit à la condition d’accord de phase 
k’ +k” = 0. Les deux photons corrélés sont alors émis dans des directions 
opposées (*). 


(*) Voir par exemple P. Grangier, G. Roger, A. Aspect, A. Heidmann et S. Reynaud, 
Phys. Rev. Lett. 57, 687 (1986). 
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E - CORRECTIONS RADIATIVES: 
DES PHOTONS SONT ÉMIS ET RÉABSORBÉS 
(OU ABSORBÉS ET RÉÉMIS) 


Dans tous les exemples considérés plus haut, l’état du rayonnement 
est modifié entre l’état initial et l’état final du processus étudié. Même 
dans le. processus de diffusion, où le nombre de photons reste inchangé, 
la direction du photon diffusé est en général différente de celle du 
photon incident (sauf pour la diffusion vers lavant). Nous considérons 
maintenant des processus où l’état du rayonnement est le même dans 
l’état final et dans l’état initial, tout en changeant bien sûr dans l’état 
intermédiaire. 


1. Corrections radiatives spontanées 


a) CAS D'UN ÉLECTRON LIBRE : CORRECTION DE MASSE 


Commençons par le cas le plus simple possible, celui d’un électron 
libre d’impulsion p, initialement dans le vide de rayonnement 
10). L'état initial est donc 


|p: = |p;0) (E.1) 


Cet électron peut toujours émettre un photon ke, son impulsion 
changeant de p à p — #k (figure 31a). Mais, comme nous l'avons déjà 
mentionné plus haut ($ A-3), le nouvel état ainsi obtenu, |p — #k;ke), 
ne peut jamais avoir la même énergie que l’état initial |p;0} de sorte 
qu’il ne peut pas être l’état final d’un processus réel conservant 
l'impulsion et l'énergie globales. Par contre, l’électron peut toujours 
réabsorber le photon émis et aboutir ainsi dans un état final qui coïncide 
exactement avec l’état initial (figure 31a). Ainsi, si un électron libre ne 
peut pas émettre réellement un photon, il peut toujours l’émettre et le 
réabsorber, de manière virtuelle comme on dit parfois, pour bien 
préciser que l'émission du photon ne peut être que transitoire. Le 
processus de la figure 31a est d'ordre 2 en Hp, donc d’ordre 2 vis à vis 
de la charge q. Au même ordre g?, il faut également tenir compte de 
l'effet de Hp à l'ordre 1. Le terme en aye af. de Hp peut en effet créer et 
détruire simultanément un photon ke, l’électron restant dans le même 
état p (figure 318). 

Dans le sous espace d’impulsion globale p, l’état initial |; = |p;0) 
des processus 31a et 31B est un état discret. Comme il n’est couplé à 
aucun autre état de même énergie par l’hamiltonien d’interaction, il est 
relativement bien isolé des autres états non perturbés de AH, et 


l'amplitude €p;|Ü(T)|p;), dont la figure 31 représente les termes 
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(a) (8) 


Figure 31. Processus d'ordre 2 en q pouvant se produire 
pour un électron libre d’impulsion p, dans le vide de rayonnement. 


d'ordre les plus bas en q, doit alors permettre de déterminer le 
déplacement ôE de l’état |p;0) dû au couplage entre l’électron et le 
rayonnement transverse (voir $ B-1 du chapitre I). En fait, les déplace- 
ments associés aux processus 31a et 318 valent respectivement 


| <p — #k;ke | Hn |p;0) |? 


SE, = (E-2) 
2 P P-A ao 
2m 2m 
ôEg = (p:0|Hn|p;0) (E.3) 


et ne sont autres que les déplacements de l’état |p;0}, au second ordre 
en Hn et au premier ordre en Hp, de la théorie habituelle des 
perturbations stationnaires. 

Le dénominateur de (E.2) étant toujours négatif, le déplacement 
SE, est négatif. A l’ordre le plus bas en 1/c? (nous faisons un calcul non 
relativiste), le terme — ħw est le terme prépondérant dans le dénomina- 
teur. Par ailleurs, comme Hy = — qA.p/m est proportionnel à l’opéra- 
teur p, et que |p;0 est un vecteur propre de cet opérateur, le 
numérateur de (E.2) est proportionnel à p°. Finalement, SE, peut se 
mettre sous la forme 


E a (E.4) 


où ôm est une constante donnée par la formule (32) du 
complément B;,;. Le processus 31a décrit donc une diminution de 
l'énergie cinétique de l’électron due à une augmentation de sa masse 
qui passe de m à m + ôm (d’après (E.4), 8E, est en effet le terme 
d'ordre 1 dans le développement de p?/2(m + 8m) en puissances de 
ôm/m). L'origine physique de cet effet est discutée dans le 
complément B;;. L’électron, de vitesse p/m, crée un champ transverse 
proportionnel à cette vitesse, qui lui est lié, et qu’il entraîne avec lui (on 
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peut dire encore qu’il se déplace entouré d’un nuage de « photons 
virtuels »), L'énergie ôE, est la somme de l’énergie du champ 
transverse lié à l’électron (qui est positive), et de l’énergie de couplage 
de l’électron avec ce champ transverse (qui est négative et plus grande 
en valeur absolue). 

L'expression (E.3) se calcule aisément à partir de l’expression de 
Hp et du développement de A en modes. On trouve 


PAo LATE 


esse 2m FE 


L 2m? Du 


expression qui représente l'énergie cinétique de vibration de l’électron 
dans les fluctuations du vide puisque #2 n’est autre que la contribution 
du mode ke à (0|E° |0). A cette énergie 8E, est associée une autre 
correction de masse ôm' = ôE g /c qui vient s'ajouter à la correction 


` 


apparaissant dans (E.4). En poursuivant le calcul à des ordres 
supérieurs en 1/c?, on trouverait d’ailleurs un terme analogue à (E.4) 
avec ôm' au numérateur. Finalement les processus 31a et 316 sont 
responsables d’une correction de masse de l’électron. 


Remarques 


(i) Le champ transverse associé aux photons virtuels de la figure 31 peut 
être considéré en première approximation comme lié à l’électron. Un autre 
point de vue pour étudier les corrections radiatives consiste à effectuer sur 
l’hamiltonien de l’électrodynamique quantique une transformation unitaire 
(transformation de Pauli-Fierz) visant à soustraire du champ total ce 
champ transverse lié. Les corrections radiatives à l’ordre le plus bas 
apparaissent alors directement dans l’hamiltonien des particules. Un tel 
point de vue est exposé dans le complément B,;. 


(ii) Les expressions (E.2) et (E.5), qui résultent d’un traitement non 
relativiste de l’électron, sont certainement incorrectes en ce qui concerne 
les contributions des modes ke relativistes (ño de l’ordre de mc? ou 
supérieur à mc). En effet, l’état intermédiaire, p — #k, de l’électron dans 
le processus 31a peut être relativiste pour hw suffisamment grand, même si 
les états initial (et final) ne le sont pas (nous supposons p/mc < 1). De 
plus, nous n’avons pas envisagé ici la possibilité d’apparition de paires 
électron-positron dans l’état intermédiaire. En fait, le calcul complètement 
relativiste conduit à des parties haute fréquence différentes de celles des 
sommes (E.2) et (E.5) et donne, pour la correction de masse totale 
ôm, une intégrale sur w qui diverge logarithmiquement (alors que les 
intégrales (E.2) et (E.5) divergent linéairement et quadratiquement). 
Nous n’aborderons pas ici les problèmes liés à l’apparition d’expressions 
divergentes dans le calcul des corrections radiatives, ni la manière dont on 
résout ces difficultés (renormalisation de la masse et de la charge de 
l’électron). 
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b) CAS D'UN ÉLECTRON ATOMIQUE : LARGEUR NATURELLE ET DÉPLA- 
CEMENT RADIATIF 


Considérons maintenant le cas d’un électron lié, par exemple un 
électron atomique lié à un noyau par l'interaction de Coulomb. Des 
processus tout à fait analogues à ceux de la figure 31 peuvent être 
considérés. Par exemple, un atome, initialement dans l’état discret 
b(*), peut émettre un photon ke et passer dans un autre état 
a, puis réabsorber le photon ke et revenir dans l’état b (figure 32.a). La 
sommation sur l’état intermédiaire doit porter maintenant, non seule- 
ment sur tous les photons ke, mais aussi sur tous les états atomiques 
internes a. De même, le processus 328 généralise directement 
318 


(a) (8) 


Figure 32. Emission et réabsorption d’un photon 
par un atome initialement dans l'état interne b. 


La différence essentielle entre les processus 32a et 31a est que, 
lorsque b est un état atomique excité, il peut apparaître des états 
intermédiaires |a;ke) ayant même énergie que l’état initial |b;0), et 
qui pourraient donc être les états finals d’un processus réel. Une telle 
situation se produit lorsque b peut se désintégrer radiativement par 
émission spontanée vers un état a d'énergie E, < E, (voir $ A-1). En 
d’autres termes, la transition vers l’état intermédiaire de la figure 32a 
west pas toujours virtuelle comme pour 31a. Elle peut être également 
réelle. 

Mathématiquement, la possibilité de transitions réelles à partir de 
l'état initial |; = |b;0) se traduit par le fait que l’amplitude 


(*) Pour simplifier, nous n’écrivons pas les nombres quantiques externes qui, dans le 
système du centre de masse, valent K = 0 dans les états initial et final, K’ = ~k dans 
l’état intermédiaire. 
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leil ÕIT)! g;) pour que le système soit resté dans le même état après 
un temps T est maintenant une exponentielle, non plus seulement 
oscillante, mais également amortie 


> -ia -i DIT 
Ceil UCT) le; =e (E.6) 


Les diagrammes de la figure 32 permettent de calculer T et 8E à l’ordre 
le plus bas en q. I est la probabilité par unité de temps de quitter l’état 
b vers un niveau de moindre énergie par émission spontanée réelle d’un 
photon. L'expression de F a déjà été donnée plus haut (voir (A.5)). 
hA est un déplacement de l’état b, généralisant (E.2) et (E.3) 


hA = hA, + hA, (E.7) 
| <b; die ke) |? 
hA, = (b:0|H,,|b:0) (E.9) 


P signifie partie principale dans (E.8). Ainsi, pour un état atomique 
excité, les corrections radiatives spontanées se traduisent par un 
déplacement et un élargissement radiatifs, apparaissant comme les 
parties réelle et imaginaire d’une correction complexe à l'énergie. Pour 
l’état fondamental, seul subsiste le déplacement radiatif car aucun 
processus réel d'émission spontanée ne peut se produire à partir de 
l’état fondamental. 

Revenons à l'expression (E.7) du déplacement #4. Il est facile de voir 
que (E.9) coïncide avec (E.5) à l’approximation des grandes longueurs 
d’ondes et représente donc l’énergie cinétique de vibration de l’électron 
dans les fluctuations du vide. Quant à ñA,, il est possible pour la partie 
haute fréquence de la somme sur w (hw grand devant | E, — E,|, mais 
petit devant mc? pour que l'expression non relativiste (E.8) soit 
valable), de faire un développement de (E, — E, — ñw)” ! en puissances 
de (E,—E,)/hw. L'approximation d'ordre zéro revient à négliger 
E, — E, au dénominateur de (E.8) : on peut montrer (voir exercice 7) 
qu’elle donne la contribution, au déplacement #A, de l’état b, de la 
variation d'énergie cinétique de l’électron due à la correction de masse 
ôm introduite précédemment pour un électron libre. Le terme suivant, 
d'ordre 1 en (E,-E,)/hw, est lié à une correction de l'énergie 
potentielle V(r), proportionnelle au laplacien À V(r) de V(r). Pour un 
potentiel coulombien (V(r) ~ 1/r), cette correction, qui est proportion- 
nelle à ô(r), affecte donc surtout les états s et lève la dégénérescence 
entre les états 2s, et 2p, de l’atome d'hydrogène, prévue par l’équation 
de Dirac (déplacement de Lamb). Physiquement, cette correction à 
V, proportionnelle à À V, peut être interprétée comme due à un 
moyennage du potentiel « vu » par l’électron dans son mouvement de 
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vibration sous l’effet des fluctuations du vide (voir le complément B ;; et 
l'exercice 7). 


Remarque 

Il est possible également de considérer les niveaux d'énergie d’un électron 
dans un champ magnétique statique uniforme, et de calculer les déplace- 
ments radiatifs de ces niveaux, comme nous l’avons fait plus haut pour les 
niveaux d’un électron atomique. On trouve alors que les fréquences 
w, du mouvement cyclotron de la charge, et w; du mouvement de 
précession de Larmor du spin sont toutes deux diminuées, w, étant plus 
diminuée que w,. Le facteur g du moment magnétique de spin de 
l’électron, qui peut être défini comme égal au rapport 2w,/w,, est donc 
augmenté par les corrections radiatives, par rapport à la valeur 2 prévue, 
en l'absence de corrections radiatives, par l'équation de Dirac (anomalie 
g — 2) (voir exercices 10 et 12). 


2. Corrections radiatives stimulées 


Dans le paragraphe précédent, l’état du rayonnement est le vide 
J0} dans l’état initial et dans l’état final. Nous allons supposer 
maintenant que plusieurs photons incidents sont présents initialement, 
et nous allons étudier des processus où un atome absorbe l’un de ces 
photons puis le réémet (figure 33a), ou émet de manière stimulée un 
photon identique à l’un des photons incidents et le réabsorbe 
(figure 338), pour aboutir dans les deux cas dans un état atomique final 
a identique à l’état initial. L'état atomique intermédiaire b est 
quelconque. 


Sd Ce. 


ke 


N photons ke N photons ke 
(a) (8) 
Figure 33. -a Absorption et réémission d’un photon incident 


- B Emission induite d’un photon ke identique à un photon 
incident et réabsorption de ce photon. 
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Au même ordre g?, il faut également tenir compte de l'effet de 
H, au premier ordre, qui peut être symbolisé par les diagrammes de la 
figure 34. 


Li di 
TIRE 10 


N photons ke N photons ke 
(a) (8) 
Figure 34. Diagrammes schématisant l'effet de Hp à l'ordre 1. 


-a : termes en ata ; 
- B : termes en aa*. 


Dans de nombreux cas, l'amplitude de probabilité, (p';| Ü(T)|#';), 
pour que le système soit resté après un temps T dans le même état 
| p';) = |a;Nke ) est, à une très bonne approximation, une exponen- 
tielle oscillante et amortie, comme en (E.6). 


x -i-i ZT 
(e'il UT) e'i) =e í (E.10) 
C’est par exemple le cas si le rayonnement incident est monochromati- 
que, mais peu intense, ou suffisamment loin de la résonance, ou au 
contraire à large bande spectrale (voir discussion du paragraphe B-4 ci- 
dessus). Quelle est dans ce cas la signification physique des paramètres 
T' et À’ apparaissant dans l'amplitude (E.10) ? 

Le taux d'amortissement T’ de l’état |&';) représente la probabilité 
par unité de temps qu’a le système global de quitter l’état | ¢';}. On 
peut dire encore que I” est la probabilité par unité de temps qu'a 
l’atome dans létat a d'absorber un photon incident, ou d'émettre de 
manière stimulée un photon identique à Pun des photons incidents. 
Comme l’état intermédiaire des figures 33 peut ne pas être résonnant et 
qu’il sert alors uniquement de relais dans un processus de diffusion, il 
est plus correct en fait de considérer que T°’ est la probabilité par unité 
de temps qu’un photon incident quelconque soit diffusé, grandeur 
physique directement reliée à la section efficace totale de diffusion (*). 


(*) Le fait que les amplitudes associées aux processus des figures 33 et 34 permettent 
de calculer un taux F’ simplement relié à la section efficace totale de diffusion n’est pas 
surprenant. En effet, les processus des figures 33 et 34 sont des processus de diffusion vers 
l'avant, et il est bien connu qu’il y a une relation entre la section efficace totale de 
diffusion et la partie imaginaire de l'amplitude de diffusion vers l’avant (relation de Bohr- 
Peierls-Placzek, voir par exemple Messiah, p. 744). 
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L'effet physique associé au taux d’amortissement [ peut être 
envisagé, soit du point de vue de l’atome, soit du point de vue du 
champ. Du point de vue de l’atome, l’ apparaît comme un élargisse- 
ment radiatif du niveau a causé par les photons incidents. En d’autres 
termes, I” est analogue, pour les processus d’absorption et d'émission 
induite, de la largeur naturelle T° qui est associée aux processus 
d'émission spontanée. A la différence de [”, qui est une grandeur 
« intrinsèque », I” dépend des caractéristiques du faisceau incident 
(intensité, direction, polarisation, répartition spectrale... ). De plus, à 
la différence de T, l' peut être non nul pour l’état fondamental (il n’y a 
pas de processus réels d'émission spontanée à partir de l’état fondamen- 
tal, alors qu’il peut y avoir des processus réels d’absorption, et plus 
généralement de diffusion). En ce qui concerne le champ, F” est associé 
à l’atténuation du faisceau incident par absorption, ou à son amplifica- 
tion par émission induite, En effet, les processus des figures 33 et 34 
sont des processus de diffusion vers l’avant, ce qui rappelle le point de 
vue classique où l’atténuation (ou l’amplification) d’un champ incident 
est reliée à l’interférence entre le champ incident et le champ diffusé 
vers lavant. 

Considérons maintenant l’autre paramètre A' apparaissant dans 
(E.10). Du point de vue de l'atome, #A' peut être considéré comme un 
déplacement de l’état a dû aux photons incidents (déplacement 
lumineux). Un tel effet est appelé parfois « effet Stark dynamique » par 
analogie avec l'effet Stark ordinaire qui est associé à l’énergie de 
polarisation d’un atome dans un champ électrique statique. Dans le cas 
étudié ici, l'énergie #A' peut être considérée comme l'énergie de 
polarisation de l'atome dans un champ électrique de fréquence non 
nulle, champ auquel l’atome « répond » avec sa polarisabilité « dynami- 
que» et non statique. Le déplacement A’ est l’équivalent pour 
l'absorption et l'émission induite du déplacement ñA lié à l'émission 
spontanée et étudié dans le paragraphe E-1-b plus haut. Comme ia. 
symétrie de l’excitation lumineuse intervient dans les propriétés de 
hA', et que cette symétrie n’est plus la symétrie sphérique de émission 
spontanée (où l’atome interagit avec tous les modes), on conçoit que les 
déplacements lumineux des différents sous-niveaux Zeeman d’un 
atome puissent être différents (*). Pour le rayonnement, le champ 
diffusé vers l'avant est, en termes classiques, déphasé par rapport au 
champ incident, de sorte que le champ total résultant a non seulement 


(*) C'est ainsi que les déplacements lumineux ont été observés pour la première fois 
sous forme d’une modification de l'écart entre sous-niveaux Zeeman de l’état fondamental 
d’un atome, produite par une irradiation lumineuse. Les raies de résonance magnétique 
dans l’état fondamental sont en effet très fines et des déplacements même très faibles 
peuvent être aisément détectés. Voir, par exemple, C. Cohen-Tannoudji et A. Kastler, 
Progress in Optics, Vol. V, p. 1 (édité par E. Wolf), North Holland (Amsterdam 1966). 


ILE.2 Corrections radiatives 115 


une amplitude changée (c’est l'effet de T’), mais également une phase 
changée (c’est l’effet de 4’). Un tel changement de phase, sommé sur 
tous les atomes d’un milieu, est à l’origine de l'indice de ce milieu. 


Remarque 


Pour ne pas allonger cet exposé, nous ne donnerons pas ici l'expression de 
A'. Disons simplement qu’elle se simplifie considérablement dans deux cas 
limites. Si l’excitation est quasi résonnante, c’est-à-dire si l'énergie des 
photons incidents est voisine de celle permettant de passer du niveau 
a à un autre niveau b, c'est alors le processus 33a qui est prépondérant, 
avec en plus un seul état atomique intermédiaire important, celui qui est 
quasi résonnant. L'autre cas limite simple correspond à une excitation 
haute fréquence, pour laquelle ñw est grand devant toutes les énergies 
(E, — E,). Un développement en puissances de (E, — E,)/hw, analogue à 
celui que nous avons introduit plus haut à propos de (E.8), permet alors de 
montrer que ÅA’ peut être mis sous forme d’une somme de termes ayant 
chacun une interprétation physique très simple : énergie cinétique de 
vibration de l’électron dans londe incidente, variation de l'énergie 
potentielle due au moyennage des champs extérieurs par ce mouvement de 
vibration... La comparaison entre ces corrections radiatives induites par un 
champ incident et les corrections radiatives spontanées permet d’ailleurs 
d'identifier dans ces dernières la partie qui peut être attribuée aux 
fluctuations du vide (elles ont la même forme que les corrections radiatives 
qui seraient stimulées par un champ fluctuant de densité spectrale 
how /2 par mode), et la partie qui peut être attribuée à l'interaction de 
lélectron avec son propre champ (réaction de rayonnement) (*). 


(*) Voir complément A,, et J. Dupont-Roc, C. Fabre et C. Cohen-Tannoudji, J. 


Phys. B11, 563 (1978). , 
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F - INTERACTION PAR ÉCHANGE DE PHOTONS 


Dans la partie E, nous avons considéré une situation où une même 
particule (ou un même groupe de particules) émet et réabsorbe 
virtuellement un photon. En présence de plusieurs particules (ou 
groupes de particules), le photon émis par l’une peut être réabsorbé par 
l'autre. La conservation de l’énergie entre l’état initial et l’état final 
porte alors globalement sur les deux systèmes, chacun d’eux pouvant 
être modifié. Il y a interaction entre les deux systèmes. Nous allons 
illustrer ce type de processus avec deux exemples. 


1. Echange de photons transverses entre deux particules chargées : 
première correction à l'interaction de Coulomb 


Soit deux particules chargées œ et B, d’impulsions respectives 
Pa €t ps, en présence du vide de rayonnement. Prenons comme 
hamiltonien non perturbé H, celui des particules libres et du champ 
libre (point de vue décrit dans le paragraphe C-2 du chapitre I). 
L’hamiltonien d'interaction comprend alors l'interaction de Coulomb 
entre les deux particules et l'interaction avec le champ transverse. Avec 
les notations du paragraphe E-1-a, l’état initial s’écrit : 


KI = |Pa:Pg;0) (F.1) 


Les processus affectant ces particules à l’ordre 2 vis à vis des charges 
électriques peuvent être divisés en deux classes. Nous retrouvons tout 
d’abord ceux décrits par les diagrammes de la figure 31, Pune des 
particules émettant et réabsorbant un photon alors que l’autre reste 
spectatrice. Ce sont les corrections radiatives propres de chacune des 
particules. De plus, nous avons l'interaction de Coulomb entre les deux 
particules (figure 35a) et l'échange de photons transverses (figures 35b 
et c). 

Les diagrammes 35b et 35c décrivent un processus de diffusion où 
Fensemble des deux particules passe de l’état p,,p4 à l’état p'a, P'g en 
échangeant un photon transverse. Dans l’espace des états du système 
global particules + photons, les diagrammes 35b et 35c traduisent 
l'existence d’un couplage indirect entre deux états appartenant à la 
multiplicité à 0 photon (états |p,,p4:0) et |p',p'#50)) via un état 
intermédiaire appartenant à la multiplicité à un photon (qui est très 
éloigné de la précédente si #œ est suffisamment grand). Un tel couplage 
indirect peut être également décrit par un «hamiltonien effectif » 
V purement particulaire (c'est-à-dire n’agissant qu’à l’intérieur de la 
multiplicité à 0 photon), qui vient s'ajouter à V cow. D’après les 
résultats du complément B;, les éléments de matrice de êV sont donnés 
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Pa Ps Pa P B 
(a) (b) 


Figure 35. Interactions électromagnétiques entre deux particules chargées 
a et B 
a - Interaction de Coulomb 
b - Emission d’un photon transverse par œ et réabsorption de ce photon par 


B 
c- Emission d’un photon transverse par B et réabsorption de ce photon par 
x. 


par l'expression 


LA r 1 1 1 
(P'aP'e|8V |PaPs) = È ie + E ) 


ke P'aP’s 


X (P'P'80|HnlP'aP"s;kKE) (P'a Ppke | Hn |Pa:Pp;0) (F.2) 


Dans le second membre de (F.2), Æ,,E,,E,. sont les énergies non 
perturbées des particules dans les états |p,,ps8) > |P'a>P'e) ; |P’aP"s) 
Pour hw suffisamment grand, on peut négliger E, -E,. et Ep — Ep 
dans les dénominateurs et ne garder que ñw. La sommation sur 
P”a et p’4 fait apparaître alors une relation de fermeture, qui permet de 
donner une expression explicite pour ôV : 


1 CET 


T 260L w MaMe 


4 aq 
E 2, Ps) Silta — Fa) pe 


ME ne (ep) (Epp) ete") 4 (ae) 


k.p 


S;;(P) = prest j — 


dk N k;k; \ eikp 
(27) H- KE) E 


(F.3.b) 
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Pour passer de la première à la deuxième ligne de (F.3.b), on a utilisé la 
formule (54) du complément À, et remplacé la somme discrète sur 
K par une intégrale. La transformée de Fourier apparaissant dans 
(F.3.b) peut être calculée (*). On trouve 


al 8;; p;p; 
Se) = pe (+ 25 (F.3.c) 
Le report de (F.3.c) dans (F.3.a) donne finalement : 
ôV = — 2AB | 7 24 Pg + 
BT EM MgC à —rel 


PC TE pal} (F4) 


ra —rsl? 

Nous voyons ainsi sur cet exemple comment l’effet de l’échange de 
photons entre deux systèmes peut être décrit, à une certaine approxima- 
tion, par un hamiltonien effectif n’agissant que sur ces systèmes. Cet 
bamiltonien effectif peut être utilisé ensuite comme « hamiltonien 
d’interaction » en « oubliant » le champ qui propage cette interaction. 

L'expression (F.4) décrit les premières corrections à l’interaction de 
Coulomb (**). Elle fait apparaître dans l’équation du mouvement des 
particules deux types de forces : d’une part, la force magnétique entre 
les courants associés aux déplacements des particules ; d’autre part, la 
correction en v?/c? à la force de Coulomb, liée à la propagation de 
l'interaction réelle entre les deux particules. 


Remarques 


(i) Insistons sur le fait que ôV est un hamiltonien effectif construit à partir 
de l'interaction réelle H,. Il ne doit être utilisé que pour le calcul des 
énergies. On peut aussi le faire apparaître directement dans l’hamiltonien 
des particules en effectuant sur l’hamiltonien (C.1) du chapitre I une 
transformation unitaire. 


(ii) Au lieu d’être éliminés pour faire apparaître l’interaction de Coulomb, 
la partie longitudinale du potentiel vecteur et le potentiel scalaire peuvent 
être quantifiés, ce qui donne naissance à des photons longitudinaux et 
scalaires. Dans ce cas, l’interaction de Coulomb elle-même est décrite 


comme un échange de photons longitudinaux et scalaires entre 
particules (***). 


(*) Pour faire un tel calcul, il est commode de « régulariser » les fonctions à intégrer en 
remplaçant 1/4? par 1/(k?+ n°?) où y est un infiniment petit positif. 

(**) L'absence de # indique que ces corrections seraient identiques dans une théorie 
classique. Voir Landau et Lifchitz, Théorie du Champ, $ 65. 

(***) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », chapitre V, partie D. 
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(ii) La dynamique relativiste des particules de spin À est décrite par 
l’hamiltonien de Dirac. L’hamiltonien d’interaction avec le champ trans- 
verse s'écrit alors — cq œæ.A(r) où les trois composantes du vecteur 
& sont trois matrices de Dirac représentant l'opérateur vitesse (*). La 
même démarche que celle que nous avons exposée dans ce paragraphe 
conduit à l’interaction de Breit entre les particules 1 et 2 (**) 


V= 4142 | %.@ lœ. (r; — r2)]lez.(r; — r2)] 


~ Bme | [r-r] ir -r|? 


| (F.5) 


De même que (F.4), il s’agit d’un hamiltonien effectif décrivant de façon 
approchée l'interaction réelle. 


2. Interaction de Van der Waals entre deux atomes neutres 


Soient deux atomes neutres À et A’ situés aux points R et 
R’. Nous noterons D leur distance et u le vecteur unitaire de la droite 
qui les joint : 

D= |R-R'| ; u=(R-R'}/D (F.6) 


Considérons l'effet de leur interaction avec le champ transverse 
lorsqu'il sont tous deux dans leur état fondamental |a} et |a'}. Nous 
utiliserons l’approximation dipolaire électrique. Il est commode alors 
de se placer dans le point de vue exposé dans le paragraphe 5 de 
Pappendice, où l’hamiltonien d'interaction avec le champ transverse 
est : 

H'; = — d.E, (R) - d’.E, (R') (F.7) 


d étant le moment dipolaire électrique de A, d’ celui de A’ et 
E, l'opérateur champ donné par la formule (29) de l’appendice. 
Rappelons que, dans ce point de vue, il n’y a plus d'interaction de 
Coulomb directe entre A et À’, et que E, (R) représente, en dehors des 
systèmes de charges, le champ électrique total. La totalité de l’interac- 
tion entre les deux atomes est véhiculée par le champ transverse. Elle 
apparaît comme résultant d’un échange de photons virtuels. De façon à 
identifier la modification de l’énergie des deux atomes dans leur état 
fondamental, considérons l’amplitude de probabilité pour que le 
système global, initialement dans l’état 


|e: = |a,a';0} (F.8) 
représentant les deux atomes en présence du vide de photons, soit resté 
dans cet état après un temps T. 


(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction à l'Electrodynamique 
Quantique », complément Á y. 
(**) Voir par exemple Bethe and Salpeter, Sect. 38. 
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L'émission d’un photon par l’un des atomes dans l’état |a) 
(resp. |a'}) s'accompagne nécessairement d’une transition vers un état 
excité |b) (resp. |b'}). La conservation de l'énergie nécessite alors 
une absorption ou une émission ultérieures pour permettre un retour de 
l'atome à l’état fondamental. A l’ordre 2, il ne peut donc y avoir 
qu’émission et absorption par le même atome (c’est le diagramme de la 
figure 32a), l’autre restant spectateur. Les premiers diagrammes dans 
lesquels les deux atomes sont impliqués et qui les ramènent tous deux à 
l’état fondamental dans l’état final comportent nécessairement quatre 
interactions. Deux exemples sont donnés sur la figure 36. L'ensemble 
des diagrammes d'ordre 4 s'obtient en variant l’ordre temporel des 
différentes interactions. 


E a a a 
hw’ 
ko! 
b b' b b' 
ho | ho 
a a a a! 
(a) (B) 


Figure 36. Exemples de diagrammes décrivant l'interaction de Van der 
Waals entre deux atomes neutres dans l’état fondamental par échange de 
photons transverses. Pour interagir avec le champ et revenir dans létat 
fondamental, chaque atome doit nécessairement émettre ou absorber deux 
photons, de sorte que l’interaction entre les deux atomes nécessite l'échange 
d’au moins deux photons. Dix autres diagrammes peuvent être obtenus à partir 
des diagrammes 36a et 368 en changeant l'ordre temporel des quatre vertex. 


Le processus élémentaire à la base de l'interaction de Van der Waals 
est donc, dans le point de vue adopté ici (c’est-à-dire utilisant 
l’hamiltonien (F.7)), l'échange de paires de photons entre les deux 
atomes. Notons que les différents états intermédiaires sont tous non 
résonnants avec l’état initial (qui est l’état fondamental du système 
global atomes + photons). Comme pour les corrections radiatives, 
l'amplitude de probabilité pour que le système reste dans l’état initial 
(qui est un état discret du système global, bien isolé de tous les autres), 
permet de calculer la variation AE de l'énergie de cet état initial 
lg; (voir § B-1 du chapitre I). Cette variation d’énergie dépend de la 
distance D entre A et A': c’est l’interaction de Van der Waals. Le 
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calcul général de AE est trop long pour être détaillé ici (*), mais nous 
allons identifier ci-dessous deux cas limites simples. 

Remarquons tout d’abord que les différents modes du champ 
transverse ne contribuent pas de façon uniforme à l'interaction. Les 
modes de basse fréquence sont peu nombreux (densité de modes en 
k?dk) et l'élément de matrice de couplage est en Vw. Par ailleurs, les 
contributions des modes de vecteur d’onde élevé se brouillent mutuelle- 
ment par suite de la variation rapide, d’un mode à l’autre, de la 
différence de phase entre les facteurs exp(ik.R) et exp(ik.R') qui 
apparaissent dans les éléments de matrice d’interaction relatifs à chaque 
photon échangé. Il en résulte que la contribution essentielle à l’interac- 
tion provient des modes dont la longueur d'onde est de l’ordre de la 
distance D entre les atomes. Deux cas doivent être distingués suivant 
que l’énergie hc/D de ces photons est grande ou petite par rapport à 
l'énergie d’excitation typique |E, — E,| des atomes. Dans le premier 
cas, correspondant à une distance entre atomes faible devant 
Àa = hc/|E, — E|, l'énergie d’excitation des atomes est négligeable 
devant celle des photons dans les états intermédiaires. Dans le second, 
la distance D est grande devant À ,, et l'énergie d’excitation des atomes 
est prépondérante. Dans chacun de ces cas limites, nous allons 
décomposer le processus global en deux processus successifs. 


a) DISTANCE FAIBLE: D < Àp 


L'énergie des photons virtuels est grande. Ils ne peuvent exister que 
pendant un intervalle de temps très court. Les deux « lignes de photon » 
de la figure 36a sont quasi horizontales, par comparaison à l'intervalle 
de temps qui sépare ces deux lignes et pendant lequel les deux atomes 
sont excités. L’échange d’un photon entre les deux atomes peut alors 
être considéré comme un processus quasi instantané, décrit par un 
hamiltonien effectif qui excite simultanément les deux atomes. Ce 
processus est analogue à celui étudié au paragraphe F-1 ci-dessus, et 
l’hamiltonien effectif qui le décrit a une structure identique à (F.3), au 
remplacement près de gp/m par d, et de A(R) par E, (R). Il vient ainsi 


1 P 
5V = — e.d) (e.d') e™®®-2? 4 h.c. 
£ TEA ee 
1 I r 


(*) Voir par exemple Power, chapitres VII et VIH. 
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où ô} est la fonction ô transverse (*) qui, loin de l’origine, vaut 
- ô;; + 3u;u; 


RSR Er 


(F.10) 
Cet hamiltonien effectif 8V n’est rien d'autre que l'interaction 
dipôle-dipôle entre les deux atomes neutres. Il couple l’état }a,a'} aux 
états excités |b,b'}. Il en résulte, au second ordre en êV, un 
déplacement de l’énergie de l’état |a,a') donné par 


&'|ôV|b,b"}) (b,b'|äV]|aa’) 
AE = Aaa OV JOP IAG MEME, F.11) 
2, E, + Ex - Ep — Ep ( 
dont la dépendence vis-à-vis de D découle de celle de 8V donnée par 
(F.9) et (F.10) : 


AE = C/ DÉ (F.12) 


Le coefficient C s'exprime en fonction des éléments de matrice 
dipolaires des atomes À et À’ et du dénominateur d’énergie apparais- 
sant dans (F.11). AE représente l'interaction de Van der Waals habi- 
tuelle. 


Remarque 

Dans le point de vue habituel (hamiltonien d'interaction en A.p), il existe 
une interaction de Coulomb instantanée entre les deux atomes, V45,. 
L'effet de V 42, sur l’état fondamental des deux atomes est nul à l’ordre 1 
et redonne l'interaction de Van der Waals (F.12) à l’ordre 2. 


b) GRANDE DISTANCE À, € D 


L'énergie des photons échangés est faible devant l’énergie d’excitation 
des atomes. La durée de la transition virtuelle de chaque atome dans 
l’état excité est courte comparée au temps de propagation des photons. 
Une telle situation correspond à des processus du type de celui 
représenté sur la figure 37. 

A la limite des très grandes distances, le processus global peut être 
considéré comme l’émission quasi instantanée d’une paire de photons 
par l’un des atomes, suivie par l’absorption de la paire par l’autre atome 
après un certain intervalle de temps. La comparaison avec le cas des 


(*) La sommation sur les polarisations € dans la première ligne de (F.9) fait en effet 
apparaître la fonction ô;; — (k;k;/ k?) (voir la formule (54) du complément À,). L’intégra- 
tion sur k du produit de cette fonction par exp ik.(R — R’) donne ensuite une transformée 
de Fourier qui n’est autre que la fonction ô transverse apparaissant dans la deuxième 
ligne de (F.9). Pour une étude des propriétés de ôf, voir « Photons et Atomes - 
Introduction à l’Electrodynamique Quantique », complément A;. 
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b ho 
a 


Figure 37. Exemple de processus d'échange de deux photons qui devient 
prépondérant à grande distance. L'énergie des photons virtuels échangés est 
très faible devant l'énergie d’excitation des atomes et la durée d’excitation 
virtuelle de chaque atome est très courte devant le temps de propagation des 
photons d’un atome à Pautre. 


courtes distances permet de prévoir sans calcul supplémentaire la 
dépendance de AE vis à vis de D. Considérons en effet les défauts 
d’énergie des divers états intermédiaires, qui figurent au dénominateur 
de l'expression de AE. Pendant les processus d’excitation virtuelle de 
chaque atome, au cours desquels la paire de photons est émise ou 
absorbée, le défaut d'énergie est de l’ordre de E, - E, ou Ep -E, 
puisque Aw et hw’ sont négligeables devant ces énergies d’excitation 
atomiques. Pendant la propagation des photons, il est égal à 
hw + hw'. Dans les processus considérés au paragraphe a), les défauts 
d'énergie étaient successivement ħw, Ep + Ep — E, — Ex, hw’ puisque, 
dans les premiers et troisièmes états intermédiaires, on pouvait alors 
négliger les énergies d’excitation atomiques devant #w et #w'. L'énergie 
des photons figurait donc deux fois au dénominateur au lieu d’une seule 
dans le cas décrit par la figure 37. Dans le calcul des intégrales de 
Fourier sur k et k’, la multiplication par k ou k’ de la fonction à intégrer 
se traduit dans le résultat par un facteur 1/D supplémentaire, pour une 
simple raison d’homogénéité. On en déduit qu’à grande distance 
1 
AE & — (F.13) 
D’ 

L'interaction de Van der Waals décroît donc plus rapidement qu’à 
courte distance (*). Rappelons que le passage d’un régime à l’autre se 
fait pour D de l’ordre de À,,, longueur d’onde des rayonnements 
propres des atomes. 


(*) I s’agit de l'effet Casimir et Polder, Phys. Rev. 73, 360 (1948). 
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RÉFÉRENCES GÉNÉRALES 


Une présentation générale de divers processus à l’ordre le plus bas où 
ils apparaissent peut être trouvée dans Heitler, chapitre V et dans 
Power, chapitre VII. Voir aussi les ouvrages cités en référence au 
cours du chapitre. Ils contiennent en général des revues sur les 
phénomènes étudiés. 
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COMPLÉMENT 4y 


SIGNAUX DE PHOTODÉTECTION 
ET FONCTIONS DE CORRÉLATION 


A la fin de la partie B, nous avons vu que la dynamique du processus 
d’absorption d’un photon entre deux états atomiques discrets dépendait 
de l’état du champ incident. Cette dynamique dépend aussi de la nature 
de la transition atomique envisagée puisque, partant d’un état atomique 
inférieur discret, l’évolution ultérieure de l’atome n’est pas la même 
suivant que le niveau supérieur atteint après absorption du photon 
incident est discret ou appartient à un continuum. 

Dans ce complément, nous présentons un traitement synthétique de 
ces problèmes en termes de fonctions de corrélation des deux systèmes 
en interaction, l’atome et le champ. Bien que limité à l’ordre le plus bas 
de la théorie des perturbations, un tel traitement permet de classer les 
diverses situations qui peuvent apparaître en comparant les divers 
temps caractéristiques du problème : la durée de l’interaction, les temps 
de corrélation caractérisant la dynamique des fluctuations du dipole 
atomique et du champ électrique incident, le temps de relaxation 
atomique... Il est clair également que l'analyse quantitative des 
processus d’excitation d’un atome placé dans un champ incident est 
essentielle si l’on veut extraire des probabilités d’excitation mesurées 
sur l’atome, c’est-à-dire des signaux de photodétection, des informations 
sur l’état du champ incident. Nous montrons ainsi dans ce complément 
comment il est possible de relier les signaux de photodétection aux 
fonctions de corrélation du champ de rayonnement incident. Les 
expressions ainsi obtenues sont à la base de l’interprétation des diverses 
expériences d'optique quantique moderne. 

Nous commençons ($ 1) par présenter quelques modèles simples de 
photodétecteurs atomiques et par préciser le type de mesures qui 
peuvent être effectuées sur eux. Nous établissons ensuite ($ 2), à partir 
d’un calcul perturbatif des amplitudes d’excitation, une expression 
générale reliant la probabilité d’excitation de l’atome à des fonctions de 
corrélation du dipole atomique et du champ incident. Les résultats 
obtenus sont alors appliqués successivement au cas d’un photodétecteur 
à bande large ($ 3) puis étroite ($ 4). Ils permettent de montrer qu’il est 
possible de mesurer ainsi, soit l'intensité instantanée du champ 
incident, soit sa densité spectrale. Nous analysons enfin (§ 5) les 
corrélations entre les signaux de deux photodétecteurs à bande large et 
montrons qu’ils permettent d’accéder à des fonctions de corrélation 
d'ordre supérieur du champ. 
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1. Modèles simples de photodétecteurs atomiques 


a) PHOTODÉTECTEUR À BANDE LARGE 


La plupart des photodétecteurs à bande large utilisent l'effet photoé- 
lectrique. Considérons par exemple un atome À, ď’état fondamental 
ja) et dont le continuum d’ionisation commence à une distance 
E; (E; est l'énergie d’ionisation) au-dessus de l'énergie de Ja) 
(Figure 1). 


Er 


— > 


Figure 1. Niveau fondamental et continuum d’ionisation 
d’un atome utilisé comme photodétecteur à bande large. 


Supposons que cet atome, dans l’état |a}, interagisse pendant un 
temps At avec un champ de rayonnement évoluant à des fréquences 
toutes supérieures à E,/h. On mesure la probabilité pour que l’atome 
ait été photoionisé au bout du temps À en détectant par exemple le 
photoélectron produit par l’ionisation (avec une efficacité qui, pour 
simplifier, sera supposée être égale à 100 %). L'’étendue de la réponse 
spectrale d’un tel détecteur est mesurée par la largeur de la distribution 
des niveaux du continuum auxquels l’état fondamental est couplé 
efficacement par l’hamiltonien d'interaction. Le détecteur est dit à 
bande large si cette étendue est grande devant la largeur spectrale du 
rayonnement incident. 


b) PHOTODÉTECTEUR À BANDE ÉTROITE 


Supposons maintenant que l’atome À aït un niveau excité discret 
|b) situé à une distance wg au dessus du niveau fondamental 
la) (Figure 2). Partant de l’état |a}, cet atome est irradié pendant un 
temps At par un rayonnement incident dont le spectre de fréquences est 
suffisamment centré autour de wg pour qu'aucune transition atomique 
autre que a — b ne puisse être excitée de manière appréciable. On 
mesure au bout du temps At la probabilité pour que l’atome ait été 
porté dans l’état excité b, par exemple en l’éclairant à cet instant avec 
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un rayonnement intense capable de l’ioniser à coup sûr à partir de 
|b}, mais certainement pas à partir de |a}, et en détectant le 
photoélectron produit par l’ionisation. 


b 


i 
I ho, 
RE —_—_ — 


Figure 2. Niveau fondamental, niveau excité discret et continuum 
d’ionisation d’un atome utilisé comme photodétecteur à bande étroite. 


Nous verrons plus loin que la probabilité d’excitation de l’atome en 
|b) est reliée à la densité spectrale du rayonnement incident à la 
fréquence wg. Un tel photodétecteur est donc à bande étroite. Nous 
préciserons également l'influence de la largeur naturelle l du niveau 
excité |b} (due au processus d’émission spontanée) et les divers 
régimes qui peuvent apparaître suivant les valeurs relatives de 
I, Awk (largeur spectrale du rayonnement incident), Atl, N, (fré- 
quence de Rabi caractérisant linteraction entre l'atome et le champ 
incident). 


Remarque 


Le photodétecteur de la figure 1 peut également être utilisé comme un 
photodétecteur à bande étroite si un dispositif de filtrage en énergie du 
photoélectron est incorporé au dispositif de mesure. Par suite de la 
conservation de l’énergie, un photoélectron, d'énergie cinétique E,, ne 
peut en effet être produit que par les composantes du champ incident de 
fréquence w telle que fo = E; + Eo 


2. Probabilité d’excitation et fonctions de corrélation 


a) HAMILTONIEN - OPÉRATEUR D'ÉVOLUTION 


L’hamiltonien H du système global atome photodétecteur + rayonne- 
ment s'écrit : 


H=H,+HR+V (1) 
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H, est l’hamiltonien de l’atome (dont le centre de masse est supposé 
fixe en 0), Hg celui du rayonnement 


He = Z holaa +3) D 


et V l’hamiltonien d'interaction qui, dans le point de vue dipolaire 
électrique (voir appendice, $ 5), est égal à 


V = dE, (0) (3) 


où d est le moment dipolaire électrique de l'atome et E, (0) l'opérateur 
champ (*), donné par le développement (89) de l’appendice et évalué 
au centre de masse de l’atome. Pour simplifier les calculs, nous 
ignorerons le caractère vectoriel de d et E (on peut supposer par 
exemple que d et E sont tous deux parallèles à Oz), ce qui permet de 
remplacer (3) par : 


V = - d E(0) (4) 


En représentation d'interaction par rapport à H, + H}, l'opérateur 
d'évolution Ü(Ar,0) entre les instants 0 et Ar s'écrit, à l’ordre 1 en 
V (voir l'expression (14) du complément A ;) 


22 At ay 
Üla) = 1 + L f dt Ÿ() (5) 
ih Jo 
où 
D = eat Ey eia EAA LL Ai) ËO) (6) 
avec 
d() eA" qe HA (7.a) 
Ë(o,n = er /* EO) e77 (7.b) 


b) CALCUL DE LA PROBABILITÉ POUR QUE L’'ATOME AIT QUITTÉ 
L'ÉTAT FONDAMENTAL AU BOUT D'UN TEMPS Åt 


A l'instant initial t = 0, l’atome est dans l’état fondamental |a) de 


H,, et le champ de rayonnement incident dans l’état | ¢ g} , de sorte que 
l’état initial du système global est, en représentation d'interaction 


[H(0)) = la) ® | pr) = la pr) (8) 


(*) Pour simplifier les notations, nous omettons désormais l'indice L dans E, (0). 
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On laisse l’atome interagir avec le rayonnement pendant un temps 
At. Nous nous proposons, dans ce paragraphe, de calculer la probabilité 
P (4t) pour que, à l'issue de cet intervalle de temps, l'atome ait été 
porté dans n'importe quel état excité |c} (du spectre discret ou continu 
de H,). 

Soit { |u } une base orthonormée d’états du rayonnement (par 
exemple les états propres de Hg). La probabilité pour que le système 
global soit passé de l’état initial (8) à l’état |c,u Y au bout d’un temps 
At est égale, d’après (5), (6) et (7), à 


| (cu | Ü(Ar.0)1a,@r) |? = 


1 x i 4 v à , f n 
= #2 [ dt [ dt {pr|E(0,t Jla) (u| E(0;,t )l pr) x 
x laldt) jc) leidt") lay (9) 


Nous avons utilisé l’hermicité de d et E(0) et le fait que c # a (de sorte 
que le premier terme de (5) ne contribue pas). Comme on n’observe pas 
l’état finali du rayonnement, la probabilité d’excitation P (4At) définie 
plus haut s'obtient en sommant (9) sur u et sur c #a 


Pa(At) = F F | (om |O(ar,0)la,er) |? (10) 


Par ailleurs, comme l’opérateur d est impair, on a 
{ald|a) =0 (11) 


La probabilité de transition (9) est donc nulle pour c=a et la 
restriction c #4 a n’est plus nécessaire dans (10). La sommation sur 
u et c de l'expression (9) fait alors apparaître deux relations de 
fermeture et conduit à 


1 At At 
P (At) = = | dt' | dt” GCE t") Gt’) (12) 
K Jo 0 
où 
G0") = (al Àt A") la) (43.a) 
GR('1") = Corl ŠO) ŠO") |R) (13.b) 


Les fonctions G4 ou Gp sont les valeurs moyennes dans l’état initial 
de l'atome ou du rayonnement d’un produit de deux opérateurs 
atomiques ou de rayonnement pris, en représentation d'interaction, à 
des instants différents t’ et t”. Ces « moyennes à 2 temps » sont appelées 
également des fonctions de corrélation. La probabilité d’excitation 
P,.(At) de l’atome peut donc être exprimée, à l’ordre le plus bas en 
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V, comme une double intégrale d’un produit de deux fonctions de 
corrélation relatives aux deux systèmes en interaction, la fonction de 
corrélation du dipôle d et la fonction de corrélation du champ 
E(0). Notons que ces fonctions de corrélation correspondent à une 


évolution libre, puisque les évolutions de d et É(0) sont, d’après (7), 
régies respectivement par À, et Ha. 


Remarques 


(i) Les moyennes à 2 temps (13) ne sont pas nécessairement réelles. Leurs 
parties réelle et imaginaire sont reliées à des quantités ayant un sens 
physique précis: la fonction de corrélation symétrique décrivant la 
dynamique des fluctuations, la susceptibilité linéaire décrivant la réponse 
linéaire du système à une perturbation (voir également complément A ;y). 


(ii) Dans le point de vue dipolaire électrique que nous adoptons ici, 
Popérateur champ E(0), qui apparaît dans lhamiltonien d'interaction (4), 
représente physiquement, non pas le champ électrique transverse en 
0, mais l'induction électrique, divisée par £p (voir par exemple le 
paragraphe 5-c de l’appendice, ou « Photons et Atomes - Introduction à 
l'Electrodynamique Quantique », complément Ay). La probabilité d’exci- 
tation (12) est donc reliée en fait à la fonction de corrélation de l'induction 
électrique en 0. Mais cette induction évolue librement (l’évolution de 


Ē dans (13.b) n’est due qu’à l’hamiltonien Hp) et la valeur moyenne du 


produit des deux Ë est prise dans l’état |g) qui décrit le champ libre 
incident en l’absence de photodétecteur. La fonction de corrélation libre 
de l’induction électrique en 0 dans l’état | og) est donc la même que celle 
du champ électrique libre incident en 0 en l'absence de photodétecteur. 
C’est la raison pour laquelle nous pouvons considérer également la 
fonction de corrélation Gg(t',t”) écrite en (13.b) comme une fonction de 
corrélation du champ électrique incident. 

Gii) Au cours de la transition |a, g} — |c,u }, l'énergie de l'atome varie 
de E, — E,. La variation moyenne {AH,) de l'énergie atomique au cours 
du temps Aż est donc égale à 


(4Ha) = F, Y (E.-E,)| c,u | Ū(At,0) |a, PR) |? (14) 


K cha 


Par ailleurs, le report de (9) dans (14) fait apparaître la quantité 
(E. — E,) <c|d(t"}|a) qui peut s'écrire 


(E, — E) <c |d") la) = (E; — E,) 70A (c|d|a) 


SNA ra {c|d(")|a) (15) 


Finalement, en utilisant (15), on peut, en suivant une démarche analogue à 
celle conduisant de (10) à (12), transformer (14) en 


ife (4 d 
(AH, = -4| d| dt" GKEa) GIU a) (16) 
ñ J, A di 


An-2 Signaux de photodétection 131 


D’autres grandeurs physiques que la probabilité d’excitation, comme la 
variation moyenne d'énergie atomique, peuvent donc être reliées égale- 
ment à des fonctions de corrélation des deux systèmes en interaction (voir 
complément À ;y). 


c) FONCTION DE CORRÉLATION DU DIPÔLE ATOMIQUE 


Revenons à l’expression (13.a) de G*. En utilisant (7.a) et en insérant 
la relation de fermeture sur les états propres |c) de H, entre 


Alt’) et dt"), nous obtenons 


GXU") = > (al ea /h y SAS cl PCA Po AT 


= F | <aļd]e) |? e77" (17) 


GX(:',t") apparaît ainsi comme une somme d’exponentielles évoluant 
aux diverses fréquences de Bohr w, = (E, -E,)/h des transitions 
c a partant de a, pondérées par les carrés des modules des éléments 
de matrice de d entre les deux niveaux de ces transitions. 

Il est possible de réécrire (17) sous la forme 


+ 0 
Gye = Gae- = | eC- G (w) dw (18) 
— 


où 


gw) = © [<ald{c} |? lw — w,,) (19) 


La transformée de Fourier #,(w) de Gž(t'—t") est donc une 
superposition de fonctions delta centrées aux diverses fréquences de 
Bohr des transitions partant de a, pondérées par les poids | {a|d|c} |’. 
Il est clair sur (17) que G*(1’,i") ne dépend que de r' — t”. Ceci est dû 
au fait que l’état | a), dans lequel est calculée la fonction de corrélation, 
est un état propre de H,, donc un état stationnaire (de l’atome libre), 
dont les propriétés sont invariantes par translation dans le temps. 


d) FONCTION DE CORRÉLATION DU CHAMP 


L'opérateur E(0) est, d’après la formule (89) de l’appendice, une 
superposition linéaire des opérateurs d’annihilation et de création 
a; et af des divers modes j du champ. Comme, d’après (7.b), 


l’évolution de É(0,r) est due uniquement à Hg, chaque a; se retrouve 
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multiplié par e ‘*" dans É(0,f), chaque af par e°, où wj est la 
fréquence du mode j. Introduisons alors l'opérateur È *)(0,r) qui est la 


partie de É(Q;t) ne contenant que des exponentielles en exp( — i w jé), et 


l'opérateur adjoint Ë(-)(0,r) qui ne contient que des exponentielles en 


hw, > 
E +0) = i Lies 20.a 
0) =i E p’ (20.a) 
E -X0 t) = —i È -i at e“ (20.b) 
i 2e0L° 7 


E+ X0,t) est appelée « composante de fréquence positive ». En rempla- 
çant Ë par Æ+? + É(-) dans (13.b), on obtient alors 


Gr") = Lor ECOLE”) pr) + 
+ (prl ECOLE NO") | pr) + 
+ (prl E OLEO") pr) + 
+ (prl E0) E (0) pr) (21) 


Supposons que le champ soit dans un état stationnaire, c’est-à-dire 
dans un mélange statistique d'états propres [m,"...n;..) de He 
(n; étant le nombre de photons dans le mode j), de poids 
P(nn2...n;...), Il est facile alors de voir que les deux derniers termes de 
(21) sont nuls, car ils font intervenir des moyennes du type (a,a,) ou 
{aÿ af} qui sont nulles dans chaque état |n,,n,...n;...) du mélange. 
Par contre, les deux premiers termes de (21) sont non nuls et ne 
dépendent que de f’ — t”. Par exemple, le premier terme de (21) vaut, 
compte tenu de (20) 


(E-o, ECHO = GRE — 1") = 


1 iw{t'—1") 
= Zee 2 00) e } (22) 
où 
(n) = (ta) = E nplmn) 23) 
nyigeni- 


est le nombre moyen de photons dans le mode j. D’indice N dans 
GË rappelle que les opérateurs sont rangés dans l’ordre normal dans la 
fonction de corrélation (22) (opérateurs d’annihilation à droite des 
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opérateurs de création). On peut également écrire (22) sous la forme 
+20 $ p r 

GNU -:") = f GNlo) et- dw (24.a) 


— @ 


où 
1 + © sn 
GX) = Í GKE S t") er iot -t) d(t' — t") 
2m Jo 
1 + 


S (E-NO) ËO) eTit- a — 1) 


= Fr 2 


(24.b) 


qui est la transformée de Fourier de GX(t' — t”), peut encore s'écrire 
d’après (22) sous la forme 


GMw) = -pI ñw; (n;) 8(œ — &)) (24.0) 
Ep j 


Il est clair sur (24.c) que Y X(w) caractérise la répartition en fréquence 
de l'énergie moyenne du champ, c’est-à-dire encore, sa densité 
spectrale. Un calcul analogue donne pour le second terme de (21), que 
nous noterons GÂ({' — t") car les opérateurs y sont rangés dans l’ordre 
antinormal 


Gé" — 1") = f GA(w) eitt- do (25.a) 


1 


GAw) = 
ko) Zeol? 


Zho;((n;) + 1) 8(w; +w) (25.b) 


Supposons enfin que le rayonnement incident ait une densité spectrale 
gG Na), centrée autour d’une fréquence centrale &, et s'étendant sur un 
intervalle de largeur Aw pg. A partir de équation (24.a) il est possible de 
montrer que 


GAE =t") = eC- CNE a") (26.a) 
où C(t’ — t") est une fonction enveloppe donnée par 


ce -1") = f GM(o + 5) ett- do (26.b) 


CÂ(t' — t”) est la transformée de Fourier d’une fonction de largeur 
Aw p, centrée en w = 0, et tend donc vers zéro quand |¢' — t"| devient 
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grand devant le temps 1/Aw} qui peut être considéré comme le temps 
de corrélation du champ incident. 

Pour conclure ce paragraphe, montrons que, seule, la fonction 
G(r — t") contribue de manière significative à la probabilité d’excita- 
tion (12). Considérons pour cela l’autre fonction de corrélation du 
champ G£(t' — t"), donnée en (25), et comparons la à la fonction de 
corrélation atomique Gž(t' — t”) donnée en (17). Ces deux fonctions de 
corrélation apparaissent toutes deux comme une somme d’exponentiel- 
les de fréquences positives, variant respectivement comme 
exp{ —iw;(t" —1")] et exp[ — iw a(t’ —1")] (w,, est toujours positif 
puisque a est l’état fondamental). Le produit de Gž(t'— t") par 
G£(t' — t") est donc une fonction de t’ — t” évoluant très vite, à des 
fréquences optiques, et dont l’intégrale sur t’ et £” dans (12) donnera un 
résultat négligeable si At est grand devant une période optique. Par 
contre, GY(t' — t") est, d’après (24.a) et (24.c), une somme d’exponen- 
tielles de fréquences négatives, en exp[iw;(t'—t”)]. Le produit de 
GX(t' — t") par Gž(t'— t") pourra donc contenir des composantes 
variant très peu avec £t’ — t” (si les deux densités spectrales (19) et (24.c) 
se recouvrent) qui contribueront de manière importante à l’intégrale 
(12). Nous pouvons donc, dans (12), négliger la contribution de 
G£(t' — t") devant celle de GÂ(r' — t") et écrire 


At a 
P (AN) = À | dt' f dt" GAU -tA GE -1 (27) 
# Jo 0 

Un tel résultat exprime que, pour un atome partant de l’état fondamen- 
tal, les seuls processus susceptibles d’être résonnants sont les processus 
d'absorption d’un photon, au cours desquels lénergie gagnée par 
l'atome est perdue par le champ. La fonction de corrélation GŸ, définie 
en (22), où les opérateurs champs sont rangés dans l’ordre normal, 
caractérise l’aptitude du champ à induire des processus d’absorption, 
alors que l’autre fonction de corrélation (antinormale) Gĝ intervient 
pour les processus d'émissions induite et spontanée (associés respective- 
ment aux termes (n;) et 1 de la parenthèse de (25.b)). 


3. Photodétection à bande large 


a) CONDITION SUR LES FONCTIONS DE CORRÉLATION 


Supposons que toutes les fréquences du rayonnement incident soient 
supérieures à la fréquence d’ionisation E;/h de l’atome utilisé comme 
photodétecteur. L’excitation des niveaux discrets situés en dessous du 
seuil d’ionisation peut alors être négligée, car elle ne sera jamais 
résonnante, et on pourra ne conserver dans l'expression (19) de 
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Galw) que la contribution des états du continuum d’ionisation. La 
fonction &,(w) caractérise la sensibilité spectrale du photodétecteur, 
c’est-à-dire la manière dont il réagit aux diverses fréquences incidentes. 
Pour que le photodétecteur puisse être considéré comme étant à bande 
large, il faut que la largeur Aw, de &,(w) soit très grande devant la 
largeur Awp de &F(w) 


La réponse du photodétecteur varie alors très peu sur l’étendue du 
spectre du rayonnement incident. 

La condition (28) entraîne que la largeur temporelle de GX(t' — t”), 
de l’ordre de 1/46, autour de f’ — t” = 0, est beaucoup plus petite que 
celle de la fonction C(t’ — t”) définie en (26) et qui est de l’ordre de 
1/AwR. 


b) PROBABILITÉ DE PHOTOIONISATION PAR UNITÉ DE TEMPS 


Reportons (26.a) dans (27). Comme CY(+' — t") varie beaucoup plus 
lentement que G#(t' — t") autour de t'— t" = 0, on peut remplacer 
t'—1" par 0 dans CÂ(t' — t"), ce qui donne 


CR(O) = GO) = (E0) E 0t')) = (EU (O)ET XOY (29) 


Comme le champ est dans un état stationnaire, la valeur moyenne à un 
temps (Ë(-)(0,:')É +)(0,1')) ne dépend pas en effet du temps. II vient 
alors 


At At sd. 
Pan = à (ECC) [ar [ar age -eeo 
0 0 


(30) 


Le domaine d'intégration de lintégrale sur £’ et t” de (30) est 
représenté sur la figure 3. Par suite de la décroissance de GX(r' — t”) 
avec t'— t”, l’intégrand de (30) n’est différent de zéro que dans un 
ruban de largeur 1/Aw, autour de la diagonale principale (partie 
hachurée de la figure). 

Supposons que 


At > Aw ; | (31) 


Le ruban hachuré de la figure 3 est alors très étroit. Prenons pour 


nouvelles variables t’ et 7 = t'— t". La condition (31) permet de 


prendre, pour limites d’intégration sur 7, — œ et +œ et il vient 


Par) = À (EU KO)E(-X0)) f 2 Giterdr GI) 
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Figure 3. Domaine d'intégration intervenant dans le calcul de la probabilité 
d’excitation. La fonction à intégrer n’est importante que dans la zone hachurée. 


Comme P,..(4f) est proportionnel à Ar, il est possible de définir une 
probabilité d’excitation par unité de temps 


= Pa L s (EE) (33) 


exc 


où le facteur s est, d’après (32) et (18), égal à 
27 E 


Nous avons ainsi démontré que la probabilité d’ionisation par unité de 
temps était proportionnelle à la quantité {E(-(0)E(+X0)). Cette 
quantité peut être considérée comme caractérisant l'intensité totale du 
champ en 0, puisque d’après (24.a), 


(EC (0)E(+)0)) = GRO) = | GR(&) do , (35) 


ce qui montre que (E(-(0)E(+)0)) est l'intégrale sur toutes les 
fréquences de la densité spectrale du champ. La probabilité d’excitation 
par unité de temps W, est également proportionnelle à un facteur 
s qui, d’après (34), est relié à la sensibilité du photodétecteur à la 
fréquence moyenne & du rayonnement incident. 


Remarques 


(i) Les conditions de validité du résultat (33) sont données en (28), (31), 
conditions auxquelles il faut ajouter 


WurcAt € 1 (36) 


qui exprime que le traitement perturbatif de V est valable. 
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(ii) Il est possible de généraliser le calcul de ce paragraphe au cas où le 
rayonnement n’est pas dans un état stationnaire. Le même raisonnement 
que celui fait à la fin du paragraphe 2-d permet de montrer que les deux 
derniers termes de (21), qui sont maintenant non nuls, ne contribuent pas 
de manière significative à l'intégrale de (12), car ils varient trop rapidement 
(en expl+i&(t’ +1”)]). L'expression (27) demeure donc valable. Par 
contre, la valeur moyenne (29) dépend maintenant de fr’, et l’on obtient 
alors pour P (At) le résultat 


P (At) = 8 a dt' (EX0, È X0,t') Y (37) 
0 


où s est toujours donné par (34). Nous trouvons ainsi que la probabilité de 
photoioniser l’atome entre t’ et t' + dt' est égale à w,(0,r')dr', où le « taux 
de comptage simple » 


w(0,r) =s (EX0) E0) (38) 


est proportionnel à Pintensité instantanée (E0) È +0,1). 


4. Photodétection à bande étroite 


a) CONDITIONS SUR LE RAYONNEMENT INCIDENT ET LE DÉTECTEUR 


Supposons maintenant que le rayonnement incident ait un spectre de 
fréquences tel qu’il ne peut exciter de manière résonnante qu’un seul 
état excité discret |b situé à une distance ñwÇ au-dessus de 
a, avec E, -— E, = how. Il est possible alors de ne conserver dans 
Pexpression (19) de &,(w) que la contribution de cet état et d'obtenir 
ainsi 


Galw) = |da? 8(w — w0) (39.a) 
ce qui donne pour G#(r' — t") 
GS) = (dyle 2O (39.b) 


Un tel détecteur, qui correspond au schéma de niveaux de la figure 2 
et qui ne répond, d’après (39.a), qu’à une seule fréquence, est dit à 
bande étroite. Nous verrons plus loin ($c) comment il est possible 
d'affiner le modèle, en incluant dans (39.b) l'effet de la largeur 
naturelle du niveau excité b. 


b) EXCITATION PAR UN SPECTRE DE FRÉQUENCES LARGE 


Supposons que la densité spectrale #Ÿ du rayonnement incident ait 
une largeur Awg non nulle. Dans le domaine d'intégration sur 
t' et t” (voir figure 3), le produit des deux fonctions Gž(t' — t”) et 
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GY(t' — t") n’est non nul que dans un ruban de largeur Awp’ (qui est 
déterminé maintenant par GY, et non plus par G* comme c'était le cas 
dans le paragraphe 3). Si At > Awg!, ce ruban est très étroit, et un 
calcul analogue à celui du paragraphe 3-b permet, compte tenu de 


(39.b), de transformer (27) en 


At 
P exc(Af) == el dl? X 


NS fee) AED POR es 
x ES /(0,:')E*"(0,:")) e d(t' — t”) (40) 
-%0 

Il est donc possible de définir une probabilité d’excitation par unité de 
temps égale d’après (24.b) à 


Pex(At) | dab | : 
= = 2r 


exc À. k g Nwo) (41) 


Un photodétecteur à bande étroite, irradié par un rayonnement à 
bande large, mesure donc la densité spectrale du rayonnement incident 
(ou encore la transformée de Fourier de la fonction de corrélation, 
rangée dans l’ordre normal, du champ) à la fréquence propre 
wo du détecteur. 

Notons enfin que le traitement perturbatif précédent n’est valable que 
si Wac At & 1. Comme par ailleurs At doit être très grand devant 
Awk’, ces deux conditions sur At ne sont compatibles que si 
Awr Was Cest-à-dire si le rayonnement incident n’est pas trop 
intense. 


Remarque 


Lorsque le rayonnement incident tombant sur le détecteur est lui aussi 
monochromatique, l'expression (40) n’est plus valable. Supposons par 
exemple que dans l'expression (24.c) de GX w), (nj) ne soit différent de 
zéro que pour un seul mode j. Supposons de plus que la fréquence 
w; de ce mode coïncide avec la fréquence w, du détecteur. Il vient alors 


F Rw) = <ET EY 8(w — wo) (42) 
Le coefficient de proportionnalité de la fonction delta n’est autre que 
l'intensité (E(-)E()). Pour le voir, il suffit d'intégrer (42) sur w et 
d'utiliser (35). De (42), on déduit, compte tenu de (24.a) 

GXU G t”) = <E VEON gino = (43) 


Portons alors (39.b) et (43) dans l'expression (27) de P (4t). Comme les 
deux exponentielles de (39) et (43) se compensent, l'intégrale sur 
t' et t” est immédiate et donne 


‘ QA 
Pan = GE da EOE) = (Z) Go 


An-4 Signaux de photodétection 139 


où nous avons posé 


N,N? Jda [ETE (v5 
(=) g K TK 


(45) 


Il n’y a plus alors de probabilité de transition par unité de temps. En fait, 
l'expression (44) n’est autre que le premier terme du développement en 
puissances de V de la sinusoïde [sin((,4t/2)]? = [1 — cos ,Ar]/2 qui 
décrit l’échange réversible d'énergie entre l’atome et le champ à la 
fréquence de Rabi N, définie par (45). 


c) EFFET DE LA LARGEUR NATURELLE DU NIVEAU ATOMIQUE EXCITÉ 


Considérons un atome isolé, sans rayonnement incident, dans une 
superposition linéaire des états |a) et |b}. La valeur moyenne de 
d est alors non nulle et oscille à la fréquence wọ. Une telle oscillation ne 
peut cependant se poursuivre indéfiniment. Comme l’amplitude de 
probabilité de trouver l’atome dans l’état excité décroît exponentielle- 
ment avec une constante de temps (1/2) !, à cause de l'émission 
spontanée (I est la largeur naturelle du niveau excité b), le dipole 
moyen est amorti avec la même constante de temps. On peut montrer 
qu’il en est de même pour la fonction de corrélation du dipôle 
atomique, de sorte qu’une expression plus précise que (39.b) pour 
Gä(t' — t”) est donnée par : 


GA(C —:") = pl? e "0e =rtr-r]/2 (46) 


Il s'ensuit que la transformée de Fourier Z,(«) de G#(t' — t”) n’est pas 
une fonction delta infiniment étroite mais une lorentzienne de largeur 
T. Nous admettons ici le résultat (46) (*) et étudions maintenant 
comment un tel photodétecteur, de largeur l, répond à une excitation 
en raie large (Awg > T°) ou étroite (Awg < T). 

(i) Excitation en raie large : Awg > I 

La situation est en fait la même que dans le paragraphe 4-b 
précédent. Dans l'expression (27), la fonction GR(t' — t") décroît 
beaucoup pius vite avec t’ — t” que Gž(t' — t") de sorte que, dans les 
régions où GẸ(t' — t") n’est pas nulle, lexponentielle décroissante de 
(46) peut être remplacée par 1. L'introduction de 1° n’a donc aucun 
effet sur la probabilité d’excitation par unité de temps qui est toujours 
donnée par (41). 

(ii) Excitation en raie étroite : Awg € I 

es est maintenant au contraire G¥(t' — t”) qui décroît plus vite avec 

—t" que GẸ(t' — t”). Dans les régions où Gž(t' — t”) est non nulle, 


(*) Ce résultat peut être établi à partir du théorème de régression quantique (voir 
compléments C y et Ap). 
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on peut considérer que GẸ(t' — t”) est purement monochromatique, de 
fréquence & = wo (si l’on suppose que le spectre du rayonnement 
incident est toujours centré sur wọ), et utiliser donc (43). Si l’on reporte 
(46) et (43) dans (27), il vient alors, si At > T7! 


P exc( At) [dpl (EE) rA -317l 
= < =: — e dr 
-%0 


Wexc Ez At K 
i 4|da | [ESEON Ri aN 
= KT OT 


compte tenu de la définition (45) de 2. 

Il est donc possible, même avec une excitation monochromatique, 
d’avoir une probabilité d’excitation de l’atome croissant linéairement 
avec le temps, et non plus quadratiquement, comme c’était le cas avec 
T =0 (voir (44)). Nous justifions ainsi de manière quantitative la 
discussion du paragraphe B-4 du chapitre (voir également le paragra- 
phe 3-b du complément C,, et notamment la formule (32) de ce 
complément qui coïncide avec (47)). 

Pour que le calcul perturbatif précédent soit valable, il faut bien sûr 
que w,..At & 1, c’est-à-dire d’après (47) 


r 
At € — (48) 
nf 


Par ailleurs, pour établir (47), nous avons supposé 
T! < At (49) 


(pour que le ruban de la figure 3 puisse être considéré comme très 
étroit). Ces deux équations ne sont compatibles que si 


QR <T (50) 


c’est-à-dire si l'intensité incidente est assez faible. Dans le cas contraire, 
c’est-à-dire si Q} > T, At doit être pris beaucoup plus petit pour que le 
traitement perturbatif soit valable (At « (51). La dernière exponen- 
tielle de (46) reste alors pratiquement égale à 1 et on retrouve le résultat 
(44) établi avec T = 0. 


5. Signaux de photodétection double 


a) CORRÉLATION ENTRE LES SIGNAUX DE DEUX PHOTODÉTECTEURS 


Considérons deux atomes 1 et 2, dont les centres de masses sont 
supposés fixes en r} et r,, et qui sont soumis à un rayonnement incident 
de densité spectrale telle que les deux atomes puissent être considérés 
comme des photodétecteurs à bande large. 
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Sous l'effet de ce rayonnement incident, les deux atomes peuvent être 
ionisés. Nous nous proposons, dans ce dernier paragraphe, de calculer 
la probabilité w;;(r;,t1;r2,t2)dt;ıdt, pour que l’atome 1 soit ionisé entre 
t; et t + dt, et atome 2 entre t, et t, + dt,. En général, une telle 
probabilité n’est pas simplement égale au produit de w;(r;,t;)dt; par 
Wy(n,t2)dt, où w, est le taux d’ionisation d’un atome seul. La fonction 
Wwy; permet donc de caractériser les corrélations entre les ionisations 
produites par le même champ en deux points et à deux instants 
différents. 


b) PRINCIPALES ÉTAPES DU CALCUL DE Wy 


La démarche suivie est très analogue à celle des paragraphes 2 et 3 
précédents. 
L’hamiltonien H du problème est maintenant 


H = Ha + Ha + HR = dEl) = d,E(r) (51) 


où H, et d; sont l’hamiltonien et le dipôle de l’atome à (i = 1,2). 
Considérons l'amplitude c,c,u | Ü(At,0)|a,,a;,pR) pour qu'entre 
les instants 0 et Aż, chaque atome i soit passé de l’état fondamental 
a; à l'état excité c;, le champ passant de l’état |g} à l’état 
|). Comme il y a nécessairement deux interactions avec le champ, il 
faut prendre le terme d’ordre 2 du développement perturbatif de 


Ü(Ar,0) (voir formule (14) du complément À ;). 


1 # 7] a ' PAPAS Y 
À [ar far keuenul PEWO aaor 6 
0 0 
t" > t' 
On ne s'intéresse pas aux processus où le champ interagit deux fois avec 
le même atome. Comme Ÿ = Ÿ, + Ÿ;,, on peut donc, dans (52), 


remplacer Ÿ(r")W(r') par PAAVLE) + Ÿ,(r")Ÿ,(r'), ce qui donne 


-5 [ar [Par eldan aldea) x 
t">t' 
x (u Ë (1) EXT, t’)| PR) + termes analogues 1 2 2 
(53) 
Les opérateurs Ē ont été remplacés par Ē+*?, car la contribution des 
Ët-), qui sont associés à des processus d'émission, est négligeable 


devant celle des Ét*) pour des amplitudes où l'atome part de l’état 
fondamental (voir discussion à la fin du paragraphe 2-d plus haut). 
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Comme les deux opérateurs Æ+? de (53) commutent (ils ne contiennent 
que des opérateurs d’annihilation qui commutent entre eux), ils 
peuvent être permutés (*). Intervertissons alors t’ et t” dans le 
deuxième terme de (53). Le regroupement des deux termes donne un 
résultat équivalent au premier sans aucune restriction d'ordre sur 
t ett”. 

Pour obtenir la probabilité pour que les deux atomes soient excités 
entre 0 et Aż, il faut élever au carré le module du premier terme de (53) 
(sans restriction d'ordre sur f’ et t”), puis sommer sur ø et sur 
cı £a et c, #a,. Comme les termes c; = 4, et c, = a, sont nuls par 
suite du caractère impair de d, et d}, on peut les rajouter et faire 
apparaître ainsi des relations de fermeture conduisant à l'expression 
suivante pour P,.{(Af) 


1 Ai At Ar Ar 
E [+ an (‘as [aux 


0 0 0 0 
x (ald@)d()|1e) (@ld(")d(t")la) x 
Cer] Ë- rit) Et z rt") E d rt") Ë ds Xr; Lal ER) 
(54) 


Il convient là encore de noter l’ordre normal des opérateurs champs qui 
figurent dans la fonction de corrélation d’ordre supérieur du champ 
apparaissant dans (54). 

Le fait que les deux photodétecteurs soient à bande large entraîne que 
les deux fonctions de corrélation de d; et d, décroissent beaucoup plus 
vite avec t’, — t’, et t”; — t”, que la fonction de corrélation du champ. 
Un calcul analogue à celui du paragraphe 3 plus haut permet alors de 
transformer (54) en 


At At 
P exel At) = 515 [ dr | ax 
0 0 
x (EU )E CN L)E Cr LE Cr) (55) 


où sı et s sont des facteurs de sensibilité donnés par des expressions 
analogues à (34). 

Imaginons enfin qu’un obturateur masque le champ pour l’atome 1 à 
partir de f;, et un autre pour l'atome 2 à partir de fr, t; et 
t, étant tous deux inférieurs à At. Le calcul précédent demeure valable à 
condition de remplacer V, et V, par V,@(r, — t) et V,8(r; — t) où 
8 est la fonction de Heaviside. La probabilité d’avoir l'atome 1 ionisé 


(*) Voir cependant la remarque à la fin du paragraphe où l’on envisage un calcul plus 
précis tenant compte des atomes sources, à l’origine du rayonnement incident. 
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entre 0 et r, et l’atome 2 ionisé entre 0 et r, est donnée par une formule 
Ar At t h 


analogue à (55) où f a'f dt” est remplacé par dt’ f dt”. Il 
0 0 0 0 

suffit alors de dériver cette probabilité d’excitation par rapport à 

t; et à t, pour obtenir la probabilité élémentaire w,, définie dans le 

paragraphe 5-a plus haut et qui vaut donc 


Wait) = 5192 (E - V(r,t, JE! -Xrzt) E+ (rt) EC rut:)) 
(56) 


Notons enfin que, les opérateurs É(-) et Æ+? ne commutant pas 
entre eux, wz; ne peut pas être écrit sous la forme d’une valeur moyenne 
d’un produit de deux intensités en r;,f, et r3,tz 


Watt) À 5152 CICC) (2,02) (57) 


I(r;;t) 7 Cr t)EC (rt) (i = 1,2) 


Cette non commutation de À? et Ë(*) est à l’origine d’un certain 
nombre d’effets quantiques observables sur les signaux de photodétec- 
tion double (*). 


Remarque 


Dans tout ce qui précède, nous avons supposé le rayonnement incident 
libre. Plus précisément, en l'absence d’atomes photodétecteurs, les 
hamiltoniens (1) et (51) se réduisent à Hg. Dans certains cas, il peut être 
intéressant d’inclure les sources du rayonnement incident, si Pon veut par 
exemple relier les signaux de détection fournis par les photodétecteurs à 
des fonctions de corrélation du dipole de l'atome émetteur (c'est ce que 
nous faisons par exemple dans le paragraphe D-1 du chapitre V}. Dans ce 
cas, Hpg doit être remplacé dans (1) et (51) par 


Hr + Hs +V sr (58) 


où AH, est l’hamiltonien de l'atome source et Vsp linteraction entre le 
rayonnement et l’atome source. Le calcul des probabilités d’excitation des 
atomes photodétecteurs est très analogue à celui fait dans ce complément. 
Toutefois, il faut maintenant passer en représentation d'interaction par 
rapport à H, + Hr + Hs + V şr et non plus par rapport à H, + Hpg. Les 
opérateurs de champ libre Ët*)(r,t) de ce complément doivent être alors 
remplacés par les composantes de fréquence positive et négative 
Eʻ*Xr,t) de l'opérateur champ E(r,t), couplé à l'atome source, et pris dans 
le point de vue de Heisenberg vis-à-vis de l’hamiltonien (58). 


(*) Voir par exemple « Photons et Atomes — Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », complément A ;;z- 
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Les signaux de photodétection simple étudiés dans les paragraphes 3 et 4 
ci-dessus gardent la même forme, à condition de remplacer E= r,t) par 
E*)(r,t). Ainsi, le taux de comptage simple fourni par un photodétecteur 
à bande large est proportionnel à (E(-Xr,r)Et*\r,t)}. Un photodétecteur 
à bande étroite mesure la densité spectrale du champ à sa fréquence 
wg, c’est-à-dire la transformée de Fourier de (E(-K(r')Et*X{rt")), 
évaluée en wo 

Le calcul du taux de comptage double exige un peu plus de précautions. 
Ainsi, dans l'expression (53), les opérateurs E(*){r,,r") et E*Xr,,1"), qui 
remplacent Ét+)(r,r') et É(*)(r,,"), ne commutent plus entre eux et il 
n'est plus possible de regrouper les deux termes de (53) en une seule 
intégrale double. Ii faut évaluer séparément les deux termes et bien 
respecter ordre temporel ¢t”>ft'’ dans les deux produits 
Et(r,1E Cr) et Er") EC Xr,,t'). Cependant, dans la suite du 
calcul, un seul de ces deux produits contribue au taux de comptage double 
Wi(rists ; rat), le premier si t, >t, le second si t, >t, Finalement, si 
tı >t, la formule (56) reste valable, à condition de remplacer les 
ÉGY(r,t) par E®r;f). Si par contre t, >t, il faut intervertir r;,f, et 
r,/. En présence de sources, les fonctions de corrélation d’ordre supérieur 
du champ qui apparaissent dans les signaux de photodétection doivent 
donc être rangées, non seulement avec les composantes de fréquence 
positive à droite des composantes de fréquence négative, mais également 
avec les temps croissant de l'extérieur vers l'intérieur. 
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COMPLÉMENT B; 


CORRECTIONS RADIATIVES 
DANS LE POINT DE VUE DE PAULI-FIERZ 


Dans la partie E, nous avons étudié des processus au cours desquels 
des photons sont émis de façon transitoire, puis réabsorbés. Ces 
processus se traduisent par des modifications des propriétés effectives 
des systèmes émetteurs, atomes ou particules : ce sont les corrections 
radiatives. Une particule, un atome, sont ainsi accompagnés en 
permanence d’un nuage de photons virtuels. Ces photons décrivent 
l’état du champ transverse en présence de la particule ou de l’atome. En 
effet, en présence de charges, le champ électromagnétique est la somme 
du champ coulombien des charges et du champ transverse (voir 
appendice, $ 1). Le champ coulombien n’est donc qu’une première 
approximation du champ réel. Classiquement, le champ électromagnéti- 
que qui accompagne une particule en mouvement uniforme comporte, 
en plus du champ coulombien, un champ magnétique linéaire en 
v/c, et une correction au champ électrique coulombien en v?/c?. Ces 
deux derniers champs dérivent du potentiel vecteur transverse. Quanti- 
quement, le champ transverse ne décrit donc pas uniquement le 
rayonnement produit par les particules (qui d’ailleurs est nul pour une 
particule en mouvement uniforme), le rayonnement incident, ou les 
fluctuations du vide. Il décrit également la partie du champ dépendant 
de la vitesse des particules et qui leur est en quelque sorte liée, tant que 
cette vitesse ne change pas. C'est ce champ que décrit le nuage de 
photons virtuels. 

Il est alors tentant d’essayer de prendre comme états non perturbés 
du système champ + particules de nouveaux états qui incluent la partie 
du champ transverse qui est liée aux particules. Plus précisément, il 
s’agit de trouver une transformation unitaire telle que, dans les 
nouveaux états non perturbés représentant les particules en présence du 
« nouveau vide », chaque particule soit accompagnée du champ trans- 
verse associé à sa vitesse. La transformation que Pauli et Fierz (*) ont 
introduite pour étudier l'émission de rayonnement de basse fréquence 
au cours d’une collision électronique (problème dit de la « divergence 
infrarouge ») réalise cet objectif sur une partie du spectre des modes du 
champ. Elle n’est en effet simple que dans la mesure où elle est limitée 
aux modes de grandes longueurs d’onde. 

Dans le paragraphe 1, nous déterminons le champ transverse lié à une 


(*) W. Pauli and M. Fierz, Nuovo Cimento 15, 167 (1938). 
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particule classique et établissons l'expression de la transformation de 
Pauli-Fierz pour une particule quantique localisée. L'effet de cette 
transformation sur les observables du champ et de la particule, et en 
particulier sur l’hamiltonien, est analysé dans le paragraphe 2. Nous 
montrons ensuite ($ 3) que le nouvel hamiltonien contient explicitement 
la correction de masse ôm, rencontrée dans la partie E de ce chapitre, 
et une correction à l'énergie potentielle permettant de comprendre 
physiquement le déplacement de Lamb. Un autre résultat important est 
que les particules ne sont couplées au nouveau champ transverse qu’à 
l’ordre 2 en g, et seulement si elles sont accélérées. Si elle est 
intéressante pour discuter des corrections radiatives à l’approximation 
des grandes longueurs d’onde, la transformation de Pauli-Fierz n’est 
pas simplement généralisable. Ses limitations sont discutées à la fin du 
complément. 


1. La transformation de Pauli-Fierz 


a) HYPOTHÈSES SIMPLIFICATRICES - POSITION DU PROBLÈME 


Pour simplifier au maximum les calculs et mettre l'accent sur les idées 
physiques, nous considérons une seule particule «œ, localisée au 
voisinage de l’origine par un potentiel extérieur U,(r). De plus, nous ne 
tiendrons compte que des modes dont le vecteur d’onde a un module 
inférieur à une borne ky telle que les variations spatiales des champs 
correspondants soient négligeables sur l’extension ag des fonctions 
d'onde de la particule dans le potentiel U,(r). L’approximation des 
grandes longueurs d’onde est alors applicable à tous les modes 
considérés, de sorte que l’interaction de la particule avec le champ 
transverse sera caractérisée par A(0) (le développement de A est limité 
aux modes |k| <k). L’hamiltonien en jauge de Coulomb s'écrit : 


= T [Pa = GaA(0) f + E Coul + GaUT à) + 
+ k d% F he COZEF | 7 


où le symbole < signifie que l'intégrale est limitée à |k| <k,. Les 
opérateurs a,(k) et ał (k) caractérisent le champ transverse total. 
Notre objectif est de trouver une transformation unitaire T, permet- 
tant de séparer le champ transverse lié à la particule du champ total, et 
conduisant à une nouvelle formulation de l'électrodynamique dans 
laquelle les états libres de la particule incluent ce champ transverse. 
Dans la nouvelle représentation, les opérateurs a.(k) et af (k) doivent 


caractériser le champ transverse qui n’est pas lié à la particule. La 


Br] Point de vue de Pauli-Fierz 147 


première étape d’un tel programme consiste donc à déterminer le 
champ transverse lié à une particule. 


b) CHAMP TRANSVERSE LIÉ À UNE PARTICULE CLASSIQUE 


Considérons la particule « en mouvement uniforme, avec une vitesse 
Va: Le champ qui accompagne est bien connu en électrodynamique 
classique. Il dérive par exemple des potentiels retardés (*) : 


p (r's tt) 


E e A 2. 
P (rt) Je Ar ejr -r'| ( a) 
Lae 
Aplr, t) = | d'r ——— — 2.b 
eo | areçgc?|r -r'| e 


p(r',t") et j(r',t’) étant les densités de charge et de courant associées à 
la particule «. Pour une particule arrêtée (v, = 0), ®p(r) se réduit au 
potentiel coulombien et Ap est nul. Pour une particule en mouvement, 
les équations (2) donnent les potentiels de Liénard-Wiechert, dont le 
développement à l’ordre 1 en v, s'écrit : 


Ja "i 
Ameolr-ral 
ZaVa 


4r e?r -ral 


DP(r,t) = (3.a) 


Ap(rt) = (3.b) 


où r, est la position de la particule à l’instant #. Le premier terme de 
(3.b) n'est autre que le potentiel vecteur utilisé habituellement en 
électrocinétique pour décrire, à la limite quasi-statique, les effets 
magnétiques. La transformation de Pauli-Fierz néglige les termes 
d'ordre supérieur en v, et ne prend en considération que ces premières 
corrections au champ coulombien, en assimilant de plus v, à 
p./m,. Cette dernière approximation revient à négliger le deuxième 
terme de l’expression [Pa — g,A(r,)l/m, de va, qui donnerait une 
contribution en g2. Nous calculons donc le champ lié à la particule au 
premier ordre en p, et qa. Les potentiels (3.a) et (3.b) ne satisfont pas 
la jauge de Coulomb, puisque ®p diffère du potentiel coulombien par 
des termes d'ordre 2 en v,/c ne figurant pas explicitement dans (3.a) et 
que A} a une divergence non nulle. Les potentiels qui décrivent le 
même champ en jauge de Coulomb sont, d’une part le potentiel 


(*) Jackson, chapitre 6, Landau et Lifchitz, Théorie du Champ, $$ 62 et 63 ; voir aussi 
« Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique Quantique », exercice 4 du 
complément C}. 
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coulombien, et d’autre part, la partie transverse de Ap (puisqu'un 
changement de jauge ne modifie pas la partie transverse du potentiel 
vecteur et que le potentiel vecteur est purement transverse en jauge de 
Coulomb -voir appendice, $$ 1-b et 1-c). Pour obtenir la partie 
transverse du potentiel vecteur (3.b), il suffit de l'écrire sous forme 
d’une transformée de Fourier et de ne garder, pour chaque valeur de 
k, que la projection du champ sur le plan perpendiculaire à 
k. On obtient ainsi : 


qa e(€.Pa) ik.(r-r,) 
UE LE Cry La ec? k? j E 


ou encore 


aoo fag pipete] (5 
avec 


1 Ep, g ikka (6) 


a /2egħol2ry 


La quantité B,(k) est donc la valeur de la variable normale décrivant 
comment le mode (k,e) est excité par le mouvement de la particule. Il 
faut noter que létat du système champ + particule caractérisé par 
Pa et les B,(k) est stationnaire : en l'absence de perturbation extérieure, 
le mouvement de translation uniforme de la particule et du champ 
associé persiste indéfiniment. 


Remarque 

Au lieu de partir des potentiels retardés, puis de revenir en jauge de 
Coulomb, nous aurions pu déterminer directement l'expression de 
AP, en intégrant les équations du mouvement des variables normales du 
champ (équation (18.b) de l’appendice) en présence du courant associé à la 
particule en mouvement uniforme. C’est ce qui est fait dans l'exercice 9. A 
l’ordre le plus bas en g, et Ppa, on retrouve alors (6). 


Dans le problème considéré ici, la particule se déplace dans le 
potentiel U,(r) et son mouvement n’est pas uniforme. Le potentiel 
Ap (r) ne décrit donc pas le champ transverse exact autour de la 
particule, même à l’approximation considérée. C’est le champ qui 
devrait accompagner le mouvement de la particule s’il était uniforme. Il 
correspond donc à l’état stationnaire du système champ + particule 
« tangent », à cet instant, à son mouvement réel. Si l’on ne connaît que 
les valeurs des variables dynamiques r, et p, de la particule à l'instant 
t, la somme du champ coulombien et de celui qui dérive de 
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Ap , (r) représente la meilleure approximation du champ réel que l’on 
puisse construire à partir de ces deux données. 

Comme nous ne considérons ici que les modes pour lesquels 
l’approximation des grandes longueurs est valable, il convient de faire 
kr, = 0 dans (4) et (6). Il vient donc finalement 


1 


A / 2egħo (27) 


Ja  E(EPa) r 
UE LE (7) s 2 Ma Eoc? CR =p ® 


EPa (7) 


et (*) 


c) DÉTERMINATION DE LA TRANSFORMATION DE PAULI-FIERZ 


Maintenant que nous avons identifié le champ transverse lié à la 
particule, nous pouvons revenir à la théorie quantique. Nous utilisons le 
point de vue de Schrödinger où les opérateurs sont indépendants du 
temps. En théorie quantique, l’équation (7) définit un opérateur 
B.(k) relatif à la particule (B.(k) ne dépend que de la variable 
dynamique p, de la particule qui est représentée par lopérateur 
— ihV,.). 

Nous cherchons une transformation unitaire T qui soustrait du champ 
transverse total le champ transverse lié à la particule. Pour cela, il suffit 
qu’elle translate chaque opérateur a,(k) de la quantité B ,(k) déterminée 
précédemment : 


Tak) T* = a.(k) + B (k) (9) 


Nous verrons dans le paragraphe suivant qu’une telle transformation 
permet bien de soustraire le champ transverse lié à la particule du 
champ transverse total. Auparavant, donnons la forme explicite de 
T. 

Comme B,(k) ne dépend que d’un seul opérateur de particule, 
Pa , et que B,(k) commute avec tous les opérateurs de rayonnement, 
l'équation (9) peut être considérée comme définissant une simple 
translation pour les a et a*. Or, un tel opérateur de translation est bien 
connu (voir formules (66) et (67) de l’appendice). Il s'écrit 


T = exp | | dKY [Biwak -8.@at&]} (0) 


(*) Pour simplifier les notations, l’indice 1 sera désormais omis dans Ap |. 
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Ayant ainsi déterminé la transformation, nous allons maintenant 
déterminer la correspondance entre grandeurs physiques et opérateurs 
mathématiques dans le nouveau point de vue, ainsi que le nouvel 
hamiltonien. 


2. Les observables dans le nouveau point de vue 


a) TRANSFORMATION DES CHAMPS TRANSVERSES 


Dans le point de vue de Coulomb, noté (1), les opérateurs mathémati- 
ques 


Ar) = l dk > A la,.(k) € e" 4 at(k)ee`™] (11.a) 


ew- f 


< 


dk Di €, le.(k) € ekt_at(k)jee”-#*] (11.b) 
représentent respectivement le potentiel vecteur transverse (total) et le 
champ électrique transverse (voir appendice, 8 1-f) 


A(r) Ar) (12.a) 
E; (r) = EQ(r) (12.b) 


L'opérateur représentant le potentiel vecteur transverse total dans le 
nouveau point de vue, noté (2), est le transformé de A®™(r) par 
T et s'écrit : 
AO(r) = T AO(r) T* = TAr) T* (13) 
En utilisant l'expression (11.a) de Ar) et les formules (9) et (7), on 
obtient alors : 
A@(r) = A(r) + Ap(r) (14) 


où Ar) est, de nouveau, l'opérateur mathématique (11.a), et où 
AP(r) est donné par (8), pa étant considéré maintenant comme un 
opérateur. Comme A(r) ne dépend que de p,, et que p, commute avec 
T, AP(r) est invariant par T et représente donc, dans les deux points de 
vue, la même grandeur physique, à savoir le champ transverse lié à la 
particule : 


Ap(r) = AP (r) = Af(r) (15) 
La combinaison de (14) et (15) donne alors : 
Ar) = A(r) — AQ(r) = 8 A(r) (16) 


L'opérateur Ar) décrit donc, dans le nouveau point de vue, la 
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différence entre le champ transverse total A®(r) et le champ transverse 
lié à la particule AS)(r), différence que nous avons notée ô A® (r). Le 
résultat obtenu est donc conforme au but que nous nous étions fixés en 
introduisant la transformation T. 

De façon analogue, le champ électrique transverse est représenté 
dans le nouveau point de vue par : 

E(r) = TEPE) T* = TE, (r) T+ (17) 
d’après (12.b). En utilisant l'expression (11.b) de E, (r) et l’équation 
(9), on peut vérifier que 

TE, (r) Tt =E, (r) (18) 


de sorte que lopérateur E, représente toujours le champ électrique 
transverse dans le nouveau point de vue : 


E, (r) = E®(r) (19) 


Un tel résultat n’est pas surprenant. L’écart du champ électrique par 
rapport au champ coulombien est en vi /c? et notre calcul de 
B.(k) ne prend en compte que les termes linéaires en v,. 


b) TRANSFORMATION DES VARIABLES DYNAMIQUES DES PARTICULES 


Revenons à expression (10) de T. Compte tenu de (7), il est possible 
d'écrire (10) sous la forme : 


T = exp | ri pa-Z0) (20) 


où Z(r) est un champ quantique (*) défini par : 


ak) ir p 2E) or 
zo = | a? zap A e™ aee “r| 0 


Etudions maintenant comment se transforme la position de la 
particule qui, dans le point de vue de Coulomb, est représentée par 
l'opérateur rą, multiplication par r, 


rP = Te (22) 


Comme l'opérateur de particule p, commute avec l’opérateur de champ 


(*) Une transformation analogue peut être introduite pour une particule interagissant 
avec un champ extérieur classique. Voir W.C. Henneberger, Phys. Rev. Lett. 21, 838 
(1968), ou encore « Photons et Atomes — Introduction à l'Electrodynamique Quanti- 
que », $ B-4 du chapitre IV. 
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Z(0), (20) est également un opérateur de translation pour rą, et il 
vient : 


DT Tr, + 7(0) @3) 


Le dernier terme de (23), que nous noterons &,, a la même forme dans 
les deux points de vue puisque Z(0) commute avec lui-même : 


Ea = Z 200) = E9 = EP (24) 


La signification physique de ë, s'obtient en calculant, à l’ordre 1 en 
4a, Sa dérivée seconde par rapport au temps à l’aide de l’équation de 
Heisenberg. A l’ordre le plus bas en q,, on peut remplacer l’hamiltonien 
total par HA pour évaluer (dans le point de vue (1)) la vitesse de 
variation de Z(0). Chaque dérivation temporelle de a,(k) revient alors à 


multiplier a, (k) par — iw. On en déduit que Z = E| et par suite que : 
Ma Ëa = qa E (0) + termes d’ordres supérieurs en q , (25) 


La variable £, représente donc le mouvement qu’aurait la particule si 
elle était soumise au seul champ transverse (à l’ordre 1 en qa) : c’est la 
réponse linéaire de la particule libre à E, (0). Le report de (24) dans 
(23) donne alors : 


ra = 19 - 9 (26) 


et montre que, dans le point de vue (2), l’opérateur r, représente la 
« position moyenne » de la particule autour de laquelle cette particule 
effectue le mouvement de vibration £2). Nous noterons cette position 
moyenne r'@) : 

rs = r'® (27) 


Considérons maintenant l’autre variable dynamique pa. Comme il 
commute avec T, l’opérateur p, représente la même grandeur physique 
dans les deux points de vue : 


p =p? = p? (28) 
Nous verrons plus loin, une fois que nous aurons établi expression de 
l’hamiltonien H®, que p® est simplement relié à la « vitesse moyenne » 
[© HO/ih. 

Il est intéressant à ce stade de rapprocher l’une de l’autre les 
équations (16) et (26) donnant le sens physique des opérateurs 
Ar) et rą dans le nouveau point de vue. Il apparaît alors que la 
transformation T revient à tenir compte à l’avance de la « réponse 
linéaire » de chacun des deux systèmes couplés (la particule ou le champ 
transverse) à l’autre. L’équation (16) exprime en effet que le champ 
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transverse, produit à l’ordre 1 en q, par la particule, est soustrait du 
champ total, alors que (26) exprime que le déplacement de la particule, 
produit à l’ordre 1 en q, par le champ, est soustrait de la position 
instantanée. Comme, dans le nouveau point de vue, chaque opérateur 
d’un système décrit l’écart de la grandeur physique correspondante par 
rapport à sa réponse linéaire à l’autre système, on devine aisément que 
le nouvel hamiltonien ne doit plus contenir de termes d'interaction 
linéaire en q, entre la particule et le champ transverse. C’est ce que 
nous allons vérifier maintenant en calculant H®. 


c) EXPRESSION DU NOUVEL HAMILTONIEN 


L'hamiltonien H® en jauge de Coulomb est l'opérateur H écrit en 
(1). On obtient donc, en utilisant (13), (14), (28), (23) et (9) : 


H® = THÔT*ETHT*- 


Z a [Pa — qa A(O) — qa Ap(0)]? + Ečo + QaUe (r. + i zo) 
ij f dk X how [ata + Bł (K))(a.(k) + B .(k)) + ; | (29) 


Dans le premier terme de (29), apparaît A-(0), qui s'écrit, compte 
tenu de (8): 
dk Ja  E(E-Pa) 


Set rs ee eu 


(30) 


La sommation sur les polarisations transverses € (voir formule (54) du 
complément A), puis l'intégrale sur la direction et le module de 
k ne présentent pas de difficulté et donnent : 


ôm 
qaApl0) = P, 


a (31) 


où la masse ôm,, qui est d’ordre 2 en g,, vaut : 


q ku 


ÔM, = —— 
à 3er e? 


(32) 


Le premier terme de (29) est donc, compte tenu de (31), égal à : 


He) 


a 


2 2 
Pa SMa \? qa SMa qa 2 
Š m D = .A(0 A(0 
me (1 =) (1 = ) pa Oraa O 


(33.a) 
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Comme, d’après (32), ôm, est d'ordre 2 en gq,, les termes en 
aM, et m? de (33.a) sont respectivement d'ordre 3 et 4 en 
ĝa, de sorte qu’il est possible, à l’ordre 2 inclus en qa, de les négliger et 


d’écrire le premier terme de (29) sous la forme (*) : 


2 2 2 
Pa Pa 2ôM; qa qa 2 
EE E a ON 7 33.b 
2 m m - Pa-A(0) + 2m, (A(0)) (33.b) 


Considérons maintenant la dernière intégrale de (29). Elle donne 
naissance à trois types de termes. Le premier, en a*a, a la forme d’un 
hamiltonien de champ libre. Le second, linéaire en a et a*, de même 
qu’en £ et en B*, n’est autre, compte tenu de (7) et de (11.a) que 
QaPa-A(0)/m,. Enfin, le troisième, qui fait intervenir B*B, est 
quadratique en p, et vaut (p2/2m,) (ôm,/m.). Le troisième terme de 
(29) est donc égal à : 


da pi ôm, 


f dk F hw EC a(k) + 1 | + m Pa-A(0) +5 


a a 


(33.c) 


Lorsqu'on ajoute (33.b) et (33.c), les termes en p,.A(0) se compensent 
exactement ; le deuxième terme de (33.b) et le troisième terme de 
(33.c) se combinent pour donner — (p2/2m,)(ôm,/m,). Finalement, à 
l'ordre 2 en qa pour le terme d'énergie cinétique, H® se met sous la 
forme : 


H® = H', + He (34.a) 

où 
ô 
H'a = Pa (1 _ Ma ) + 
2m, Ma 
q q? 
+aU, (ra +22 20) + eë + JE AO 84d) 

et où 


Hpg = Í dk ho Y. (at 0 alk) + ) (34.0) 


€ 


(*) Il est possible bien sûr de conserver tous les termes de (33.a). Si l’on modifie en 
plus légèrement la masse m, qui apparaît dans l'expression (20) de T, on peut alors 
obtenir pour H® une expression qui, tout en restant compacte, est exacte à tous les ordres 
en g, (voir remarque (i) à la fin du paragraphe suivant g). 
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3. Discussion physique 


a) CORRECTION DE MASSE 


Pour interpréter le premier terme de (34.b), commençons par 
analyser le sens physique de p,. Dans le point de vue de Heisenberg, 
l'équation du mouvement de r, s'écrit : 


A RNE y Pe _ Ma _ Pa 
La aa ih [ra H ] = Ma 1 Ma ai mx (35) 
où 
mi Â=m,+ôm, (36) 


(la dernière égalité de (35) est valable à l’ordre 2 en g,). Compte tenu 
de (27) et (28), l’équation (35) donne alors : 


pË = mi tro (37) 


et exprime que p® est la quantité de mouvement associée à la position 
moyenne de la particule, la masse m, étant remplacée par m*. Le 
premier terme de (34.b), qui peut s'écrire p2/2m*, représente donc 
l'énergie cinétique associée au mouvement moyen de la particule. 

La correction de masse ôm,, donnée en (32), représente la contribu- 
tion des modes de grande longueur d’onde à la masse électromagnétique 
de la particule. En revenant aux termes de l’hamiltonien de Coulomb 
qui sont à l’origine de la correction — (p2/2m,) (ôm,/m,) apparaissant 
dans le premier terme de (34.b), on constate que cette correction, 
globalement négative, est la somme de deux contributions : énergie du 
champ transverse lié à la particule (terme en B*B de la dernière 
intégrale de (29)), qui est positive, et l'énergie d’interaction de la 
particule avec son propre champ transverse, qui est négative et deux 
fois plus grande en module que la précédente (terme en — 2p,.A(0) du 
premier terme de (29)). La correction d'énergie cinétique en ôm, 
représente donc l'énergie propre et l’énergie d’interaction du champ 
transverse lié à la particule. C’est également cette correction d'énergie 
qui a été étudiée directement dans le point de vue (1) dans le chapitre 
(formule (E.4)). 


Remarque 


Revenons sur le calcul de H® présenté au paragraphe 1-f plus haut et 
supposons que l’on change m, en m* = M, + ÔM, dans l'expression (20) 
de T 

i Ja 


T' = exp | En peZ) | (20°) 
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Pour obtenir la transformée du terme d'énergie cinétique de H® par 
T’, il suffit alors de remplacer dans le crochet de la première ligne de (33.a) 
ôm,/m, par ôm./m*, ce qui conduit à remplacer (33.a) par 


Le. (1- re | -qa 5i z i 4. A0 | = 


2 
m Pa Ma LES 2 


(33.2) 


De même, pour obtenir la transformée du terme Hg de H™, il suffit de 
remplacer m, par m* dans (33.c), ce qui donne 


A a 


Ha + ÉS Pa AO) + De 


(33'.c) 
Lorsqu'on ajoute (33’.a) et (33'.c), les termes en p,.A(0) se compensent 
toujours exactement et les termes en pi 2 /2m* * se combinent pour donner 
exactement pł/2m*. Finalement, on obtient pour H® = T'H® T'* une 
expression compacte qui généralise (34) et qui reste valable à tous les 
ordres en qa 


HË = T' H® T'+ 


p} q 
= Im? TRAO +í zo) + Ecou + HR 


(341) 


L'expression (34') de H® est particulièrement intéressante pour l'étude de 
certains problèmes comme celui de la «catastrophe infrarouge » (voir 
exercice 9). En effet, si les éléments de matrice du second terme de 
(34°) sont calculables exactement, on peut étudier des processus physiques, 
comme la diffusion d’une particule chargée par un potentiel, au premier 
ordre vis-à-vis du potentiel extérieur, mais à tous les ordres vis-à-vis du 
couplage avec le champ transverse. 


NOUVEL HAMILTONIEN D'INTERACTION ENTRE PARTICULE ET 
CHAMP TRANSVERSE 


C'est uniquement dans le second terme de (34.b), qui peut s’écrire 


U,(r, +) compte tenu de (24), qu’apparaissent à la fois des 


variables des particules (r,) et du champ transverse (Z(0)). Comme 
nous l’avions deviné à la fin du paragraphe 2b, il n’y a plus de terme 
d'interaction linéaire en q, entre particule et champ transverse. Le 
terme d’ordre le plus bas s'obtient en développant q,U,(r, + a) en 
puissances de £, et s’écrit, d’après (24) : 


Qağa:Y Udta) = ga Z(O). ŽE V Ur) (38) 
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Il est bien d’ordre 2 en qa, mais c’est un terme à un photon car 
Z(0) est, d’après (21), une superposition linéaire des a; et a. Le terme 
GaV Ura)/Ma; qui apparaît dans (38), est, au signe près, le quotient 
par M, de la force électrique extérieure agissant sur la particule, et 
évaluée en r, qui est la position moyenne de cette particule. L’hamilto- 
nien d'interaction (38) décrit donc le couplage du champ transverse 
Z(0) avec l'accélération du mouvement moyen de la particule dans le 
champ extérieur. Un tel résultat rappelle le fait que, classiquement, le 
champ rayonné par une particule chargée est proportionnel à son 
accélération. Comme le nouveau champ transverse est essentiellement 
le rayonnement, il est naturel que ce soit l'accélération de la particule 
qui soit couplée à ce champ. 

Le terme suivant dans le développement en puissances de Z du 
second terme de (34.b) s’écrit 


2 
lda E ZOZ(0) (VU) (39) 


C’est un terme à deux photons car il est quadratique en Z. Il est d'ordre 
3 en qa 

Le nouveau point de vue est particulièrement commode pour étudier 
l'effet des fluctuations du vide sur les niveaux d’énergie atomiques. 
Etudions la valeur moyenne dans le vide de photons des hamiltoniens 
d'interaction (38) et (39). Celle de (38) est nulle. Par contre, la 
moyenne de Z;Z; est non nulle pour i =j et représente l'écart 
quadratique moyen du mouvement de vibration de la particule sous 
l’action des fluctuations du vide. La correction au potentiel U(r,) 
résultant de la moyenne dans le vide de (39) représente donc l'effet du 
« moyennage » du potentiel U, par la particule au cours de son 
mouvement de vibration. Par exemple, pour l’atome d’hydrogène, 
U, est un potentiel coulombien, de sorte que : 


> FU) = - : ô(r) (40) 


où q est la charge du proton. L'effet de moyennage se traduit alors par 
un potentiel effectif : 


TE (2 Y ue 8) (41) 


qui relèvera légèrement les énergies des états s(/ = 0). Telle est 
l’origine physique (*) de la levée de dégénérescence observée expéri- 


(*) T.A. Welton, Phys. Rev. 74, 1157 (1948). 
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mentalement entre l’état 25, et l’état 2p, (déplacement de Lamb) et 
discutée dans le paragraphe E-1-b du chapitre. En fait, il faut également 
tenir compte de l’effet du couplage (38) avec le champ transverse au 
deuxième ordre : il en résulte une correction de (41), qui concerne 
essentiellement la contribution des modes dont les fréquences sont les 
plus basses (voir exercice 7). Il faut également remarquer que nous 
n'avons évalué ainsi que la contribution des modes pour lesquels 
l’approximation des grandes longueurs d’onde est justifiée. 


Remarques 


(i) Examinons enfin les deux derniers termes de (34.b). £€,, est l'énergie 
du champ de Coulomb de la particule. D’après le raisonnement qui permet 
de passer de (24) à (25), A(0) est, au premier ordre en q, et au signe près, 
la vitesse de Z(0). Le dernier terme de (34.b) peut donc s’écrire : 


1 | qa Z(0) | 1 
Ma 


5 F3 Mea Ea (42) 


a 


Il représente donc l'énergie cinétique du mouvement de vibration de la 
particule dans le champ transverse. Enfin, le dernier terme de (34.a) est 
Pénergie du champ transverse dans le nouveau point de vue, c’est-à-dire 
l'énergie du champ transverse non lié à la particule. 


(ii) La disparition des termes linéaires en q, dans le nouvel hamiltonien 
d'interaction est une propriété intéressante qui peut être utilisée pour 
caractériser des transformations unitaires plus générales que la transforma- 
tion de Pauli-Fierz. Supposons par exemple que l’on effectue sur l’hamilto- 
nien en jauge de Coulomb d’un système de deux particules couplées au 
champ transverse une transformation unitaire qui élimine les termes 
d'interaction linéaires en g, et qg. Les effets en „qg, qui étaient décrits 
dans le point de vue de Coulomb par un échange de photons transverses 
entre les deux particules (interaction courant-courant étudiée dans le 
paragraphe F du chapitre II), doivent alors apparaître explicitement dans 
le nouvel hamiltonien des particules. En effet, dans le nouveau point de 
vue, tout échange de photons conduirait à des effets d’ordre supérieur à 
GaQg- La même démarche peut être suivie pour établir des hamiltoniens 
d'interaction magnétique entre deux particules possédant des spins (voir 
par exemple l’exercice 11). 


c) AVANTAGES DU NOUVEAU POINT DE VUE 


Finalement, si on se limite à l’ordre le plus bas en g, et à l’effet des 
modes de grande longueur d’onde, le point de vue de Pauli-Fierz 
présente de nombreux avantages. 

Tout d’abord, les corrections radiatives se traduisent par des modifica- 
tions simples des termes d’énergies cinétique et potentielle de la 
particule, dont le sens physique est très clair. 

Ensuite, l'interaction entre la particule et le nouveau champ trans- 
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verse, qui est associé aux photons « réels », est beaucoup plus physique 
dans la mesure où elle fait intervenir directement l'accélération de la 
particule. L'étude de l’émission de rayonnement de basse fréquence au 
cours d’une collision s’en trouve considérablement simplifiée (voir 
exercices 8 et 9). 

Enfin, les états asymptotiques d’un processus de collision ont une 
forme beaucoup plus simple dans le nouveau point de vue. En effet, en 
dehors de la zone d’action du potentiel U,, l’hamiltonien (34) (ou 
(34’)) se réduit à la somme d’un hamiltonien de particule libre et d’un 
hamiltonien de rayonnement. Les états asymptotiques de diffusion se 
présentent alors comme des simples produits d’une onde plane de 
particule par un état de rayonnement. Par contre, dans le point de vue 
de Coulomb, l'interaction entre la particule et le champ transverse 
subsiste dans l’état initial et dans l’état final, puisque cette interaction 
fait intervenir la vitesse de la particule qui, à la différence de 
l'accélération, ne s’annule pas avant la collision et après la collision. La 
particule incidente ou diffusée est donc, dans le point de vue de 
Coulomb, « habillée » d’un nuage de photons « virtuels », et la construc- 
tion d'états asymptotiques corrects est alors plus complexe (voir 
complément Br, $ 2). 

Tous les avantages précédents ne doivent pas cependant faire oublier 
les limitations du point de vue de Pauli-Fierz. Jl y a tout d’abord 
lapproximation des grandes longueurs d'onde. On pourrait s’en 
affranchir, au prix de calculs plus complexes utilisant des transforma- 
tions unitaires qui éliminent les termes d'interaction linéaires en 
qa (Voir remarque (ii) du paragraphe 3-b), ou qui consistent à remplacer 
dans (20) Z(0) par Z(r,)(*}. Il y a aussi des limitations plus 
fondamentales que nous abordons maintenant. 


d) CRITIQUE DE LA NOTION DE CHAMP LIÉ À UNE PARTICULE 


L'idée de séparer le champ lié à l’électron du champ libre représente 
une première version de l’idée de « renormalisation » envisagée par 
H.A. Kramers dès 1938 (**). Ce dernier a essayé de construire une 
théorie classique, puis quantique, dans laquelle le champ lié à l’électron 
et le reste du champ électromagnétique sont constamment distingués. 
La contribution du champ électromagnétique à la masse de la particule 
proviendrait alors uniquement du champ lié. C’est effectivement ce qui 
se passe à l’ordre le plus bas: la correction à l'énergie cinétique 
apparaissant dans le premier terme de (34.b) provient du champ 
transverse lié à la particule et peut être interprétée comme étant 
associée à une correction de masse. 


(*) Voir par exemple E.A. Power and T. Thirunamachandran, Am. J. Phys. 46, 370 
(1978). 
(**) H.A. Kramers, Nuovo Cimento 15, 108 (1938). 
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En fait, on ne peut pas avancer très loin dans cette direction. La 
notion même de champ lié à une particule doit être critiquée. Elle n’a 
de sens que pour une particule classique en mouvement uniforme. Dès 
que la particule accélère ou ralentit, les champs Ap et Ep, fonctions de 
r, €t Pa, Changent instantanément dans tout l’espace. De tels champs ne 
peuvent donc être considérés, dans une théorie relativiste, comme des 
champs physiques. Dans le cadre quantique, une autre difficulté 
apparaît: on ne peut pas imposer à la particule un mouvement 
rectiligne uniforme. On peut seulement résoudre les équations de 
Heisenberg couplées des observables du champ et des observables de la 
particule, pour une particule initialement en mouvement de translation 
uniforme en présence du vide. Au premier ordre en qa, on retrouve 
bien l’idée classique, puisque le champ calculé résulte du mouvement 
non perturbé de la particule. Mais, aux ordres supérieurs, le mouvement 
de la particule est perturbé par le champ initial qui, quantiquement, 
n’est jamais identiquement nul, et son mouvement n’est plus uniforme. 
Trouver une transformation unitaire qui réalise exactement la sépara- 
tion du champ lié est en fait impossible. 

Pour devenir réellement efficace, l’idée de « renormalisation » devra 
s'inscrire dans une perspective théorique complètement différente. 
D'une part, les particules doivent être décrites de façon relativiste, et 
les calculs menés de façon à faire apparaître constamment des 
grandeurs covariantes. D'autre part, l’idée même de décomposer le 
champ électromagnétique en deux parties est abandonnée. C’est dans le 
calcul de l’amplitude de probabilité d’un processus que l’on distingue 
des contributions différentes. Partant d’une particule dans le vide et 
branchant le couplage avec le champ, on identifie, sur une amplitude de 
probabilité, l’ensemble des processus d'interaction qui se produisent 
alors, comme étant ceux qui décrivent « l’habillage » de la particule par 
des photons virtuels, et qui résultent de l’interaction de la particule avec 
le champ qu’elle produit et les fluctuations du vide. La variation de 
l'énergie du système produite par ce couplage peut s’interpréter comme 
un changement de la masse de la particule. En présence d’autres 
particules ou d’un champ extérieur, on distingue alors dans l’amplitude 
de probabilité, d’une part les processus qui sont identiques aux 
précédents et qui s’exprimeront par une renormalisation de la masse, 
d’autre part les processus qui correspondent à une interaction avec une 
autre particule ou avec le champ extérieur. 

C’est donc finalement, comme nous l’avons fait dans le chapitre, sur 
les amplitudes de probabilité des processus qu’il faut effectuer la 
séparation entre contributions à la masse électromagnétique, et contri- 
butions à la production réelle de rayonnement, et non pas sur le champ 
lui-même. 


CHAPITRE III 


Etude non perturbative 
des amplitudes de transition 


Dans le chapitre I, nous avons introduit la notion d'amplitude de 
transition qui est à la base de la description quantique des processus 
d'interaction entre particules chargées et photons. Nous nous sommes 
cependant limités à une étude perturbative de ces amplitudes, basée sur 
une décomposition de l’hamiltonien total H du système en une partie 
non perturbée H, et un couplage V. Ainsi, le calcul des amplitudes de 
transition, présenté dans le complément À ;, a été limité à l’ordre 2 en 
y. 

C’est également en termes perturbatifs que nous avons analysé, dans 
le chapitre II, un certain nombre d’effets physiques qui peuvent être 
observés sur des atomes interagissant avec des photons, chaque 
processus étant représenté diagrammatiquement à l’ordre le plus bas en 
V où il se manifeste. Il est cependant apparu à plusieurs reprises, au 
cours de ce chapitre II, qu’une compréhension plus approfondie de 
certains phénomènes physiques nécessite d’aller au delà de la théorie 
des perturbations et de tenir compte de certains effets de V à tous les 
ordres. C’est le cas par exemple de la désintégration radiative d’un état 
atomique excité, due à l’émission spontanée d’un photon, ou encore 
celui de la diffusion résonnante. Pour analyser ces phénomènes, nous 
avons utilisé dans le chapitre II des arguments qualitatifs basés sur un 
modèle très simplifié d’état discret couplé à un continuum parfaitement 
plat, décrit dans le complément C ;. Le but du présent chapitre est de 
reprendre ces problèmes de manière plus générale et de présenter des 
méthodes de calcul de l’opérateur d'évolution plus puissantes que celles 
du complément À ;, dans la mesure où elles conduisent à des expressions 
non perturbatives pour les amplitudes de transition. 

Nous commençons dans la partie A par montrer tout l'intérêt qu’il y a 
à introduire, pour l'étude de ce genre de problème, la résolvante 
G(z) = 1/(z — H) de l'hamiltonien H, z étant une variable complexe. 
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La relation qui existe entre la résolvante G(z) et la résolvante « non 
perturbée » Goz) = 1/(z — Hi), relative à l’hamiltonien non perturbé 
H,, est en effet une équation algébrique, beaucoup plus simple à manier 
que l'équation intégrale reliant les opérateurs d'évolution U(r) et 
U(t) associés respectivement à H et Ho. Une fois que les éléments de 
matrice de G{z) ont été calculés, les éléments de matrice correspondants 
de U(r) s’en déduisent par une intégrale de contour. Les propriétés 
analytiques de G{(z), qui interviennent dans cette intégrale de contour, 
sont analysées dans le complément A ;;;. 

Nous montrons ensuite dans la partie B comment l'équation algébri- 
que reliant G(z) et Go(z) peut être utilisée pour obtenir des expressions 
compactes et exactes resommant formellement la série des perturbations 
et privilégiant de manière explicite certains états non perturbés qui 
jouent un rôle important dans le processus physique étudié. Deux 
approches différentes sont utilisées pour introduire ces méthodes de 
resommation. D’une, très simple, repose sur une représenta- 
tion diagrammatique de la série des perturbations ; l’autre, plus rigou- 
reuse, fait appel à des opérateurs de projection. L'intérêt essentiel des 
expressions exactes ainsi obtenues est qu’elles se prêtent particulière- 
ment bien à des approximations. On peut ainsi tenir compte à tous les 
ordres en V des transitions intermédiaires faisant intervenir certains 
états non perturbés, tout en traitant perturbativement l'effet des 
transitions intermédiaires vers les autres états propres de Ho. 

Ces méthodes de resommation partielle de la série des perturbations 
sont enfin appliquées dans la partie C à un certain nombre de 
problèmes d’électrodynamique quantique. Nous présentons ainsi un 
traitement non perturbatif de divers phénomènes associés à l'émission 
spontanée (décroissance exponentielle et déplacement radiatif d’un 
niveau atomique excité, distribution spectrale du rayonnement émis, 
cascades radiatives, effet d’un couplage entre deux niveaux de durées 
de vie différentes). Nous analysons également le problème des résonan- 
ces à plusieurs photons et introduisons la notion de fréquence de Rabi 
généralisée. 


Mentionnons pour finir deux autres applications qui sont étudiées 
dans des compléments. Le complément B;;; montre comment il est 
possible d'utiliser la résolvante G(z) pour étudier la diffusion réson- 
nante et pour établir une expression exacte de l’amplitude de diffusion 
d’un photon par un atome. Enfin, le complément C ;z; étudie, sur un 
modèle simple, les corrections à la décroissance exponentielle pour un 
état discret couplé à un continuum de largeur finie. On montre 
notamment par des constructions graphiques simples comment 
l'augmentation du couplage entre l’état discret et le continuum fait 
passer continüment d’un régime de décroissance exponentielle à un 
régime d’oscillation de Rabi. 
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A - OPÉRATEUR D'ÉVOLUTION ET RÉSOLVANTE 


1. Equation intégrale satisfaite par l’opérateur d’évolution 


Comme nous l’avons déjà indiqué dans le paragraphe 2-a du 
complément A ;, l'opérateur d'évolution U(r,r') associé à l’hamiltonien 
H = H + V est la solution de l’équation différentielle 


in Ult, t’) = (Ho + V) Ulet’) (A.1.a) 


obéissant à la condition initiale 
U(t't')=1 (A.1.b) 


Il est facile de vérifier que la solution des équations (A.1) peut s'écrire 


t 
U(e,r") = Uo(r,t") + z j dt, Uo(t,t1) V U(t:,t') (A.2) 
R 


où 
Uo(t,t') = exp[- iH(t — t’) /A] (A.3) 


est l’opérateur d’évolution associé à l’hamiltonien non perturbé 
H L’équation intégrale (A.2) satisfaite par l'opérateur d’évolution 
peut être ïitérée pour donner le développement perturbatif de 
U(t,t') en puissances de V. On obtient ainsi l’équation (13) du 
complément A; et le développement des amplitudes de transition 
donné par l’équation (C.8) du chapitre I. 

La contrainte imposée à fr, de varier entre f' et £ empêche que 
l'intégrale figurant en (A..2) soit un produit de convolution. C’est pour 
éliminer cette contrainte et faire apparaître un vrai produit de 
convolution, se transformant en produit simple par transformation de 
Fourier, que nous introduisons maintenant de nouveaux opérateurs, 
très étroitement reliés à U(r,t'). 


2. Fonctions de Green - Propagateurs 
Considérons les opérateurs K, et Kọ, définis par 
K, (t,t) = U(t,t') 0t -t') (A.4) 
Ko (£t) = Ur") O- 1") (A.5) 


où (x) est la fonction de Heaviside, égale à 1 pour x >=0, et à 
0 pour x<0. En multipliant les deux membres de (A.2) par 


£ +o 
Ə(t — t'), et en remplaçant f dt, par f dt, 0(t — t) 8(t, — t’), on 
5 


— 
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vérifie aisément que 
1 +% 
K, (t:t') = Ko, (£t) + E | dt; Ko, (t:t:) V K, (tit) (A.6) 
-%0 


L’équation (A.6), très analogue à (A.2), fait intervenir maintenant un 
vrai produit de convolution. 

Avant de prendre la transformée de Fourier de (A.6), notons que, 
compte tenu de (A.1.a) et du fait que d 4(x)/dx = ô(x), K, (t,t') obéit 
à réquation 


(ne H) K, (tt) = iñ 8t- r’) (AT) 


La forme de l’équation (A.7), avec une fonction (t —r') au second 
membre, explique pourquoi l'opérateur K, (r,t") est appelé parfois 
« fonction de Green». En fait, il s’agit d’une fonction de Green 
retardée puisque K, (t,t') n’est non nul que pour ż >t’. Il est possible 
également d'introduire des fonctions de Green avancées 


K_(t,t') = — U(t,t') 6(1 —t) (A.8) 
Ko- Ctt’) = — Utt’) O(t — t) (A.9) 

K_ obéit à la même équation d'évolution que K, 
(i5 - H) K_(t)=ih 8{ 1") (A.10) 


mais satisfait à des conditions aux limites différentes. 
Introduisons maintenant la transformée de Fourier de K, (t,t'), qui 
ne dépend en fait que de r = ż — t'. Posons pour cela 


+ A 
RIRE al dE e-'®" "G, (E) (A.11) 


le coefficient — 1/27ri étant introduit pour avoir la forme la plus simple 
possible pour G,. En inversant (A.11), nous obtenons 


+ | 
G,(Æ) = z f dr e'E"/* K, (1) (A.12) 
-%0 
Comme K, (r) = e~7'H"/* g(r), Péquation (A.12) devient 


La . 
G, (E) = l dr e'E-m/* 
0 


Life ni 
Lim — dr etE-H+in)r /h 
10, ER Jo 
1 


HA ECH in n 


1i 
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où n est un nombre réel que l’on fait tendre vers zéro par valeurs 
positives. Des calculs analogues peuvent être faits pour K_ et sa 
transformée de Fourier G_(E) définie par 


+% | 
Rajes _ f dE e-'E"/*G_(E) (A.14) 
Ils conduisent à : 


G_(E mt. A.15 
(E) = Lim e (A.15) 


Les opérateurs G, (E) et G_ (E), introduits en (A.13) et (A.15) sont 
appelés propagateurs retardé et avancé. 

Par transformation de Fourier, l'intégrale de (A.6) devient un simple 
produit, et équation intégrale (A.6) devient une équation algébrique 


G, (E) = Go (E) + Go, (E) V G, (E) (A.16) 
où Go, (E) est le propagateur retardé associé à H,. Notons d’ailleurs 
que l’équation (A.16) peut être établie directement à partir de l'identité 


Lits (B-A)2 (A.17) 


écrite avec A=E-H+in, B=E-H;+in et donc 
B-A=H-H,;=V. 


3. Résolvante de l’hamiltonien 


La forme très simple de G,(E) suggère d'introduire l’opérateur 

G{z), fonction de la variable complexe z, défini par 
1 

= —— A..18 

GO = — (A.18) 

G(z) est appelé résolvante de l’hamiltonien H. Les propagateurs 

G, (E) et G_(E) sont simplement les limites de G(z) quand z tend vers 

le point E de l’axe réel, par valeurs positives ou négatives de la partie 

imaginaire 


G, (E) = Lim G(E+in) (A.19) 


n—0, 


L'opérateur d'évolution U(r) s'exprime par une intégrale de contour 
simple de G(z). Comme 8(x) + 8( — x) = 1, les équations (A.4) et 
(A.8), entraînent en effet que 


U(t) = K,(T) - K_(r) (A.20) 
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ce qui donne, compte tenu de (A.11) et (A.14) 
1 +% ` 
Daa f dE e-'®"/*[G_(E)- G, (E)  (A21) 
2ri J o 


I suffit alors d'utiliser (A.19) pour obtenir 


_ 1 —izt/ħ 
U(t) = z7 . dz e G(2) (A.22) 


où C, +C_ est le contour représenté sur la figurel. C, et 
C_ sont des droites situées respectivement immédiatement au dessus et 
au dessous de laxe réel et parcourues de droite à gauche pour 
C, , de gauche à droite pour C_. Pour T = 0 (r <0), la contribution de 


C_(C,) est nulle. 


Figure 1. Contour d'intégration figurant dans l'intégrale 
donnant U(r) en fonction de G{(z). 


Comme U(r) se déduit de G(z) par une intégrale de contour, il est 
clair que les propriétés analytiques de la résolvante G(z) jouent un rôle 
important dans la détermination des propriétés de U(r). On peut 
montrer (voir complément A;r) que les éléments de matrice de 
G(z) sont des fonctions analytiques de z dans tout le plan complexe 
privé de l’axe réel. Les singularités, qui sont toutes sur l’axe réel, 
consistent en des pôles situés aux valeurs propres discrètes de l’hamilto- 
nien À, et en des coupures s'étendant sur les intervalles correspondant 
au spectre continu de H. Une coupure est caractérisée par le fait que les 
éléments de matrice de G(z) ne tendent pas vers la même valeur, quand 
z tend vers un point de l’axe réel situé sur la coupure, par dessus ou par 
dessous. La différence entre ces deux valeurs représente l’écart entre 
les deux « lèvres » de la coupure. Notons d’ailleurs qu’il est possible, en 
partant par exemple du demi plan supérieur, de prolonger analytique- 
ment, à travers la coupure, la détermination de G(z) du demi plan 
supérieur vers le demi plan inférieur. On explore ainsi le « deuxième 
feuillet de Riemann ». La fonction prolongée n’est plus nécessairement 
analytique en dehors de l’axe réel et peut avoir des pôles complexes, qui 
se trouvent décrire des états instables du système (états ayant une 
énergie complexe et caractérisés par un amortissement exponentiel). 
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Nous aurons l’occasion de revenir plus loin sur ce point. 
Donnons enfin le développement perturbatif de G(z) en puissances 
de V. L'identité (A.17), appliquée à À = z — H, B = z - Ho, donne 
G(z) = Gofz) + Go(z) V G(z) (A.23) 


où Gyz) est la résolvante de H,. Cette équation algébrique peut être 
itérée aisément pour donner 


G(z) = Gofz) + Go(z) V Go(z) + Go(z) V Gofz) V Go(z) + … 
(A.24) 


Prenons l'élément de matrice de (A.24) entre les états propres 
(P| et |p; de Ho, d'énergies non perturbées E; et E,. En utilisant la 
relation de fermeture sur les états propres |y;) de H,, et en posant 
Gul) = <el GE) ler), Vy = e:lVle;), on obtient 


Gy(z) = õu + PRE Vu PETA + 


1 
z- E; 
O E ER (A.25) 

ZE, Nz-E, "z726 i 


La structure de (A.25) est très simple et fait intervenir des produits 
d'éléments de matrice de V et de dénominateurs d’énergie (non 
perturbée). 
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B - RESOMMATION FORMELLE 
DE LA SÉRIE DE PERTURBATION 


1. Etude d’un exemple simple - Méthode diagrammatique 


La forme simple du développement (A.24) ou (A.25) permet de 
regrouper les termes où un dénominateur d'énergie 1/(z — E,) relatif à 
un état non perturbé particulier | ,) apparaît n fois, puis de resommer 
formellement la série de perturbations. On aboutit ainsi à des expres- 
sions compactes et exactes sur lesquelles des approximations intéressan- 
tes peuvent ensuite être effectuées. 

Supposons par exemple que |¢,) soit un état discret de H,, d'énergie 
E,, bien isolé de tous les autres états discrets (par contre, E, peut 
tomber à l’intérieur du spectre continu de Ho). L'élément de matrice 
Go(z) = <ps|Go(z)| pr) = 1/(z — E,) de la résolvante non perturbée 
a un pôle en z = E, et varie par suite très rapidement sur le contour 
C, +C- de la figure 1 au voisinage de z = E,. On s’attend donc à ce 
qu’il en soit de même pour l'élément de matrice de la résolvante 
perturbée G;(z) = (p,|G(z)|w,), qui tend vers Gop(z) quand V tend 
vers zéro. Il est clair qu’au voisinage de z = E,, les dénominateurs 
d'énergie en 1/(z — E,) du développement (A.25) de G,(z) jouent un 
rôle essentiel. Essayons donc de regrouper les termes de ce développe- 
ment qui contiennent tous le même nombre de dénominateurs en 
1/(z — Es). 

Avec k =l =b, le terme d’ordre zéro en V de (A.25) se réduit à 
1/(z —-E;) et contient donc une fois ce dénominateur d'énergie. 
Comme k = l = b, les termes suivants du développement contiennent 
au moins deux fois 1/(z — E,). Pour qu’ils ne contiennent que deux fois 
1/(z — Es), il faut que tous les autres dénominateurs d’énergie soient 
relatifs à des états |p;) autres que |w,). L'ensemble de ces termes 
peut donc se représenter diagrammatiquement sous la forme 


b 
b 
b r jb 
+ ti#b+ O +a. (B.1) 
b lib 
b b 


où un trait plein représente un terme 1/(z — E,), un trait pointillé un 
terme 1/(z-E;) avec i #b, un rond un élément de matrice de 
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V entre les deux états associés aux traits situés de part et d’autre du 
rond (la sommation sur les états intermédiaires i, j ... est sous-enten- 
due). La somme (B.1) peut être réécrite formellement 


b 
(B.2) 
b 
où le carré symbolise la somme 
Go 
I 
Eli: SR i Oa (B.3) 
ro og 
et dont l'expression explicite, notée R,(z), est égale à 
1 
R = O VA 
a(z) = Va + P Va E, Vis + 
1 1 
+ 2 >» nr LR AA .. (B.4) 
i i#b J 


Le raisonnement précédent se généralise aisément aux termes qui 
contiennent n dénominateurs en 1/(z — E,). Par exemple, l’ensemble 
des termes n = 3 est représenté par 


(B.5) 


et contribue à G,(z) par 


er = 5 [RG (B.6) 
Z — Ep 


Il suffit ensuite de sommer les contributions correspondant aux diverses 
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valeurs de n pour obtenir 


2 [R2]? 1 2 [ Rz) ]” 
aea O 02 
c'est-à-dire encore 
1 
G;(z) = 2=E,- RG) (B.8) 


Il convient de bien noter que l'expression (B.8), qui resomme 
formellement la série de perturbation en faisant jouer un rôle privilégié 
à l’état |b), est une expression exacte. Nous en avons donné ici une 
« démonstration diagrammatique ». Nous allons maintenant présenter 
une autre démonstration de (B.8), qui utilise des opérateurs de 
projection et qui a l’avantage de pouvoir s’appliquer à des situations où 
il est intéressant de privilégier, non pas un seul, mais plusieurs états 
propres discrets de Ho. 


2. Méthode algébrique utilisant des opérateurs de projection 


a) PROJECTEUR SUR UN SOUS-ESPACE ĝo DE L'ESPACE DES ÉTATS 


Soit p un sous-espace de lPespace des états sous-tendu par un 
ensemble de vecteurs propres de Ho, { |p,),|ps).…,]çpr) }, qui 
jouent un rôle important dans le processus physique étudié et que l’on 
désire privilégier dans le développement de G(z) en puissances de 
V. Si les états |®,),1w,),...|,) sont orthonormés, le projecteur sur 
le sous-espace &, s'écrit : 


P = | Pa) Pal + [Po (Pol +... + lo) il (B.9) 

et satisfait aux relations 
P =P* (B.10.a) 
P?=P (B.10.b) 


caractéristiques d’un projecteur orthogonal. 
Nous désignerons par Sọ le sous-espace supplémentaire de &, et par 
Q le projecteur sur So qui s'écrit 


Q=1-P (B.11) 
et satisfait à des relations analogues à (B.10) 
Q = o* (B.12.a) 


Q =Q (B.12.b) 


IIL.B.2 Resommation de la série de perturbation 171 


Comme les sous-espaces &, et So sont orthogonaux, on a de plus 


PQ=QP=0 (B.13) 

Par ailleurs, le fait que les états |4), | bY»... |1) soient états propres 
de H, entraîne que 

[P,Ho] = [Q.H] = 0 (B.14) 


et par suite, d’après (B.13), que 
PHQ-Q0HP=0 (B.15) 


Nous nous proposons de calculer ici la restriction P G(z)P de 
G(z) dans le sous-espace ĝo. Nous calculerons également les autres 
restrictions de G(z): à l’intérieur de Zop Q G(z)Q, et entre 
o et Po, P G(2) Q et Q G(2) P. 


b) CALCUL DE LA RESTRICTION DE LA RÉSOLVANTE DANS LE SOUS- 
ESPACE ĉo 


Partons de l’équation de définition de G(z) 


(z - Ha- V) G(z)=1 (B.16) 
que nous multiplions à droite par P , à gauche par P ou Q. Si Pon insère 
P + Q =1 (voir (B.11)) entre (z — Ho — V) et G(z) et qu’on utilise 
(B.15), on obtient les deux équations suivantes 

P (z — H) P [P G(z) P] -P V Q [Q G(z) P] = P (B.17) 
-QV P [P Gz) P) + Q(z- H) Q [Q GzP] =0 (B.18) 
qui sont deux équations opératorielles reliant les deux opérateurs 


P G(z) P et Q G(z) P. Pour éliminer Q G(z) P entre ces deux équa- 
tions, il suffit de réécrire (B.18) sous la forme 


_ Q 
Ceu e= GR o Oro Or (B.19) 


et de reporter ensuite (B.19) dans (B.17) pour obtenir 


Q = 
PE Ho-V-V 5 VIP G@)P = P B20) 


Introduisons alors l’opérateur R(z) défini par 


RG)=V+V (B.21) 


nr  , 
z-0HQ-90VQ 


L'opérateur R(z) est appelé « opérateur déplacement » pour des raisons 
qui apparaîtront plus loin. Son développement perturbatif en puissances 
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de V s'écrit 


= Q Q Q 
RKE e a a (B.22) 


(Nous avons utilisé (B.12.b) et (B.14) pour écrire Q[z - Q Ho QJ! = 
Q [z - Hol° '). La présence des opérateurs de projection Q dans le 
développement (B.22) entraîne que les dénominateurs d’énergie appa- 
raissant dans (B.22) sont tous relatifs à des états propres de 
H, autres que ceux qui sous-tendent &,. En reportant (B.21) dans 
(B.20), nous obtenons pour la restriction de G(z) dans &, l'expression 


P 


P GO) P = — ET P P ROP 


(B.23) 
qui généralise l’équation (B.8). 

Montrons tout d’abord que l’équation (B.23) redonne bien (B.8) 
quand le sous-espace ĝo ne contient qu’un état propre |w,) de 
Ho, auquel cas 


P = |p) (e5l (B.24) 
Q = 1- |p) <el = F loi) (pil (B.25) 


i#b 


Les restrictions dans &, de G(z), R(z), Ho, qui apparaissent dans 
(B.23), se réduisent alors à des matrices 1 x 1, c’est-à-dire à des 
nombres égaux respectivement à  G,(z) = (w,|G(z)|æ;), 
R;{z) = (e| R(z)| Pb) et (ppl Hol Ps) = E,. L’équation (B.23) a 
donc bien la même forme que (B.8). De plus, en prenant l’élément de 
matrice des deux membres de (B.22) entre {p,| et |, et en utilisant 
la forme (B.25) de Q, nous vérifions que la quantité R,(z) apparaissant 
dans (B.23) coïncide bien avec le développement (B.4) trouvé plus haut 
de manière diagrammatique. 

Dans la partie C, nous envisagerons également des situations où le 
sous-espace &, contient deux états propres discrets |p) et |.) de 
Ho, de valeurs propres E, et E., auquel cas 


P = ps) (pol + pe) (pel (B.26) 
Q = $ LORKA (B.27) 


La matrice représentant P G(z) P dans la base { |@,),[w@,) } de 
&, est alors une matrice 2 x 2 


GC) os aa 
Gaz) Gaz) 
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L’équation (B.23) exprime que la matrice 2 x 2 écrite en (B.28) est 
l'inverse de la matrice. 


4 — E, — Rẹ (2) $ K 
A R(z) Z — Ee js R, (2) 


(B.29) 


c) CALCUL DES AUTRES RESTRICTIONS DE G(z) 
Le report de (B.23) dans (B.19) donne 


P 


E Q 
CCO P= GRO -0VO"7-FHP-PROP 


(B.30) 


Pour obtenir P G(z) Q, il suffit de prendre les adjoints des deux 
membres de (B.30) et d'utiliser l’hermiticité de P, Q, Ho, V. En 
changeant z* en z dans l’équation ainsi obtenue, nous trouvons 


— P Q 
POGO = PHP PROP :-0H0-0v0 P5 


Calculons enfin Q G(z) Q. Multiplions pour cela (B.16) à droite et à 
gauche par Q. Il vient 


QzG-HQ[QGG)QI-QVP[PGE)QI-Q (B.32) 
On en déduit, compte tenu de (B.31) 


i Q 

GO) = GO OVO * 

a a Pea 0 à 
20H50 QVO’ z- PHP PROP z- QHo0 - OVO 


(B.33) 


d) INTERPRÉTATION DE L'OPÉRATEUR DÉPLACEMENT 


L'opérateur P R(z) P apparaît au dénominateur des expressions 
(B.23), (B.30), (B.31) et (B.33) donnant les diverses restrictions de 
G(z). « Oublions» momentanément que P R(z)P dépend de z. 
L'examen de (B.23) suggère alors de considérer P RP comme un 
« hamiltonien » dans le sous-espace £p, s’ajoutant à P Ho P et permet- 
tant de déterminer les déplacements des niveaux perturbés par rapport 
aux niveaux non perturbés, d’où le nom d’opérateur déplacement 
donné à R(z). Cette interprétation de P RP permet également de 
comprendre simplement la structure des autres expressions obtenues 
plus haut. Par exemple, la lecture de l'expression (B.30) (de la droite 
vers la gauche) suggère que le système, partant de Êg, évolue sous 
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leffet de «l’hamiltonien » P Họ P + P RP, passe sous l'effet du 
couplage V dans le sous-espace So où il évolue sous l'effet de 
lhamiltonien Q H, Q + Q V Q. 

Essayons maintenant de préciser un peu plus la dépendance en 
z de P R(z) P. En fait, dans intégrale de contour (A.22) qui permet de 
calculer les éléments de matrice de U(r) à partir de ceux de 
G(z), ce sont les valeurs de G(z) au voisinage immédiat de laxe réel qui 
interviennent. Il est donc important de calculer les éléments de matrice 
de P R(z)P pour z=E+in, où E est un point de Faxe réel et 
n un infiniment petit positif. Soient | p5} et | ¢,) deux états propres de 
H, appartenant à &,. D’après (B.21), nous avons 


à 1 
RE +in) = Vi + (P |V Q E=0HO<in QVIe.) (B.34) 
Comme 
l1 > x 2 I] (= ) RAA 
T FES TEE DL 3 zim ô(x)  (B.35) 
il vient 
_ , Tie(E) 
RE +in) = Vr+h | AlE) Fi 5 (B.36) 
où 
-1 Q 
AlE) = EP (Pl VE-oHo V le.) (B.37) 


Tu(E) = T lol VQBE-QHO)QV Ie) (B-38) 


Comme les opérateurs V, H, P, Q sont hermitiques, il est clair sur 
(B.37) et (B.38) que les matrices d'éléments AL(E) et T,(E) sont 
hermitiques 


A,(E) = Aÿ(E) 
l'E) = TXE) (B-39) 


Par contre, la présence du facteur į dans (B.36) montre que, si 
I(E) est non nul, l'opérateur P R(E +in) P est représenté dans 
&9 par une matrice non hermitique. Même s'il est légitime, comme nous 
le verrons par la suite dans de nombreux cas, de négliger la variation 
avec E de A,.(E) et T(E) autour de l'énergie non perturbée des 
niveaux de fọ, P R(E +in) P n'est pas un vrai hamiltonien. La partie 
antihermitique de cet opérateur (provenant des termes + iħ Ipe) décrit 
des phénomènes dissipatifs, c’est-à-dire exprime le fait que le système 
peut quitter fp de manière irréversible. 
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Remarque 

Lorsque T,(E) est non nul, il apparaît également sur (B.36) que 
R,(E +in) ne tend pas vers la même valeur quand z tend vers le point 
E de l'axe réel par dessus ou par dessous, ce qui est caractéristique d’une 
coupure. En fait, on peut montrer par des calculs analogues à ceux du 
complément À ;;; que P R(z) P admet des coupures sur tous les intervalles 
de l’axe réel correspondant au spectre continu de Q H Q. Par contre, 
P R(z)P diverge quand z tend une valeur propre discrète E, de 
Q H Q, auquel cas A,{E) et T,(E) ne sont pas définis en E = E,. 


3. Introduction de quelques approximations 


Toutes les expressions établies dans le paragraphe précédent sont 
exactes. Nous allons montrer maintenant qu’elles se prêtent particuliè- 
rement bien à des approximations de type non perturbatif prenant en 
compte certaines contributions de V à tous les ordres et privilégiant un 
ou plusieurs états non perturbés. 


a) CALCUL PERTURBATIF DE L'OPÉRATEUR DÉPLACEMENT. RESOM- 
MATION PARTIELLE DE LA SÉRIE DE PERTURBATION. 


Considérons tout d’abord la situation envisagée au paragraphe B-1 
ci-dessus où Ho possède un état propre discret |p) bien éloigné de 
tous les autres états propres discrets de H,. Comme nous l’avons déjà 
indiqué, c’est au voisinage de z = E, sur le contour C, + C_ de la 
figure 1 que G;(z) prend les valeurs les plus importantes. Etudions alors 
l'expression (B.4) au voisinage de z = E,. Tous les dénominateurs 
d'énergie intervenant dans le développement de R,(z) sont grands 
puisque les autres énergies discrètes de Ho sont, par hypothèse, 
éloignées de E;. Par ailleurs, même si E, tombe dans le spectre continu 
de Ho, les sommes sur les états intermédiaires associés à ce spectre 
continu font intervenir des fonctions delta et des parties principales qui 
ne conduisent à aucune divergence (voir les calculs du paragraphe C-1-a 
ci-dessous). Si V est suffisamment petit devant H,, la série (B.4) est 
rapidement convergente et il semble tout à fait légitime d’approximer 
R;(z) en ne gardant qu’un nombre fini de termes dans le développement 
(B.4), ou (B.3). Par exemple, on peut ne garder que les deux premiers 
termes de ces développements, ce qui revient à remplacer (B.4) par 

Roc) = Vis + 2 Vi E Vib (B.40) 


ou encore (B.3) par 


: 
BCE 4 2 (B.41) 
Ò 
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L'intérêt essentiel de l'expression (B.8) est qu’une approximation 
perturbative sur R;(z) ne correspond pas à une approximation perturba- 
tive sur G,(z). En effet, le remplacement dans (B.8) de R;(z) par 
l'expression approchée (B.40) revient à approximer G;(z) par 


1 e. (RG) 


z — E, — R,(z2) nao (Z — Ep) i 


(B.42) 


Il est clair sur (B.42) que l’expression approchée de G,(z), obtenue 
après l'approximation (B.40), contient des puissances arbitrairement 
élevées de V et ne correspond donc pas à une troncature du 
développement (A.24). En d’autres termes, l'approximation (B.40) 
revient à faire une resommation partielle de la série de perturbation : la 
somme infinie 


+ + + + (B.43) 
est remplacé par une autre somme infinie 


| + + + Ye (B.44) 


où l’on garde tous les dénominateurs en 1/(z — Ep) mais où l’on ne 
conserve au plus qu’un seul dénominateur en 1/(z -E;) avec 
i b entre deux dénominateurs en 1/(z — E;). 

Les considérations précédentes se généralisent aisément au cas où 
Ho possède plusieurs états propres discrets formant un ensemble bien 
isolé des autres états propres discrets de H,. Si P est le projecteur sur le 
sous-espace &, correspondant, l’approximation équivalente à (B.40) 
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consiste à ne garder que les deux premiers termes du développement 
(B.22) et à remplacer donc, dans (B.23), P R(z) P par 


PRG)P=PVP+PV-Q_vp (B.45) 
z — Ho 


b) APPROXIMATION CONSISTANT À NÉGLIGER LA DÉPENDANCE EN 
ÉNERGIE DE L'OPÉRATEUR DÉPLACEMENT 


Comme dans le paragraphe précédent, supposons tout d’abord que le 
sous-espace 6, ne contienne qu'un seul état |#,) et considérons 
l'expression (B.8) écrite pour z = E +in 


1 


GE in) EE REE) 


(B.46) 

Il arrive très fréquemment que les variations avec E de R(E +in) 
soient beaucoup plus lentes que celles de G (E + in), en particulier au 
voisinage de E = E,, où le « souvenir » du pôle apparaissant sur la 
résolvante non perturbée Go(z) = 1/(z — E) se manifeste par un 
comportement résonnant de G (E +in). Une approximation couram- 
ment effectuée consiste alors à négliger la variation avec E de 
R(E +in) et à poser dans (B.46) 


R(E +in)= Ry(E,+in) (B.47) 


Nous reviendrons plus loin ($ C-1-c} sur les conditions de validité d’une 
telle approximation. Comme R(E, +in) est une quantité complexe 
indépendante de E, il apparaît sur (B.46) qu’une telle approximation 
revient à corriger l'énergie non perturbée E, d’une quantité complexe, 
la partie réelle de la correction représentant un déplacement d’énergie 
et la partie imaginaire un élargissement. 

Dans le cas général, &, a une dimension supérieure à 1. Supposons 
que les états |®,), |P). |91) qui sous-tendent &, aient des énergies 
E, Ep... E, groupées autour de Eg. L’approximation équivalente à 
(B.47) consiste alors à poser 


PR(E+in)P =P R(Eo+in)P (B.48) 


Remarques 

(i) Il est bien sûr possible d'effectuer à la fois les deux approximations 
précédentes, c’est-à-dire de remplacer R,(z) par une expression perturba- 
tive À,(z), puis de négliger les variations avec E de R¿,(E + in). 

(ii) En remplaçant R,(E +in) par R,(E,+in) dans (B.46), on obtient 
une expression approchée de G,;(E +in) qui ne peut plus présenter de 
pôles au voisinage des autres valeurs propres discrètes de H. Or, 
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l'expression exacte de G,(z), G (z) = (es|(z — H)7'|@:), montre que 
G,(z) possède des pôles aux valeurs propres discrètes E, de H, les résidus 
correspondant à ces pôles étant égaux à | (pp| Wa) |°, où | Ya) est l’état 
propre de H de valeur propre E,. Le résidu | (g| Ya) |? est très petit si 
V est très petit et si |[#,) tend, quand V tend vers zéro, vers un état 
propre discret de H, orthogonal à |#,). Ce sont ces pôles, de résidu très 
petit, que l’approximation (B.47) fait disparaître de G, (2). 
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C - ÉTUDE DE QUELQUES EXEMPLES D’APPLICATION 


Nous appliquons maintenant les méthodes non perturbatives précé- 
dentes à l’étude de quelques problèmes d’électrodynamique quantique. 
Un exemple important de situation où le sous-espace &, ne contient 
qu’un seul état discret est celui de l’émission spontanée de rayonnement 
à partir dun état atomique excité discret. Nous montrons dans le 
paragraphe 1 comment l'étude de la restriction P G(z) P de G(z) dans 
g permet d'étudier l’évolution de l’état excité et de retrouver la 
décroissance exponentielle de cet état ainsi que son déplacement 
radiatif. Toujours sur cet exemple simple, nous montrons ensuite dans 
le paragraphe 2 comment l'étude de Q G(z) P permet de calculer la 
répartition spectrale des photons émis spontanément et d’analyser 
d’autres phénomènes physiques intéressants comme les cascades radiati- 
ves. Les deux derniers paragraphes sont consacrés à l’étude de 
situations physiques où deux états discrets |p,) et |.) jouent un rôle 
important (sous-espace &, de dimension 2). Nous commençons ($ 3) 
par étudier l’effet d’un couplage entre deux niveaux atomiques excités 
de durées de vie différentes, un exemple important d’une telle situation 
étant la disparition de la métastabilité de l’état 2 s de Hydrogène par 
couplage Stark avec l’état 2 p. Nous étudions enfin ($ 4) les déplace- 
ments lumineux et la fréquence de Rabi généralisée associés à une 
résonance à plusieurs photons entre deux niveaux atomiques 
discrets (*). 


1. Evolution d’un état atomique excité 


a) CALCUL NON PERTURBATIF DE L'AMPLITUDE DE PROBABILITÉ 
POUR QUE L'ATOME RESTE EXCITÉ 


Considérons un atome dans un état excité discret |b} non dégénéré. 
Pour simplifier, nous ignorons les degrés de liberté externes de 
translation. Soit 


|v) = |b;0) (C.1) 


l’état du système global atome + rayonnement représentant l'atome 
dans l’état excité b dans le vide de photons. L'état |p, est un état 
propre de l’hamiltonien non perturbé Ho, dont l'énergie E, est supposée 


(*) Les exemples physiques considérés dans les paragraphes 3 et 4 correspondent à la 
situation générale où les deux niveaux |, et |.) ont des largeurs différentes. Le cas 
où les deux niveaux |¢,) et |.) sont, soit stables, soit de même largeur, se rencontre 
dans les expériences de résonance magnétique dans les niveaux fondamentaux ou excités. 
Cette situation conduit à des calculs plus simples (voir complément A,,;). 
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très éloignée de toutes les autres valeurs propres discrètes de 
H,. Nous allons calculer 


G,(z) = <b;0|G(z)|b;0) (C.2) 


pour en déduire ensuite, grâce à l'intégrale de contour (A.22), 
l'amplitude de probabilité 


Un(r) = (b;0|U(7)|b;0) (C.3) 


pour que atome, initialement dans l’état b, reste dans cet état pendant 
un temps 7. 
D’après la formule (B.8), G;(z) est égal à 


1 


GO EG 


(C.4) 


où R;(z) est donné par une expression analogue à (B.4). En électrody- 
namique quantique (voir $C-1 du chapitre I), V = Hp + Hy où 
H, et Hn sont d'ordre 1 et 2 vis-à-vis des charges q, (nous négligeons 
ici les effets liés aux spins, décrits par HJ). Comme dans le paragra- 
phe B-3-a, remplaçons R;(z) par son expression à l’ordre2 en 
qa qui s'écrit 


(b:0/Hnla;ke) {a;ke | H; |b;0) 


R,(z) = (b:0|Ħn|b:0) +55 z — E, — o 


(C.5) 


où |a;ke) représente l’atome dans l’état interne a en présence d’un 
photon ke. A l’approximation des grandes longueurs d’onde, le premier 
terme de (C.5) se réduit à une constante indépendante de b, donnée par 
Pexpression (E.5) du chapitre II et que nous supposerons réintégrée 
dans Ho. D’expression (C.5) se réduit alors au dernier terme, dont la 
représentation diagrammatique (analogue à (B.41)) est 


a ke (C.6) 


le trait pointillé de (B.41) étant remplacé ici par l’ensemble d’une ligne 
droite représentant l'atome dans l’état a et d’une ligne ondulée 


représentant le photon ke. Le remplacement de R,(z) par R,(z) dans 
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(C.4) revient donc à resommer dans G,(z) l’ensemble des termes 


b 


b a” ke” 
b a 1e! b 
b 4. g ke + b + a’ ke + (C.7) 
b a ke b 
b a ke 
b 


Sont ainsi négligés tous les processus où plusieurs états intermédiaires 
(au lieu d’un seul) apparaissent entre deux états |b;0) (représentés par 
une simple ligne atomique b sans ligne ondulée de photons), par 
exemple 


b b 
a” a” k'e’ 
k'e' 
ou a’ ou a £#b (C.8) 
ke 
a a ke 
b b 


Calculons maintenant la valeur de R,(z) au voisinage de l'axe réel. Le 
dernier terme de l’équation (C.5) donne 


| <a;ke | Hn |b;0) |? 


RE Æ in) = L L Etin- E, ko (C.9) 
Compte tenu de (B.35), il vient alors 
> | om se LE) 
R (E +in) = RhA (E) F iħ 7 (C.10) 
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avec 
: ke! Hn1b;0) |? 
ÀE) = TSY |(ake|Hn|b:0) [?8(E - E,- ho) (C.12) 


de sorte que l'expression approchée de G (E + in) s'écrit 


Gimana E) 


Etine Ey- La £ PE) 


Avant d’aller plus loin, soulignons quelque propriétés importantes 
des fonctions Î,(E) et Â (E). Tout d’abord, il découle des équations 
(C.11) et (C.12) que 


ÎE’) 
E-E 


À, (E) = = P f dE' (C.14) 
La relation (C.14) est une relation de dispersion entre les deux fonctions 
À,(E) et l',(E) qui sont transformées de Hilbert l’une de l’autre. Par 
ailleurs, il apparaît clairement sur (C.12) que Î,(E) est positif et n’est 
différent de zéro que pour E >E, (puisque Æ,+ñhw varie entre 
E, et + œ ). En fait, l',(E) dE caractérise l'intensité du couplage entre 


l’état initial |b;0) et l’ensemble des états finals |a;ke ayant une 
énergie comprise entre E et E + dE. Comme les densités d’états et les 
éléments de matrice de H, varient en général lentement avec l’énergie 


E, il s’ensuit que l',(E), et par suite À,(E), sont des fonctions lentement 
variables de E. Enfin, pour E = Ep, ÀÂ,(E) et Î (E) prennent des 
valeurs, que nous noterons À, et l,, qui sont données par 


| {axke|Hn|b;0) |? 


A 1 
du he 4 E,-E, - ho 


a ke 


(C.15) 
r, = ÎE») = SZ Lake] Hnlb:0) |?8(E; - E, — ha) 


(C.16) 


et dont l'interprétation physique est très claire : hA, est le déplacement 
(au second ordre en q) de l’état b, dû au couplage avec le rayonnement. 
I, est la probabilité par unité de temps d'émission spontanée d’un 
photon de l’état b vers un état a d'énergie inférieure. 
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b) DURÉE DE VIE ET DÉPLACEMENT RADIATIFS 


Revenons maintenant à l’expression (C.13) de G,(E + in) et introdui- 
sons l’approximation supplémentaire consistant à remplacer les fonc- 


tions L',(E) et À,(E), qui sont des fonctions lentement variables de 


E, par les valeurs qu’elles prennent au voisinage de E = E,. On obtient 
ainsi 


GE = in) = — — (C.17) 
E-—E,-hA+isT, 
L'intégrale de contour (A.22) de (C.17) donne alors 
U(r) = e” E tta) o Rilr1/2 (C.18) 
L'expression (C.17) peut encore s'écrire 
CN TEE EA F (C.19.a) 
x ptb 
= h — 
E E, +1 3 
où 
Ê,=E,+h4, (C.19.b) 


est l'énergie de l’état b corrigée du déplacement radiatif # À,. Les 
résultats annoncés dans le paragraphe A-1-c du chapitre II sont ainsi 
démontrés : l’état excité b est déplacé et la probabilité de présence de 
l'atome dans l’état excité décroît exponentiellement avec une durée de 
vie 7, = 1/1, En fait, les divers termes de la somme partielle infinie 
(C.7) correspondent par transformée de Fourier aux divers termes du 
développement de l’exponentielle (C.18) en puissances de À, et 
T,. Si l’on avait arrêté le développement de perturbation à un certain 
ordre n, on aurait obtenu un polynome en f, et non une décroissance 
exponentielle. Il apparaît ainsi clairement qu’un traitement non pertur- 
batif est indispensable pour rendre compte de la décroissance exponen- 
tielle des états excités. 


c) CONDITIONS DE VALIDITÉ DU TRAITEMENT PRÉCÉDENT 


Dans les deux paragraphes précédents, nous avons introduit deux 
approximations pour parvenir à l'expression (C.18) de U,(r). Tout 
d’abord, nous avons remplacé dans l'expression exacte (C.4) de 
G;(z), R;(z) par l’expression approchée À,(z) donnée en (C.5). Puis, 
nous avons négligé les variations avec E de R,(E+in) et remplacé 


R (E +in) par Å (E, =in) = hA, =F ih T,/2. 
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Commençons par étudier la deuxième approximation. Examinons le 
résultat que l’on obtiendrait pour U,(r) si l’on ne négligeait pas la 
dépendance en E de À,(E +in). Au lieu de (C.17), nous utilisons donc 


maintenant (C.13). D’après (A.21), U,(r) est, à un coefficient près, la 
transformée de Fourier de G,_(E)-G,,(E). De manière plus 
précise, les relations (A.21), (A.19) et (C.13) permettent d'écrire 


AGE f dE U(E) eE (C.20.a) 


— @ 


où 


AE) = z> (Gr - (E) - G», (E) 


1 f f 
= Szi kar [GE -in)- GE +in)] 
AT ,(E) 
1 ? HSE 
ES (C.20.b) 


n—0 + T: 


2 
[E - E, - hÂ,(E)} + | a + n| 
Pour que la décroissance exponentielle de U,(T) décrite par (C.18) soit 
valable, il faudrait que les variations de (E) avec E soient celles 
d’une lorentzienne. Or, il est clair sur (C.20.b) que ®,(E) ne coïncide 
pas en général avec une lorentzienne (*). Pour que l’approximation 
lorentzienne soit valable dans (C.20.b), il faut que Î,(E) et À,(E) 
varient très peu quand E varie autour de E, + h A, sur un intervalle de 
quelques AI',. V (E) est alors très proche de la lorentzienne conduisant 
à (C.18), sur un intervalle de valeurs de E égal à plusieurs fois la largeur 
de cette lorentzienne. Pour exprimer de manière précise la condition 
précédente, appelons wọ l'intervalle d’énergie au bout duquel 
Î,(E) et À,(E) varient de manière appréciable. Par exemple, si l’état 
b est le premier état excité et a l’état fondamental, # wọ est de l’ordre de 
E, — E,. Il faut alors que 


Wo > r, , Áp (C.21) 


Lorsque |E — E;| n’est plus négligeable devant #w,, il n’est plus 
possible de négliger dans (C.20.b) les variations avec E de Î,(E) et 


(*) Pour qu'il en soit ainsi, il faudrait que l',(E) soit indépendant de E, À,(E) étant 


alors nul d’après (C.14). Une telle situation correspond en fait à celle du modèle simple 
de continuum choisi dans le Complément C;. 
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À,(E) qui font que les ailes de #,(E) ne sont plus celles d’une 
lorentzienne. Les corrections correspondantes à la décroissance expo- 
nentielle sont étudiées dans le complément C ;;;, où l’on prend pour 
Î,(E) une courbe en forme de cloche, de largeur # wọ. 

Il nous reste à examiner l’autre approximation utilisée plus haut et 
consistant à remplacer R,(z) par l’expression perturbative écrite en 
(C.5). L’infiniment petit qui caractérise le développement perturbatif 
(B.4) de R,(z) est H;/Ho, c’est-à-dire encore en ordre de grandeur 
[T /Wof puisque T ~ HA/wo. L'inégalité (C.21) entraîne que, si les 
premiers termes (C.5) du développement perturbatif de R,(z) sont non 
nuls, les termes suivants peuvent être négligés. 

Notons enfin que la structure (C.20.b) de %,(E) demeure valable 
même si R (E + in) n’est pas approximé par À,(E + in) (voir remarque 
ii du paragraphe 3 du complément A). 


2. Distribution spectrale des photons émis spontanément par un atome 
excité 


a) ÉLÉMENT DE MATRICE DE LA RÉSOLVANTE ASSOCIÉ AU PROCESSUS 
ÉTUDIÉ 


Nous nous proposons ici de calculer l'élément de matrice de 
G(2) 


(axke |G(z) |b;0) (C.22) 


entre l’état initial |b;0) (atome dans l’état excité b dans le vide de 
photons) et l’état final |a;ke) (atome dans l’état a en présence d’un 
photon ke). Nous supposerons que a est l’état fondamental et 
b le premier niveau excité, la transition b — a étant permise. Une fois 
que (C.22) est calculé, l’amplitude de probabilité pour que l’atome ait 
émis un photon ke au bout d’un temps 7 en passant de b à 
a est obtenue par l'intégrale de contour (A.22). Si r est positif, seul le 
contour C, intervient et 


= 0 : 
(a;ke | U(7)|b;0) = nn f dE e-'E"/*{a;ke |G(E + in)|b:0) 
+0 


(C.23) 
Le premier terme non nul du développement (A.24) permettant de 
relier |b;0) à |a;ke}) est le terme Go Hn Go, ce qui donne : 


1 1 
(aike |GC)|b:0) =" (E lHnlb:0) —— 


E, Z — E, 
(C.24) 
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qui peut être représenté par le diagramme 


À (C.25) 


déjà introduit dans le chapitre II (voir figure 1). 

Soit #, le sous-espace sous-tendu par |[b;0). Comme |a;ke) appar- 
tient au sous-espace supplémentaire So, l'élément de matrice (C.22) 
est un élément de matrice de Q G(z) P. L'utilisation de (B.30) permet 
alors d'obtenir pour (C.22) l'expression exacte. 

1 


(a;ke |G(z)|b;0} = <a;ke | -0KO V 1b;0) <b;0|G(z)|b;0} 


(C.26) 


Le dernier élément de matrice de (C.26) a déjà été étudié dans le 
paragraphe précédent et nous avons obtenu pour ce terme une 
expression approchée (C.17), qui est non perturbative puisqu'elle 
resomme tous les diagrammes représentés en (C.7). Pour z = E +in, 
l'expression (C.26) s’écrit compte tenu de (C.19.a) 


(a;ke|G(E +in)}b:0) = 
1 1 
D = Vip de er 
E +in - OH 4 r 
Te BUR E-Ë+ih 


= (a;ke| 


Considérons maintenant le premier élément de matrice de (C.27). 
Pour l’évaluer, nous nous contenterons ici (comme dans le paragra- 
phe B-1 ci-dessus) de considérer des sous-ensembles de diagrammes 
issus du développement de G(E +in) en puissances de H,,. Nous 
pouvons ainsi essayer de resommer tous les diagrammes où l’état final 
|a;ke}) apparaît un nombre arbitraire de fois, ce qui fait apparaître un 
nombre arbitraire de dénominateurs en 1/(z — E, — ñw) analogues à 
celui figurant dans (C.24). Par contre, entre deux tels états |a;ke)}, 
nous ne gardons au plus qu’un état « non résonnant », c’est-à-dire 
différent de |b;0) ou |a;ke}. Plus précisément, nous nous limitons à la 
somme infinie de diagrammes du type (C.28) 
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ke 


ke ke 


(C.28) 


où le double trait b représente le propagateur perturbé de l’état initial 
correspondant au dernier terme de (C.27) et représentant symbolique- 
ment la somme infinie (C.7). Les diagrammes représentés en (C.28) 
suggèrent l’image suivante : une fois que le photon ke a été émis, 
l’atome dans l’état a émet et réabsorbe virtuellement des photons en 
permanence. De tels processus sont responsables du déplacement 
radiatif de l’état fondamental a. Notons qu’il n’y a pas d’instabilité pour 
l’état a car il n’y a pas d’état d’énergie inférieure vers lequel l’atome 
puisse se désintégrer radiativement à partir de a. Comme le photon 
ke est « spectateur » dans (C.28), on peut se convaincre aisément que la 
sommation de tous les diagrammes (C.28) conduit, avec les mêmes 
approximations que celles utilisées pour établir (C.17), à remplacer le 
premier dénominateur de (C.24) (écrit pour z=E+in) par 
1/(E +in — Ë, — how), où É, est l'énergie E, corrigée du déplacement 
radiatif A, de l’état a. Une approximation de l'expression exacte 
(C.26), meilleure que (C.24), est donc finalement 

(ake|G(E + in)[b:0) = LR 7 
(E +in — Ē, — ħw)(E — És+ih—) 


(C.29) 


et est représentée par le diagramme 
ke 
a 


(C.30) 


188 Etude non perturbative des amplitudes HI. C.2 


où les deux doubles traits représentent les propagateurs perturbés de 
l’état initial et de l’état final. Une approche plus directe que celle suivie 
ici, définissant de manière rigoureuse l’état final perturbé, est présentée 
dans le complément Br. 

Avant d'étudier la répartition spectrale du rayonnement émis, nous 
allons auparavant généraliser l’expression (C.29) au cas où la désinté- 
gration radiative de l’état excité initial fait apparaître plusieurs photons 
dans l’état final. 


b) GÉNÉRALISATION À UNE CASCADE RADIATIVE 


Nous considérons maintenant le cas où l’atome part d’un niveau 
c plus excité que b et retourne à l’état fondamental a en émettant deux 
photons ke, et ke, (voir les figures 2a et 28 représentant les deux 
ordres temporels possibles d'émission des deux photons). 


(a) (p) 


Figure 2. Passage de l’état excité c à l’état fondamental a par émission 
spontanée de deux photons k;e, et k,e). Les deux processus (a) et 
(8) diffèrent par l’ordre d'émission des deux photons. 


La présence d’un niveau b situé entre c et a entraîne que l'amplitude 
des processus (2æ) et (28) peut prendre des valeurs importantes à 
cause d’une résonance dans l’état intermédiaire. C’est ce qui se passe 
quand la fréquence w, du photon k,e, pour le processus (2a), ou la 
fréquence w, du photon k,e, pour le processus (28), sont très voisines 
de la fréquence w, de la transition c — b, l’atome passant intermédiai- 
rement dans l’état b. Une telle situation correspond à une cascade 
radiative c — b — a. 

Nous supposerons dans ce qui suit que les fréquences atomiques 
W 4 Et W pa Sont très nettement différentes (l’écart | w.p — w,,| étant très 
grand devant les largeurs naturelles F, et l, de c et b). Les deux 
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amplitudes associées aux processus (2a) et (28) ne peuvent pas alors 
être simultanément importantes (*). Nous supposerons w, voisin de 
o p et négligerons le processus (28). Le photon ke, est alors celui qui 
est émis en premier dans la transition c — b. 

L'élément de matrice 


(a;kie1,ke2| G(z) |c:0) (C.31) 
permet de calculer l’amplitude de transition 
(a;k;£1,k2€2| U(r) |c;0} = 
-%0 g 
= Lim 5 [ dE e ET /# (a;k;e;, ke] G(E +in)|c:0) 
+ 


n—0, œ 


(C.32) 


A l’ordre le plus bas en H;, le troisième terme du développement 
(A.25) donne, pour la contribution du processus (2x) à l’amplitude 
(C.31), le résultat 


(akie ke] Hnlb;k;e;) (bike: | Hn |c;0) 


RS .33 
Gho, ho, E)G-ho, EG -E) C9 
représenté par le diagramme 
k: €, 
a Fa k; €; 
(C.34) 


Comme dans le paragraphe précédent, nous pouvons resommer les 
autres diagrammes d’ordre plus élevé, du type de (C.35), contenant un 
nombre arbitraire de fois les états «résonnants» |c;0), |b;ke:), 
|a;k;e,ke,) comme états intermédiaires et ne contenant au plus qu’un 
état non résonnant entre deux tels états résonnants. 


(*) Voir cependant la remarque à la fin de ce paragraphe et l'exercice 15 qui 
considèrent la situation où les trois niveaux a, b,c sont à peu près équidistants. 
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a RE ke, 


b (C.35) 


c 


Comme plus haut, on peut montrer qu’une telle resommation revient à 
remplacer dans le dénominateur de (C.33) (écrit pour z = E +in), 


E; par Ë; — iħ (T;/2) avec i = a,b,c. On obtient ainsi 
(a;ki£1,k2€2| Hnlb;kse;) (bki,e1|Hnlc;0) x 


x (—_— ) E EE 
p = 5 r 
E+tin-ħøi—ħoz—- Esi \ E+in-ħo,- É+ih 


1 


E +i Ě h Le 
+in - Ë+ih 
Po (C.36) 


correspondant au diagramme obtenu en remplaçant dans (C.34) les 
trois simples traits abc par trois doubles traits symbolisant des 
propagateurs perturbés (voir le premier diagramme de (C.46)). 

Des méthodes plus algébriques, utilisant des opérateurs de projection 
sur plusieurs sous-espaces orthogonaux peuvent être mises en oeuvre 
pour étudier le problème des cascades radiatives. Elles confirment les 
résultats établis ici par des méthodes diagrammatiques (*). 


(*) Voir par exemple L. Mower Phys. Rev. 142, 799 (1966). A.S. Goldhaber and 
K.M. Watson, Phys. Rev. 160, 1151 (1967). L. Mower, Phys. Rev. 165, 145 (1968). 
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c) LARGEUR NATURELLE ET DÉPLACEMENT DES RAIES ÉMISES 


a) Raie émise à partir du premier niveau excité 

Revenons à l’émission spontanée d’un seul photon à partir du premier 
niveau excité b. 

Pour obtenir la distribution spectrale du photon émis, il faut calculer 
l'amplitude d'émission (C.23) pour un temps r suffisamment long pour 
que l’atome soit certainement retombé dans l’état a (r > r5), puis 
étudier la dépendance en w du carré du module de cette amplitude. 

Reportons (C.29) dans (C.23) et calculons l'intégrale sur E par la 
méthode des résidus. Pour 7 > l';!, seul le pôle en É, + ñw de (C.29) 
contribue, et on obtient 


(a;ke | Hn |b;0) 
e 


1 -i(Ē, + ħo)r/h 
; F (C.37) 


(a;ke|U(r)|b:;0) = 


où 
Õ ba = (Ë Su Ë,)/f (C.38) 


représente la fréquence (angulaire) de la transition reliant l’état 
b déplacé de # 4, à l’état a déplacé de ñ À,. Elevons au carré le module 
de (C.37). La dépendance en w du numérateur est beaucoup plus lente 
que celle du dénominateur et peut être négligée. La répartition en 
fréquence (w) des photons émis est donc proportionnelle à 


1 
Co — Ge) + (T3/2Ÿ 
Elle est donnée par une courbe de Lorentz de largeur à mi-hauteur 


T,, appelée largeur naturelle, centrée en &,,, qui diffère de wp, par le 
déplacement À, — À,. 


(C.39) 


B) Raies émises dans une cascade radiative 


Pour obtenir la répartition spectrale des deux photons émis dans la 
cascade radiative c  b — a (voir Fig. 2a), il faut maintenant reporter 


(C.36) dans (C.32). Pour r > T7 !,r5', seul le pôle en É, + hw + fo) 
contribue à l'intégrale et on obtient 


akie,,ke2| U(T)|c:0) =€ KE + has + her, 


3 (a;k;£1,52£3| Hn|b;kie:) (bikie:| Hz |c;0) 
aT E a na e Re E 
(hw, +ho,+ Ë,- Ë, +ih ho +Ë,- És tin) 


(C.40) 
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Comme plus haut, il est légitime de négliger la variation avec 
w, et w, du numérateur devant celle du dénominateur, de sorte que la 
distribution combinée Z(w,,w,) des fréquences des deux photons émis 
est donnée par 


1 
I(® 1,© 3) a 
[ortor utt | [02-0] (C4 


où &,, est déjà donnée en (C.38) et où 


Da = (È. = Ë,)/h (C.42) 


Supposons que l’on n’observe que le premier photon w,. Sa distribu- 
tion spectrale s’obtient en intégrant /(w,,w:) sur w, 


Ilw) = l dw, I(w1,@2) (C.43) 


L'intégrale sur w, de (C.41) peut être calculée aisément par la méthode 
des résidus. Il vient 


1 


I(w) = (C.44) 


Ti+ r. \2 
(wi — õa) + (=) 


Sp = (Ē. Go E) /h (C.45) 


La répartition spectrale des photons émis sur la transition c — b est 
donnée par une lorentzienne centrée en &,, et dont la largeur à mi- 
hauteur est la somme des largeurs naturelles 1. et l, associées aux 
deux niveaux supérieur et inférieur de la transition. 

Si par contre on n’observe que le photon w,, il faut intégrer (C.41) sur 
w,. On retrouve alors le même résultat que celui donné en (C.39). 


Remarque 
En toute rigueur, l'amplitude d'émission des deux photons est représentée 
par une somme de deux diagrammes différant par l’ordre d’émission des 
deux photons 

be Ke k £; Ke, 


À E b (C.46) 
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Ces deux diagrammes correspondent aux deux processus de la figure 2 et 
décrivent deux chemins différents faisant passer du même état initial au 
même état final. Les amplitudes correspondantes doivent donc interférer. 
En fait, si | õa — D| > TaT, les deux amplitudes ne peuvent jamais 
être simultanément importantes, de sorte que les effets d’interférence sont 
négligeables. Le calcul précédent est alors valable. Par contre, si les trois 
niveaux a, b, c, sont équidistants, les deux amplitudes associées à (C.46) 
peuvent être comparables et leur interférence ne peut plus être ignorée. 
Un exemple d’une telle situation est analysé dans l'exercice 15 qui étudie 
l'émission spontanée en cascade à partir du niveau n = 2 d’un oscillateur 
harmonique. 


3. Couplage indirect entre un niveau discret et un continuum. Exemple 
de la transition de Lamb 


a) PRÉSENTATION DU PROBLÈME 


Nous considérons maintenant le cas où un niveau discret |¢,} de 
Ho est couplé à un continuum, non pas directement (comme dans les 
paragraphes précédents) mais indirectement, via un autre niveau 
discret |, de Ho, d'énergie voisine. Cette situation se rencontre par 
exemple dans l’atome d'hydrogène, le niveau métastable 2 s, étant très 
proche en énergie du niveau instable 2 p; (voir figure 3). Nous allons 
montrer dans ce paragraphe qu’un faible couplage entre ces deux 
niveaux peut conduire à une réduction importante de la métastabilité 
du niveau 253 (*). 


25ip 


2 Pin 


15 


Figure 3. Schéma des niveaux d’énergie de l’atome d’hydrogène considérés 
dans ce paragraphe. Les niveaux 2s; et 2 p} sont quasi-dégénérés. Le niveau 
2 p, peut se désexciter vers le niveau 1s, en émettant un photon. Le niveau 
2 s, est métastable en absence de couplage W. 


(*) En fait, l’état 2 s, peut se désintégrer radiativement vers l’état 1 są par un processus 
d’émission spontanée à deux photons (voir chapitre Il, § D-1). Nous négligerons ici un tel 
processus car l'instabilité introduite par le couplage avec l’état instable 2 p, est beaucoup 
plus importante. 
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Le problème que nous considérons est donc celui d’un niveau discret 
Le.) = |c;0) de H, = Hp + Hp (atome dans l’état excité c en présence 
de 0 photon), couplé par un hamiltonien W à un autre niveau discret 
d'énergie voisine |p, = |b;0) (atome dans l’état excité b en présence 
de 0 photon), lui-même couplé par H, à un continuum d'états 
lake) (atome dans l’état fondamental a en présence d’un photon 
ke). Nous supposons par contre que |.) n’est pas couplé directement 
à |a;ke) par Hp et est donc métastable vis à vis de l'émission 
spontanée. Un système préparé initialement dans l’état | +.) doit donc 
passer intermédiairement par l’état |p,) avant de pouvoir émettre un 
photon. Il apparaît ainsi clairement que l’évolution de l’état |¢,) ne 
peut être étudiée indépendamment de celle de l’état |,). Nous 
sommes donc dans une situation où le sous-espace &, privilégié est 
engendré par |w,) et |p.) et a donc une dimension égale à 2. 

Pour l'exemple de l’hydrogène, nous supposerons que le couplage 
W entre les états |@,) et |p) est dû à un champ électrique statique 
E, extérieur, de sorte que 


W=-dE£, (C.47) 


où d est le moment dipolaire électrique de l’atome. 


Remarques 


(i) La théorie développée ci-dessous peut être aisément adaptée au cas où 
le couplage entre |p) et |p.) est dû à un champ électromagnétique 
hyperfréquence dont la fréquence est voisine de (E, — E,)/h. Si nous 
supposons qu’il y a initialement N photons dans ce mode k,e, du champ et 
que l'atome est dans l'état c, le couplage entre [|c:Nk;e,) et 
|b;(N + 1)k;€,) peut induire une transition entre ces niveaux. Comme le 
niveau |b;(N + 1)k;e,) est instable, puisque couplé au continuum d'états 
la;(N + 1)k,e.,ke), l'évolution du système est décrite par des équations 
analogues à celles que l’on obtient dans le cas du couplage Stark (C.47). Le 
sous-espace #, particularisé est alors engendré par [c;Nk;e,) et 
[b;(N + 1)kie;). 

(ii) Nous mettons ici l'accent sur l'instabilité de l’état | ¢, induite par le 
couplage W. Une autre approche possible consisterait à déterminer 
d’abord les états propres | x,} et | x) de la restriction de H, + W dans le 
sous-espace &, engendré par |g } et |@,.), puis à étudier l’effet du 
couplage radiatif entre les états |x,) et [x:} ainsi obtenus et le 
continuum { |a;ke} }. Il serait cependant incorrect de penser que 
l’évolution de |x,) et |x:) puisse se déduire exclusivement des éléments 
de matrice diagonaux (y | R(E +in)|x:) et {x2|R(E +in)|x2). Les 
états |x) et |x:} étant proches en énergie et couplés au même 
continuum {a;ke), il faut également tenir compte des éléments non 
diagonaux €x,|RÇE +in)| x2) et <x | R(E +in)|x:1). Un autre exem- 
ple physique où deux niveaux dégénérés sont couplés de manière 
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résonnante à un même continuum est étudié dans l'exercice 14 qui aborde 
le problème de la superradiance et de la subradiance d’un système de deux 
atomes. 


b) CALCUL NON PERTURBATIF DE L'AMPLITUDE DE TRANSITION 


Le système étant à l'instant initial dans l’état |., nous nous 
proposons de calculer l’amplitude de probabilité €.|U(r,0)[æ.) = 
U(t) de le trouver dans le même état à un instant ¢ ultérieur. Pour cela, 
nous considérons au préalable €p.|G(z)|e.) = G.(z). 

Comme les évolutions des états |, et |o.) sont couplées, il faut 
étudier la restriction de G(z) dans le sous-espace ĝo sous-tendu par 
|P) et |p.). Il découle alors du paragraphe B-2-b ci-dessus que la 
matrice (B.28) représentant P G(z) P est l’inverse de la matrice (B.29). 
Elle est donc égale à 


E a ki ; - E, — Re) a) 
Gaælz) Gaz) z Ra(z) z — E, — Riz) 
(C.48) 
où 
2 = [z - E; — Rø(z)] {7 — E. — Re(z)] — Riz) Ro(z) 
(C.49) 


est le déterminant de la matrice (B.29). 

Dans le problème physique étudié ici, l’hamiltonien H est la somme 
de Ho = Hp + HR et de V = Hy + Hp + W. Comme dans le paragra- 
phe C-1, nous allons effectuer des approximations sur les expressions 
exactes (C.48) et (C.49). Nous remplaçons les éléments de matrice 
R;; de R (avec i,j =b ou c) par des expressions perturbatives 
ki; calculées à l’ordre 2 inclus vis-à-vis des charges g. Le long du 
contour C, de la figure 1 (qui intervient pour 7 = 0), nous négligeons 
également la variation avec E de &Ř; NE +in), en remplaçant 
R;(E +in) par R;(Eọ+in) où E= (E, + E,)/2 est l'énergie 
moyenne des états |g) et |g). 

Commençons par calculer l'élément non diagonal R,(Es + in). 
L'hamiltonien Hp, qui magit pas sur les particules à l'approximation 
des grandes longueurs d'onde, ne peut pas coupler |, à |[@.). Quant 
à Hn, il ne peut coupler | ¢,) et |.) au deuxième ordre, car les états 
atomiques |b et |c} ont des parités opposées. Enfin, les termes de 
couplage «croisés» en Hy et W sont nuls entre les états |w,) et 
|9.) qui sont tous les deux vides de photons. On en déduit que, à 
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l’ordre 2 inclus en q 


Ri(Eo + in) = Wy (C.50.a) 
RalEo + in) = Wa (C.50.b) 


En ce qui concerne les éléments diagonaux À,, et R, nous négligerons 
l'effet Stark quadratique dû aux éléments de matrice de W entre l’état 
|b} (ou {c)) et les autres niveaux éloignés. Comme les termes 
diagonaux croisés en H, et W sont nuls, et que Ep = E, = E., on 
obtient 


| <aike | Hn |b;0) |? 


Ro(Eo + 17) Bi Ets 


i 


(b0|Hp1b:0) + F 
ke 


E AL, 
SURT ETD 
(C.50.c) 
et de même 
Ro(Eo +in) =A 4, (C.50.d) 


L'absence de terme imaginaire dans À,.(E) + in) est due au fait que 
l’état |c) est métastable. 

Finalement, les approximations faites plus haut sur P R(E +in)P 
reviennent à considérer que P G(z) P est la résolvante de l’« hamilto- 
nien» P Ha P + P R(Eo+in)P qui est représenté par la matrice 


LS ; T, 
E, = ih LE We 

(C.51) 
We È, 


(où nous avons posé comme plus haut Ë; = E; + h A; pour i = b,c). La 


matrice (C.51) apparaît ainsi comme un hamiltonien effectif non 
hermitique permettant d'étudier l’évolution à l’intérieur du sous-espace 
Êo 

Le report de (C.50) dans (C.48) et (C.49) donne 


= „Tb 
GE + in) = (C52) 


aT p 
(E-E+inz ) (E- Ë,)- |Wy[? 


Pour obtenir U„(7), il suffit alors d’effectuer l'intégrale de contour 
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(A.22) par la méthode des résidus. On obtient ainsi 


= T — Ïi22T a LE —iz1T 
(2-8 +n)e CE (a-&+m)e Fi 
TR a 
— 2] 
(C.53) 


où Z, et z, sont les valeurs propres de la matrice (C.S1). 


c) CAS D'UN COUPLAGE FAIBLE. FORMULE DE BETHE 


Considérons d’abord le cas où |[W,.| est très petit devant AI, 
(|Wycl <AT,). Les valeurs propres de (C.51) sont alors respectivement 
égales à : 


> r Wal? 
z = Ëp- iht + LOIR (C.54.a) 
A : b ms 
(E, == iħ y) — E: 
n Wael? 
A ER a (C.54.b) 


2 Eo 
Ein) -Ë 


Séparons les parties réelles et imaginaires de ces valeurs propres. Nous 
voyons apparaître ainsi les quantités 


wW 2 
A = — Õpe l «_ (C.55) 
à b 
(Gi +g) 
, | Weel? 
r =T, z (C.56) 


T$ 
(Gb +) 


dont la signification sera donnée plus tard (rappelons que 
h 5, = Ê, — Ë,), et nous obtenons 


F , 
a~ ha in QT) 


: T 
~ -ħA' ih z (C.57.a) 
n= Ë+h A HE (C.S7.b) 


Dans le cas d’un couplage faible, T’ et A’ sont très petits devant 
T, et les valeurs propres z; et z, diffèrent peu des termes diagonaux de 
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l’hamiltonien effectif (C.51), même lorsque la différence d’énergie 
hõ entre les niveaux b et c est nulle. En portant les valeurs de 
z} et z, dans l’expression (C.53) donnant U,{(t), on trouve que la 
contribution essentielle provient du pôle z}, de sorte que : 
Eee à ri 

Ual) me Rte? (C.58) 
Il ressort de (C.58) que le couplage W a deux conséquences pour le 
niveau c : d’une part, ce niveau est déplacé de la quantité RA’, d’autre 
part, il acquiert une durée de vie finie 1/17". Par suite de son couplage 
avec b, le niveau c est « contaminé » par b et devient donc instable. 
Nous voyons sur la formule (C.56), encore appelée formule de Bethe, 
que la probabilité de désintégration radiative par unité de temps 
T' varie avec õp, comme une courbe lorentzienne centrée en 
&y, = 0. Cette probabilité est maximum lorsqu'il y a égalité entre les 
énergies des niveaux b et c (déplacements radiatifs inclus). En 
revanche, la variation de A’ en fonction de ©, est celle d’une courbe de 
dispersion (voir (C.55)). Bien que couplés entre eux, les niveaux 
d'énergie continuent à se croiser en &,, =0 quand on balaie les 
énergies Č, et Ë, au moyen d’un paramètre extérieur (*). La perturba- 
tion W ne lève donc pas la dégénérescence des niveaux d’énergie 
lorsqu'elle est petite devant A T',. De même, on trouve que les états 


propres |,» et |2) de la matrice (C.51) diffèrent peu de |, et 
|p.) (les corrections étant au maximum de l’ordre de |W,.|/h1,) : 


W 
121) = |P) TONE pc) (C.59.a) 
(du-i z) 
W. 
lp) = le) - = |p) (C.59.b) 


A Ti 
hlö be — 1 LI ) 
Notons que ces deux états ne sont pas orthogonaux car la matrice 
(C.51) west pas hermitique. 


(*) Dans le cas de hydrogène, un tel balayage est réalisé par déplacement Zeeman 
des niveaux dans un champ magnétique statique. Voir W.E. Lamb and R.C. Retherford, 
Phys. Rev. 79, 549 (1950) ; 81, 222 (1951) ; 86, 1014 (1952). 
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d) CAS D'UN COUPLAGE FORT. OSCILLATION DE RABI 


Considérons à présent l’autre situation limite où |W,.| > Ar. Dans 
ce cas, les valeurs propres z, et z, de (C.51) sont égales à 


g F 
z= Ë +ñ L ch (C.60.a) 
: r 
pa E-i- h (C.60.b) 
avec 
È +Ë, 
È, = 2 > (C.61) 
pa T Jai Wal? + # ot, (C.62) 
F _ 
CR (1 jee ) (C.63.a) 
E š 
D= + ( = w) (C.63.b) 


Le report de ces valeurs de z; et z, dans (C.53) donne l'amplitude de 
transition U(t). A résonance (5,, = 0), on trouve que 


U(t) = e7 F e7 T” cos lee (C.64) 
L'évolution du système à partir de l’état |æ,) se présente donc comme 
une oscillation de Rabi amortie. La fréquence de l’oscillation est 
proportionnelle à l'élément de matrice de couplage | W,.| et le temps 
d'amortissement de l’oscillation est le double de la durée de vie du 
niveau b. Sous l'effet du couplage intense entre les deux états, 
linstabilité du niveau b se trouve répartie également entre b et 
c. Les états propres de la matrice (C.51) sont dans ce cas des 
combinaisons linéaires symétrique et antisymétrique de |œ} et 
le.) (si W, est réel). Leurs énergies sont Ë + [W,.|. Contrairement 
au cas précédent (couplage faible), la dégénérescence entre les deux 
niveaux b et c est donc levée par W. 

Si l’on s’écarte de résonance, le mélange des fonctions d'onde devient 
moins important et les états propres de (C.51) tendent vers |p) et 
|p) quand Å |&,| > |W,.|. Les largeurs naturelles F; et F, de ces 
niveaux (reliées aux parties imaginaires de (C.60.a) et (C.60.b)) passent 
alors progressivement de [°,/2 et 1°,/2 à T, et F, = 0 (voir (C.63.a) et 
(C.63.b)). Les énergies (parties réelles de (C.60.a) et (C.60.b)), quant à 
elles, valent (Ë, + hQ)/2 et forment un « anticroisement de niveaux » 
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quand õp varie (voir figure 4). L’oscillation de Rabi s'effectue à la 
fréquence {2 donnée en (C.62) et son amplitude diminue. 


Figure 4. Anticroisement de niveaux. Les niveaux d’énergie non perturbés 
par W sont tracés en traits tiretés et les niveaux d'énergie perturbés en traits 
pleins. 


Remarque 

Dans tout le paragraphe, nous avons considéré que |¢, était stable en 
absence de couplage W. Les résultats obtenus peuvent être aisément 
étendus au cas où |p.) a une durée de vie égale à 17! Il faut dans ce cas 
ajouter une partie imaginaire — i 1" ./2 au terme diagonal Ë, de l’hamilto- 
nien effectif (C.51). La situation d’anticroisement de niveaux correspond 
alors à l'inégalité |W,.| > #|7,-T,|. En particulier, lorsque les deux 
niveaux ont même durée de vie, le couplage entre |, et | p.) conduit 
toujours à un anticroisement de niveaux. 


4. Couplage indirect entre deux niveaux discrets. Les transitions 
multiphotoniques 


a) PHÉNOMÈNE PHYSIQUE ÉTUDIÉ ET SOUS-ESPACE o DES ÉTATS 
PRIVILÉGIÉS 


Le but de ce dernier paragraphe est de montrer comment le 
formalisme de la résolvante peut être appliqué à l'étude des transitions 
multiphotoniques. Considérons par exemple le cas d’une absorption 
résonnante à deux photons entre deux niveaux excités discrets 
c et b (voir figure 5). La différence d'énergie E, — E, = Ñ œp entre ces 
niveaux est voisine de 2ħw où w est la fréquence des N photons 
incidents ke. Nous supposons que le niveau inférieur de la transition 
c est métastable alors que le niveau supérieur b peut se désexciter par 
une cascade radiative, via des niveaux d, vers le niveau fondamental 
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a. Un tel schéma correspond par exemple au cas de la transition 
2s—.3s de l’atome d’hydrogène, la désexcitation radiative du niveau 
3s se faisant presque totalement via le niveau 2 p. 


Figure 5. Schéma des niveaux correspondant au processus 
d'absorption à deux photons considéré dans ce paragraphe. 


Soit |#(r)) le vecteur d'état du système global atome + champ, 
correspondant à l’état initial |#(0)) = |c;N ke) (atome dans l’état 
c en présence de N photons du mode ke, tous les autres modes étant 
vides). Parmi les états propres de H, = Hp + HR qui vont apparaître 
avec une amplitude importante dans le développement de | #(r)}, l’état 
[b;(N —-2)ke) joue un rôle prépondérant puisque la condition 
wp =2w entraîne que cet état est quasi-dégénéré avec |c;:Nke). 
D'autres états vont également jouer un rôle important aux temps 
longs : ce sont ceux qui résultent de l’émission spontanée d’un photon à 
partir du niveau excité b (|d;(N — 2)ke,k,e,)) ou de deux photons 
(Ja;(N — 2)ke,k,e,,k,e)). 

Notons que ces deux derniers états du système global ne font pas 
intervenir les états atomiques b et c. De manière plus générale, s’il est 
possible de négliger tous les processus d'émission spontanée susceptibles 
de ramener l’atome dans les niveaux b et c, ces deux niveaux atomiques 
n'apparaissent dans le développement de |#(f))} que via les états 
ls) = Jb;(N — 2)ke) et |p.) = |c;Nke}. La probabilité de trouver 
l'atome dans le niveau b ou c (quel que soit l’état du champ) est donc 
égale à celle de trouver le système total dans l’état |, ou 
[#.). Le calcul de l’opérateur d'évolution, et donc de la résolvante, 
peut être alors limité au sous-espace &, sous-tendu par |w,) et 
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|.. Une telle simplification ne serait pas possible si le niveau 
atomique c était l’état fondamental car il serait repeuplé par émission 
spontanée. Il faudrait alors faire intervenir beaucoup d’autres états du 
système global pour décrire l’évolution atomique (voir $ C-4-f). 


b) CALCUL NON PERTURBATIF DES AMPLITUDES DE TRANSITION 


Nous choisissons ici le point de vue dipolaire électrique pour décrire 
le couplage entre l’atome et le champ (*). L’hamiltonien H est alors 
décomposé en Ho = Hp + HA et H'; = -d.E.. 

Pour déterminer l’évolution du système, il faut, comme dans le 
paragraphe C-3-b, calculer au préalable les valeurs propres de l’hamilto- 
nien effectif P Ho P + P R(E +in) P où Ey est l'énergie moyenne des 
niveaux |, et |p.). Les éléments de matrice de P R(E, +in)P, 
sont calculés ici à l’ordre le plus bas en g, où ils sont non nuls, c'est-à- 
dire à l’ordre 2 dans le problème présent. 

Pour les termes diagonaux, nous avons ainsi 


Rab(Eo + in) = 
| (b;(N — 2)ke | H'rli;(N — 2)ke,k'e') |? 
Da a VD. 


i k'e'# 
ke 


| Cb;(N — 2)ke | H'r[i;(N — 1)ke ) |? ti 


b;(N — 2)ke | H'ili;(N — 3)ke ) |? 
y LOIN ke LHC = Mke ) ep 
i Ep- Ei +ħw +in 


Dans la somme sur k'e’ du premier terme de (C.65), les photons 
ke sont spectateurs. A l’exception de la contribution du seul mode 
ke (qui peut être négligée) nous trouvons ainsi une somme analogue à 
(C.9) et qui décrit donc les effets radiatifs spontanés (**) (durée de vie, 
déplacement radiatif) déjà étudiés dans le paragraphe C-1. 

Dans les deux dernières sommes de (C.65), il est possible de 
supprimer le terme im au dénominateur. En effet, dans l’exemple 


(*) On peut en effet montrer (voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction à 
l'Electrodynamique Quantique », exercice 2 du complément Ey} que l’hamiltonien 
— dE, est souvent plus commode que H, pour l'étude des transitions multiphotoniques 
entre niveaux discrets. 

(**) En toute rigueur, la première somme de (C.6$) ne coïncide pas avec (C.9). Pour 
obtenir à partir de l’hamiltonien dipolaire électrique le déplacement radiatif correct 
hA,, il faut ajouter à cette somme la contribution provenant du terme d'énergie propre 
dipolaire de l’hamiltonien dipolaire électrique (voir la formule (76) de lappendice et 
l'exercice 7). 


IL. C.4 Quelques exemples d’application 203 


étudié ici, nous excluons toute résonance à un photon ke à partir de 
b de sorte qu'aucun dénominateur d’énergie ne peut s’annuler (*). Les 
deux derniers termes de (C.65) sont donc réels. Appelons #4’, leur 
somme. La quantité ñA', décrit en fait le déplacement lumineux du 
niveau |, dû à l'interaction avec les photons incidents. En supposant 
que le nombre de photons dans ce mode ke est très grand (N > 1) et en 
utilisant l’expression (89) de l’appendice donnant l'opérateur champ 
E, , nous pouvons réexprimer les deux derniers termes de (C.65) sous la 
forme : 


Nhw ; 1 1 
ŘA', =~ ——— ; 2 Pa N =, PAA LE A 
Ar DTR Gel) (rc t Es ) 


(C.66) 
soit encore en utilisant l'opérateur intensité 7 = E(-).E(*? introduit 
dans le complément A ;; : 


’ : 1 1 
hâ',= (I bld. D pps née ss 
= (D E ldel)? (ter) 


(C.67) 


Le déplacement lumineux #4’, de l’autre niveau est donné par une 
expression analogue obtenue en remplaçant b par c. 
En définitive, les termes diagonaux de l’hamiltonien effectif 


P HoP + P R(Ey+in)P s'écrivent (avec la notation Ê, = E; + ñA; 
pour i = b,c): 


z T 
(N — 2) fo + Ê,+h4',—ih = (C.68) 


pour le niveau b et 
Nho + Ê, +AA’, (C.69) 


pour le niveau c qui a été supposé métastable (T, = 0). 
Considérons à présent le terme non diagonal „(Eo +in), qui est 
égal à 
Rse(Eo + in) = 
(b;(N — 2)ke | H'|i;(N — 1)ke ) <i;(N — 1)ke | H';|c;Nke) 
EL a et 


i 


(C.70) 


(*) Dans le cas où il y aurait un niveau į du continuum d’ionisation de l'atome tel que 
E; = E, + ħw, il faudrait conserver le terme en in. La partie imaginaire de la dernière 
somme de (C.65) est alors associée à la durée de vie du niveau b due au processus de 
photoionisation. 
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Nous avons remplacé au dénominateur d'énergie Eo par Nhw + E, (on 
aurait pu aussi prendre Ep = (N — 2)hw + E, qui est très peu différent). 
Notons que le terme en in des dénominateurs peut être supprimé 
puisqu’aucun niveau į n'est situé à égale distance des niveaux 
b et c (pas de résonance à un photon). Contrairement à la situation du 
paragraphe C-3, il n’y a pas ici de couplage direct entre les niveaux 
ls) et |p.}, mais un couplage indirect d'ordre 2 via les états 
li;(N — 1)ke). Dans l'hypothèse où N > 1, nous pouvons réécrire 
R,(Eo) sous la forme : 


ae, <b\d.e|ið<ild.e|c) 
PED E, + ho — E, 


M D Gael) Ge le) (C.71) 


E, + ħo ~ E; 


Ry(Eo) = 


Finalement, l’hamiltonien effectif qui décrit l’évolution à l’intérieur 
de Êg s'écrit 


a r i 
E, + hA', —ih = Rol Eo) 

(N — 2jho + (C.72) 
R 5(E0) 2how + Ë,+h4', 


et présente beaucoup d’analogies avec l’hamiltonien (C.51) étudié au 
paragraphe précédent. Nous pouvons donc utiliser les résultats de ce 
paragraphe pour déterminer l’évolution temporelle des amplitudes de 
transition U,(#) et U(t). Comme plus haut, nous envisagerons 


successivement le cas d’un couplage faible (|R, (Eo)| < #T,) et celui 
d’un couplage fort (|R, (Eo)] > ÀT 3). 


c) CAS D'UN COUPLAGE FAIBLE. PROBABILITÉ D’EXCITATION À DEUX 
PHOTONS PAR UNITÉ DE TEMPS 


L'expression (C.58) montre que la population de l’état c décroît 
exponentiellement avec un taux relié à la partie imaginaire de la valeur 
propre de l’hamiltonien effectif (C.72) relative à l’état |g.) perturbé. 
Notons ici — iI ”/2 la partie imaginaire de la valeur propre de (C.72) 
la plus proche de Nhw + Ê,+hA',, T” vaut 


| Rs(Eo) |? 


r” = T, z 
#2 [cox + 4',— À’, — 2w)? + z | 


(C.73) 


et représente la probabilité de transition par unité de temps due à 
l’excitation à deux photons. Notons que cette probabilité est maximum 
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lorsque 
h õpe + À (A'p — 4°) = 2hw (C.74) 


c'est-à-dire lorsque l’énergie des deux photons est résonnante avec la 
différence d’énergie entre les niveaux b et c, corrigée des déplacements 
radiatifs spontanés (inclus dans 4&,, = É, — É,) et des déplacements 
lumineux #4’, et ñA’.. 

La condition de résonance dépend donc des déplacements lumineux : 
il s'ensuit que le centre de la résonance à deux photons se déplace 
lorsque l'intensité lumineuse incidente change. La largeur à mi-hauteur 
de la résonance est hl°,. Quant à la variation de T” avec l'intensité 
lumineuse, elle est quadratique puisque À,,(Eo) varie comme (I) (voir 
(C.71)). La probabilité de transition à deux photons est donc propor- 
tionnelle au carré de l’intensité incidente. 


Remarque 


Dans le cas d’un couplage faible (|R, (Eo) | < #T,), c’est-à-dire lorsque la 


transition à deux photons n’est pas « saturée », les déplacements lumineux 
sont souvent petits devant la largeur naturelle #1", des niveaux étudiés, ce 
qui permet d'utiliser les transitions à deux photons comme méthode de 
spectroscopie de haute résolution (voir chapitre II, $ D-2). Une telle 
propriété résulte du fait que les déplacements lumineux ñA’, et AA’, varient 


comme À,,(E), proportionnellement à {1}. Il existe alors de nombreuses 


situations où l’on peut avoir | A’, — 4',| < T, tout en ayant une probabilité 
de transition T” non négligeable (*). 


d) CAS D'UN COUPLAGE FORT. OSCILLATION DE RABI À DEUX PHO- 
TONS 


Dans le cas où |R,(Eo)| > Arp, les valeurs propres de l’hamiltonien 
effectif (C.72) sont données par des expressions analogues à (C.60.a) et 
(C.60.b) mais où W, et à, sont remplacés par RE) et 
(Sy + A'p — A'e — 2w). Par analogie avec les résultats obtenus dans le 
paragraphe C-3-d, on peut ainsi prévoir que l’évolution du système va 
se présenter comme une oscillation amortie entre les niveaux b et 
c. Par exemple, à résonance (õp, + 4’; — A’, = 2w), la probabilité de 
trouver le système dans l’état |.) est égale à 


? R(E, 
> Lu cos? | (Eo) | i 


> (C.75) 


(*) Voir par exemple Grynberg, Cagnac et Biraben. 
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Le phénomène d’oscillation de Rabi apparaît donc également pour une 
résonance à deux photons. Cette oscillation s’effectue à la fréquence de 
Rabi généralisée 2|R,.(Eo)| /h qui est, d’après (C.71), proportionnelle 
à l'intensité incidente. 


e) TRANSITION MULTIPHOTONIQUE D'ORDRE PLUS ÉLEVÉ 


L'approche précédente peut être aisément généralisée à une transition 
multiphotonique impliquant plus de deux photons. 

Considérons par exemple la transition résonnante à trois photons 
entre les états c = 2s et b = 4f de l’atome d’hydrogène. Au voisinage 
de la résonance, les états |p,) = |c;:Nke) et |p) = |b;(N — 3)ke) 
jouent un rôle prépondérant. Comme plus haut, les éléments diagonaux 
R,(Es+in) et Ry(Eo + in) (où E est la moyenne des énergies de 
|p) et |p.)) apparaissent au second ordre en H‘; et représentent les 
largeurs naturelles et déplacements radiatifs spontanés de b et 
c, ainsi que les déplacements lumineux de ces niveaux. Par contre, 
R(E) n'apparaît maintenant qu’à l’ordre 3 en H', et vaut 


A _ [{ Nħw VZ o (bld.e{j} Gjid.ejiy (i[d.elc) 
Roc(Eo) = 2e,L? | L (E. + 2ħw — E;)(E, + ho — E) 
(C.76) 


Suivant les valeurs relatives de |R,.(Ec)| et Alp, on peut définir une 
probabilité de transition à trois photons par unité de temps (si 
IRic(Eo)| < Ts) égale à 


| Rse(Eo) | | 
2 


K [tan + A'p — A',—3w) + T | 


T'=T, (C.77) 


ou une oscillation de Rabi à trois photons (si |R, (Eo)| > AI.) 


s’effectuant à la fréquence de Rabi généralisée 2| (Eo) /řñ. 
Notons que, lorsque la transition n’est pas saturée, la probabilité de 
transition I” est porportionnelle à | R,.(Eo)l? qui varie comme le cube 
de lintensité lumineuse. Les déplacements lumineux jouent alors un 
rôle plus important que dans le cas des résonances à deux photons 
puisque l’élément de matrice de couplage |R,(Es)| induisant la 


transition apparaît à un ordre de perturbation plus élevé que 
À’, et À’, 
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f) LIMITES DU TRAITEMENT PRÉCÉDENT 


Dans tous les exemples envisagés dans les paragraphes C-3 et C-4, 
nous avons pu étudier l’évolution du système en nous limitant à un petit 
nombre de niveaux privilégiés. Une telle situation est cependant loin 
d’être générale. Considérons à titre d'exemple une absorption réson- 
nante à un photon à partir du niveau fondamental a. Appelons 
b le premier niveau excité et supposons qu’un seul mode du champ est 
peuplé, ce mode contenant N photons de fréquence w voisine de 
(E, -E,)/h. Pour trouver l’évolution du système, on pourrait être 
tenté de généraliser le traitement précédent en étudiant la restriction de 
la résolvante au sous—espace engendré par |a;Nke) et |b;(N — 1)ke). 
Il est clair cependant qu’une telle approche ne permet pas de prédire 
quelle est la probabilité de trouver l’atome dans l’un des niveaux 
a ou b. En effet, le processus d'émission spontanée à partir du niveau 
b couple l’état |b;(N — 1)ke) à l’état |a;(N — 1)ke,k,e,). Une nou- 
velle absorption à partir de ce niveau conduirait à l’état 
(b;(N — 2)ke,k;£;) etc... Il n’est donc pas possible de se limiter aux 
seuls états |a;Nke) et |b;(N — 1)ke) (sauf à n’envisager que des 
temps suffisamment courts pour que la probabilité de retour par 
émission spontanée dans le niveau a soit négligeable). Pour ce type de 
problèmes, l’utilisation de la résolvante n’est pas commode car le 
sous—espace d’états privilégiés €, a une dimension trop grande et il faut 
avoir recours à d’autres méthodes (équation pilote, équations de Bloch 
optiques, atome habillé) qui seront exposées dans les chapitres suivants. 


RÉFÉRENCES GÉNÉRALES 


Messiah ($$ XVI-15, XXI-13, 14, 15), Goldberger and Watson 
(chapitre VIII), Roman ($ 4-5). 
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COMPLÉMENT A;r 


PROPRIÉTÉS ANALYTIQUES DE LA RÉSOLVANTE 


Dans la partie A de ce chapitre, nous avons introduit la résolvante 


1 

G(z) = zH () 
de l’hamiltonien H du système étudié, z étant une variable complexe. 
Nous avons montré que cet opérateur possède plusieurs propriétés 
intéressantes. En particulier, ses éléments de matrice entre états 
propres de l’hamiltonien non perturbé Ho sont souvent plus simples à 
calculer que ceux de l'opérateur d’évolution U(r), ce qui permet 
notamment de resommer formellement la série de perturbations en 
puissances de V = H — H,. Une fois que l’élément de matrice intéres- 
sant de G(z) (entre les états initial et final du processus étudié) a été 
calculé, l’élément de matrice correspondant de U(r) s’en déduit par une 
intégrale de contour. Il est donc important de préciser les propriétés 
analytiques des éléments de matrice de G(z) considérés comme des 
fonctions de la variable complexe z. C’est là le but de ce complément. 
Nous commençons ($ 1) par montrer que les éléments de matrice de 
G{z) sont analytiques dans tout le plan complexe privé de laxe réel. 
Nous analysons ensuite ($ 2) les singularités de ces éléments de matrice 
sur l’axe réel et montrons qu’elles sont liées à la nature discrète ou 
continue des valeurs propres de H. Nous reprenons enfin le problème 
d'un état discret de Ho couplé à un continuum. Nous montrons tout 
d’abord que de tels états instables correspondent à des pôles du 
prolongement analytique de la résolvante dans le deuxième feuillet de 
Riemann ($3). Des décroissances exponentielles sont associées à ces 
pôles. Nous montrons ensuite ($ 4) que l’intégrale de contour donne 

aussi naissance à d’autres contributions, non exponentielles. 


1. Analyticité de la résolvante en dehors de l’axe réel 
Soit |u un état quelconque normé 
(uju) =1 (2) 
et 


lu) 6) 


Gaz) = (u|G(z)lu) = {u| 


l'élément de matrice de G(z) dans cet état. 
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Pour étudier les propriétés analytiques de G,{z), il est commode 
d'introduire les états propres de H, dont certains, |#;), sont des états 
propres discrets, de valeurs propres E;, et d’autres, | Yy) , appartiennent 
au spectre continu. Si les états |w;) et |W ont la normalisation 
habituelle, la relation de fermeture sur les états propres de H s'écrit 


ALD <Wil + [ax br) but = 1 (4.a) 


Il est souvent commode de faire apparaître explicitement l'énergie 
E comme nombre quantique repérant les états du spectre continu, 
auquel il faut adjoindre d’autres nombres quantiques notés y. Le 
changement de variables k — E,y fait apparaître alors la densité d’états 
dans d'k = p(E,y)dEdY (voir $ 3-c du complément A ;) et (4.a) devient 


Liv cuit + | f aedy En uE) En 1 


(4.b) 
L'introduction de (4.b) entre 1/(z — H) et |) dans (3) donne 
| {ul wi) |? 
G,{2) a RS 7 = E; + 


vote y) LEED? 
+ | [away PE", a Er 6) 


Supposons alors que z soit un point du plan complexe situé à une 
distance ô non nulle de laxe réel. Dans (5), tous les dénominateurs 
z — E;, z — E'... sont minorés en module par ô. Tous les numérateurs 
de (5) étant positifs, on peut donc majorer le module de G,{z) 


COIPEDAICIT AIS 
+ | [aeay El © 


Le terme entre crochets de (6) n’est autre que le carré de la norme de 
Ju, qui vaut 1 d’après (2), de sorte que 


IGO <3 G 


Une démonstration analogue permettrait de montrer que la dérivée de 
G,(z)}, G',(2), est elle aussi bornée. 

Finalement, G,(z) qui est, d’après (5), une somme infinie de termes 
qui sont tous des fonctions analytiques de z en dehors de laxe réel, est 
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bornée en dehors de cet axe de même que sa dérivée. G,(z) est donc 
analytique en dehors de l’axe réel. 


Remarque 


La démonstration précédente peut se généraliser pour les éléments de 
matrice de G(z) entre deux états normés différents |u) et |v}. L’inégalité 
(6) est alors remplacée par 


ROC =F [E I luly) alo) + 
+ [far 1e) e] © 


En utilisant pour chacun des produits | {u|w) {#|v)| le fait que 
| <ul yy lv) | <{1<utw)1?+1<v1w) 11/2, on obtient 


| <u lG) |v) | <1/8 (7) 


et la conclusion précédente reste valable. 


2. Etude des singularités sur l’axe réel 


Tout d’abord, en tout point E de l’axe réel qui n’est pas une valeur 
propre de H, G,{z) est analytique. Il suffit de remplacer, dans la 
démonstration précédente, ô par la distance entre E et la valeur propre 
de H la plus proche de E. 

Lorsque z tend vers une valeur propre discrète E; de H, le terme 
|ulw;)|?/(z— E;) de la somme (5) tend vers l'infini. Les valeurs 
propres discrètes de H sont donc des pôles pour G,{z) (sauf si 
(u| y; = 0), admettant | {u|wW;) |? pour résidus. 


Figure 1 : Valeurs propres discrètes (E;,E;,...) 
et spectre continu de H (partant de Ep). 


Supposons maintenant que z tende vers une valeur propre E du 
spectre continu, qui n’est pas confondue avec une valeur propre 
discrète. Deux situations sont possibles, suivant que la partie imaginaire 
de z est positive ou négative (figure 1). Pour le voir, calculons 
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Lim G,(E +in) qui, d’après (5), vaut 


LEUR 


| uly) |?  f{E) 
Li G(Esim) = Lin |I QUE + [ar 
(8) 
où 
FE) = | dy' p(E',y')| (ul W(E',y’)) |? 0) 


Le premier terme du second membre de (8) tend simplement, lorsque 
n—0,, vers Y|{u#;) |7/(E — E;), qui est une grandeur réelle. 


Quant au deuxième terme, l’utilisation de 


ms 1 
0, x+in 


=Pirir S(x) (10) 


où P désigne partie principale, montre qu’il vaut 


P | dE" fal > Fir f, (E) (11) 


Les limites de G (E + in), lorsque ņn—0, , existent donc bien, mais ne 
sont pas les mêmes suivant que z tend vers E par valeurs positives ou 
négatives de la partie imaginaire (à condition que f,(E) soit non nul). 
On dit que la fonction G,(z) présente une coupure le long du spectre 
continu. L'écart, — 2ir f (E), entre les valeurs de G (E +in) et 
G (E — in), représente l’écart entre les deux lèvres de la coupure. Le 
point où commence la coupure, Ep, s’appelle le point de branchement. 
Comme la densité d'états p(E’,y) tend en général vers zéro quand 
E’ tend vers Ep, il en est de même pour f,(E") d’après (9). L'écart entre 
les deux lèvres de la coupure tend donc vers zéro quand E s'approche 
du point de branchement. 

Notons également que les valeurs prises par la fonction G,(z) de part 
et d’autre de la coupure sont complexes conjuguées l’une de l’autre, 
d’après (11). De manière plus générale, l’hermiticité de H entraîne 
que : 


GG*) = (GG) * (12) 


La fonction G,{(z) est analytique dans le demi-plan supérieur. On peut 
la prolonger analytiquement au delà de la coupure dans le demi-plan 
inférieur. La valeur prise par la fonction prolongée par continuité est 
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différente de la valeur prise au même point par la détermination initiale 
de la fonction, puisque la coupure introduit justement une discontinuité 
dans cette détermination. On dit que G,(z) a été prolongée dans le 
deuxième feuillet de Riemann, le plan complexe initial constituant le 
premier feuillet de Riemann. Un prolongement analogue peut être fait 
du demi-plan inférieur vers le demi-plan supérieur. 

En résumé, l’étude précédente a montré que la fonction G,{(z) est 
analytique dans le plan complexe privé des valeurs propres discrètes de 
H, qui constituent des pôles, et du spectre continu de H qui constitue 
une coupure. Ilest possible de prolonger analytiquement G,(z) au delà 
de la coupure dans le deuxième feuillet de Riemann. La deuxième 
détermination G//(z) ainsi obtenue pour G,(z) peut posséder des pôles. 
Nous allons voir maintenant que ces pôles caractérisent les états 
instables résultant par exemple du couplage d’un état discret avec un 
continuum. 


3. Etats instables et pôles du prolongement analytique 


Revenons pour fixer les idées au problème de l’émission spontanée, 
étudié dans le paragraphe C-1. L'état discret |p) = |b;0), qui est état 
propre de l’hamiltonien non perturbé Ho, de valeur propre E,;, 
représente l'atome dans l’état excité discret |b} dans le vide de photons 
[0). Il est couplé par H, aux états |a;ke}) qui représentent l'atome 
dans l’état a en présence d’un photon ke. Les états |a;ke), d’énergie 
non perturbée E, +w, forment un continuum partant de E, (pour 
simplifier, nous supposons qu’il n’y a pas d’autre état atomique que 
la) d'énergie inférieure à E,). 

L'élément de matrice de la résolvante non perturbée dans l’état 
|P) 


1 1 
Go(z) = <P] 7=H |P) = QE, (13) 


a un pôle en z = E,. Quant à l’élément de matrice de G(z) dans 
|b}, nous avons montré qu’il peut être mis sous la forme 


1 


G,(z) = z- E, RG) (14) 


et nous avons calculé, comme Hy est très petit, une valeur approchée, 
R,(z), de R,(z) donnée par (C.5), de sorte que 
1 
Gaz) = ——— (15) 
z — Es — Ri() 
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Au voisinage de laxe réel, G,(z)peut s'écrire 
1 


GUEST) 
E+in — Es — h AE) + i 5 T'i(E) 


(16) 


où Î,(E) est une fonction positive, nulle pour E «E, décrivant 
l'intensité du couplage de l’état discret |p,) avec la «couche » 
d'énergie E dans le continuum {{|a;ke) } (voir (C.12)), et où 
À,(E) est reliée simplement à Î,(E) par la relation de dispersion 
(C.14). Pour E=E,, Î,(E,) =T, et h Â(E,) = A A, représentent 
respectivement la probabilité de désintégration radiative par unité de 
temps de |¢,) vers le continuum et le déplacement radiatif de l’état 
Pp). 

| 1 AEP clairement sur (16) que G {E + in) et G,(E — in) tendent 
vers des limites bien définies quand ņn—0,, mais que ces limites sont 
différentes si Î,(E) est non nul, puisque 


—ih ÎE) 
[E — E, -h À,(E)f + [h ,(E)/2F 
(17) 


G,(z) admet donc une coupure sur laxe réel, partant du point de 
branchement E, (puisque L,(E) = 0 pour E < E,) et allant jusqu’à 
l'infini. 

Le fait que la singularité soit passée d’un pôle pour Gy,(z) à une 
coupure pour G;(z) montre que H n’a plus, comme Ho, d'état discret 
d'énergie voisine de E,. Le couplage V a en quelque sorte « dissous » 
l’état discret |p,) dans le continuum. Il reste cependant un souvenir de 
l'état discret, qui se manifeste par les variations importantes de 
G (E +in) et G{E — in) quand E varie autour de E, + ñ A,. Nous 
allons montrer maintenant que ces variations importantes de 
G,;(E +in) sont en fait dues à l’existence d’un pôle dans le prolonge- 
ment analytique de G,(z) au voisinage de z = E;. 


GE +in)- GE- in) = 


Remarques 


G) L'écart (17) entre les deux lèvres de la coupure varie de manière 
importante avec Æ au voisinage de E = E, Ces variations, qui sont 
voisines de celles d’une lorentzienne centrée en E, + h A, et de largeur 
ñ l',, ne sont autres que celles de la densité d'état discret |, dans le 
nouveau continuum. En effet, si |#(E,y)) désigne l’état propre de 
l’hamiltonien total H de valeur propre E, les expressions générales (8), (9) 
et (11) démontrées ci-dessus montrent que, pour |u} = |) 


GE +in)- GE- in) = 2m f dy p(E,y)|<el4(E,y)) |? (18) 
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L'intégrale du second membre de (18) n’est autre que la densité d'état 
|p) dans le nouveau continuum. La comparaison de (17) et (18) montre 
bien alors que cette densité est importante au voisinage de E, + A À, et 
varie très rapidement avec E sur un intervalle de largeur # l,. Un tel 
résultat généralise celui obtenu dans le complément C , sur un modèle très 
simple. 

(ii) Il est possible de calculer exactement R,(z) et donc d'obtenir pour 
A;(E) et T (E) des expressions plus générales que les expressions 
perturbatives À,(E) et Î,(E) données en (C.11) et (C.12). Il suffit pour 
cela d'utiliser les expressions générales (B.37) et (B.38) écrites dans le cas 
où le sous-espace &, n’a qu’une dimension (on a alors A,(E) = A,,(E) et 
T (E) = T;5(E)). Si l’on insère entre les deux opérateurs V de (B.37) et 
(B.38) la relation de fermeture sur les états propres de l’opérateur 
Q HQ, on obtient des expressions exactes ayant la même structure que 
(C.11} et (C.12), |a;ke) étant remplacé par un état propre de 
Q H Q et E, + hw par la valeur propre correspondante. Il est possible ainsi 
de montrer que l',(E) est positif et non nul pour E > Ë,, où É, est 
l’énergie de l’état fondamental de Q H Q, c’est-à-dire l’énergie £, de l’état 
fondamental de H,, corrigée du déplacement radiatif de cet état. La 
coupure de G,(z) part donc de Ẹ, et non de E,. De même, on peut montrer 


que la relation de dispersion (C.14) demeure valable entre les fonctions 
exactes A,(E) et T,(E). 


Revenons maintenant à (15). Au voisinage de z = E,, on peut, 
d’après (16), approximer R,(z) par A[A, — i(T,/2)] pour Im z > 0, et 
par #[A, + i(1,/2)] pour Imz <0 


B 1 

Voisinage de E, Ge) = ——— n 19.a) 
ee. RON z—E,-hA,+i(hl,/2) ( 

Voisinage de E, Gy(z) = 1 (19.b) 


aa z — E, — ħ4, —i(hT,/2) 


Il est clair sur (19) que G,(z) n’a pas de pôle dans le voisinage de 
E, puisque la partie imaginaire du dénominateur n’est jamais nulle 
(Im z et + A 1°,/2 ont toujours le même signe). Prolongeons maintenant 
analytiquement G,(z), donné par (19.a), du demi-plan supérieur au 
demi-plan inférieur à travers la coupure. Au voisinage de E,, la 
fonction prolongée dans le deuxième feuillet de Riemann, G//(z), a par 
continuité une forme très voisine de (19.a), mais le domaine de 
définition est maintenant étendu à Im z <0 


1 


TC ne CT) 


Im z <0 


(20) 
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Il est clair alors que G{/(z) a un pôle dont la position est approximative- 
ment donnée par 


20= Ep th Ap — (fl 5/2) (21) 


On pourrait de même prolonger analytiquement (19.b) du demi-plan 
inférieur vers le demi-plan supérieur, et montrer que la fonction 
prolongée G{/(z) a un pôle en zé. 

Nous voyons ainsi que le pôle de G;,(z), qui était en z = Æ, sur Faxe 
réel (voir (13)), n’a pas réellement disparu lors du passage de 
H, à H. L'effet du couplage V a été simplement de déplacer légèrement 
ce pôle dans le deuxième feuillet de Riemann. De façon générale, les 
états instables, c’est-à-dire les souvenirs des états discrets de Ho couplés 
à des continuums, correspondent à des pôles du prolongement analyti- 
que de la résolvante (de tels états sont désignés également sous le nom 
de « résonances »). 


4. Intégrale de contour et corrections à la décroissance exponentielle 


Revenons à l'intégrale de contour qui permet de relier U,(r) à 
G,(z) (voir la figure 1 et l’expression (A.22) du chapitre). Si nous 
supposons 7 = 0, la contribution de C_ est nulle dans (A.22) (on peut 
refermer le contour vers z = — i œ etil n’y a pas de pôles dans le demi- 
plan inférieur). Le contour se réduit donc à C, , droite légèrement au 
dessus de l’axe réel et parcourue de droite à gauche, de sorte que si 
T >0 

1 -0 +i : 
Ur) = > Gaz) e7 ™"/* dz (22) 
+o +iT 

Pour évaluer l'intégrale par la méthode des résidus, il faut fermer le 
contour vers le bas ((Im z)r doit être négatif). Le contour passe alors 
nécessairement dans le deuxième feuillet de Riemann dans sa partie 
droite, puisque G;(z) a une coupure s'étendant de E, à l'infini, alors 
que, dans sa partie gauche, il reste dans le premier feuillet de Riemann. 
Pour fermer le contour, il faut donc nécessairement revenir tourner 
autour du point de branchement de la coupure en E = E, (voir la 
figure 2). 

Le contour enferme donc le pôle situé en z, dans le deuxième feuillet 
de Riemann et dont nous avons montré plus haut l'existence (nous 
supposerons que G/{(z) n’a pas d’autre pôle à l’intérieur du contour). 
La contribution de ce pôle à l'intégrale de contour est une exponentielle 
amortie. La contribution du demi-cercle est nulle si son rayon est 
suffisamment grand. Enfin, la contribution du « lacet » L formé par le 
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Figure 2. Fermeture vers le bas du contour d'intégration C ,. 
Les parties en traits tiretés sont dans le deuxième feuillet de Riemann. 


contour tournant autour du point de branchement s’écrit 


Es 

H O- ea 23) 
2mi Echo 

Elle représente les corrections à la décroissance exponentielle associée 
au pôle en z,. L’expression (23) permet notamment de comprendre 
pourquoi la décroissance aux temps très longs (T > T°; }) de U,(r) est 
moins rapide qu’une exponentielle. En effet, pour 7 très grand, 
l’exponentielle exp( — izt /#) amortit beaucoup plus la contribution du 
pôle que celle du lacet L, puisque le lacet comporte des régions où 
Im z est aussi petit que l’on veut, alors que pour le pôle, Im z reste égal 
à Im zo. En fait, si G,(z) — G{/(z) varie en (z — E,)" au voisinage de 
z = E,, l'intégrale de (23) qui, pour r > T51, ne fait intervenir que ce 
voisinage, varie en 1/7"*! (pour des raisons d’homogénéité). 


RÉFÉRENCE GÉNÉRALE 


Goldberger and Watson (chapitre VIII). 
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COMPLÉMENT By 


EXPRESSIONS NON PERTURBATIVES 
POUR LES AMPLITUDES DE DIFFUSION 
D'UN PHOTON PAR UN ATOME 


Dans le chapitre Il, nous avons passé en revue plusieurs processus de 
diffusion de photons par des particules chargées ou des atomes. Pour 
décrire ces processus, nous avons utilisé des amplitudes de diffusion 
calculées à l’ordre le plus bas de la théorie de perturbations. Comme 
nous l’avons déjà vu à propos de la diffusion résonnante, une telle 
approche n’est pas toujours suffisante, dans la mesure où les diagram- 
mes faisant intervenir l’état intermédiaire résonnant peuvent conduire à 
des divergences. La resommation de tous ces diagrammes est alors 
nécessaire pour obtenir une expression finie. 

Une approche allant au delà de l’ordre le plus bas est également 
nécessaire pour tenir compte correctement de l'interaction de l’atome 
avec le champ électromagnétique quantique dans les états initial et final 
du processus de diffusion. En effet, même si le photon incident est loin 
de l'atome, ce dernier interagit avec le champ électromagnétique en 
émettant et réabsorbant virtuellement des photons. L’interaction 
atome-champ est donc toujours présente et doit être prise en compte 
dans la définition même des états asymptotiques de la diffusion. 

Ces problèmes peuvent être abordés de différentes façons, en 
particulier à partir des états stationnaires de collision. Nous allons 
utiliser ici une autre présentation qui est davantage basée sur l'étude de 
l’évolution temporelle du système et qui utilise les propriétés de 
l’opérateur G(z). Dans le paragraphe 1, nous reprenons dans cet esprit 
le calcul des amplitudes de diffusion et de la matrice S fait dans le 
complément A; à l’ordre 2 pour le compléter par l'établissement du 
développement de Born de la matrice 6. Nous obtenons également une 
expression compacte de ce développement utilisant la résolvante et 
permettant de traiter le cas de la diffusion résonnante. Il apparaît 
toutefois qu’une telle approche est insuffisante pour traiter le problème 
de la diffusion d’un champ quantique, et que des états asymptotiques 
stationnaires doivent être correctement définis. Ce problème est abordé 
dans le paragraphe 2. Nous établissons enfin au paragraphe 3 une 
expression exacte de la matrice S pour la diffusion d’un photon par un 
atome, tenant compte de tous les processus radiatifs, aussi bien dans 
l’état intermédiaire que dans les états initial et final. 
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1. Amplitude de transition entre états non perturbés 


Dans tout ce paragraphe, nous considérons comme états initial et 
final de la diffusion des états propres de l’hamiltonien non perturbé 
Ho. Pour la diffusion d’un photon, ces états sont 


lei) = lake) (1.a) 
ler) = la'k'e') (1.b) 
et il faut évaluer l’amplitude de transition entre l’état |o; et l’état 


KE 
À la limite où le temps d'interaction tend vers l'infini, et si l’on 

élimine les facteurs de phase évidents provenant de l’évolution non 
perturbée des états |p;) et |p), cette amplitude est l’élément 
S de la « matrice S» : 

Sa = <eslSle:) = 

= Lim [expli E;T/2h) (e|U(T/2, - T/2)|e;)exp(iE;T/2#)] 

T— © 


(2) 


Dans (2), U(t,t') représente l'opérateur d'évolution sous l’action de 
l’hamiltonien total 


H-H,+V (3) 


incluant l'interaction V. 


a) UTILISATION DE LA RÉSOLVANTE 


Nous allons calculer explicitement (2) en utilisant des propriétés de la 
résolvante G(z). D’après Péquation (A.22) prise pour # >0, 


Sp = Lim 


T— + © 


exp $z (E; + E) (f dzÉ e (AGO Ie) )| 


(4) 


Nous n’allons pas ici remplacer directement G(z) par 1/(z — H). En 
effet, afin d’obtenir une expression ayant une limite bien définie 
lorsque T tend vers l'infini, il est intéressant de faire apparaître 
Gofz) à gauche et à droite de G(z). Les pôles correspondants situés en 
E; et E f donneront alors naissance à des termes oscillants compensant 
ceux qui sont à l'extérieur de l'intégrale. Pour ce faire, nous utilisons 
Féquation (A.23) reliant G à G, sous la forme 


G(z) = Go(z) + Go(z) V G(z), (5.a) 
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puis sous la forme 


G(z) = Go(z) + G(z) V G(z). (5.b) 


Le remplacement de G{z) par l’expression (5.b) au second membre de 
(5.a) donne alors : 


G(2) = Goz) + Go(z) V Go(z) + Gofz) V Gz) V Goz) (6) 


et par suite 


ĉis 
CeslGG) le) = TE + 


EE a+ IV GE VIet O 


Nous supposons pour le moment que l'élément de matrice 
{prlV G(Z)V];) n’a pas de pôle réel dans la région z = E; ou 
Eş. Par contre, nous n’excluons pas l'existence d’une coupure corres- 
pondant à la partie continue du spectre de H. Des pôles complexes 
peuvent bien sûr exister dans le second feuillet de Riemann. 

Il faut maintenant porter l'expression (7) dans (4) et calculer 
l'intégrale par la méthode des résidus en fermant le contour vers 
z=—i œ suivant le trajet indiqué sur la figure 2 du complément À zzz. 
Considérons d’abord la contribution des singularités de 
{PV G(z) V]w;). Les pôles complexes du deuxième feuillet de 
Riemann donneront des termes du type 


j Eş + E; r 


qui tendent vers zéro rapidement lorsque T tend vers linfini. De même, 
comme nous l’avons vu dans le complément A ;;z, la contribution du 
lacet tend également vers zéro quand T — œ . Enfin, d'éventuels pôles 
discrets E,, éloignés de E; et E; donneraient des contributions du type : 


1 
Œ ENE, Ep A PAPEN Ie x 


j E; + E; 
x exp i | L Ea) 


(9) 


D’après les hypothèses faites sur les pôles E,, les dénominateurs sont 
grands, et le coefficient de l’exponentiel est donc petit. De plus, lorsque 
T tend vers l'infini, l’exponentielle devient une fonction de E; et 
Eç oscillant très rapidement. Au sens des distributions, une telle 
fonction est nulle, car intégrée sur E; ou Eş, après multiplication par 
une fonction lentement variable de ces paramètres, elle donnera une 
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intégrale d’autant plus petite que T est grand. En définitive, les 
singularités de (p;|V G(z)V |#;) ne contribuent pas à l'intégrale de 
(4). 

b) MATRICE DE TRANSITION 


Le calcul de $; se réduit donc à celui de la contribution des pôles de 
(7) situés z=E; et z=E,; Notons T(E) le coefficient de 
1/(z — E) —E;) dans (7), pris pour z=E+in: 


Ti(E) = (e| V +V GE +in) V |v:) (10) 
La contribution à (4) des pôles en £; et E; de (7) peut alors s'écrire : 


: iT 
Sa = Tim [exp 2 Er + E) x 


ET -i + 


_ 7 TE) = T(E f) T 
sin(E; — E;) a 
—i [Ta Et T; toee | (11) 


Le coefficient du cosinus est fini pour E; = E;. Lorsque T tend vers 
Finfini, le cosinus est une fonction rapidement oscillante de E; — E;, 
d'amplitude finie. Nous avons déjà vu qu’une telle fonction est nulle au 
sens des distributions. Dans le dernier terme, on reconnaît la fonction 
m (E; — E;), de sorte qu’à la limite T — œ , E; = Eș et Sy; se réduit 
à l'expression : 


Sx=8n-2imê(E;-E;)6; (12) 


où la matrice de transition Gs; est donnée par l'expression (10) prise 
pour E=E;: 


Gr = (eV +V G(E;+in)V lei) (13) 


Nous avons établi ainsi de façon générale les formules (B.13) et 
(B.15) du chapitre I, sous réserve des hypothèses de régularité faites à 
propos de {p;|V G(z)V |;). Si l’on remplace dans (13), G(E; +in) 
par son développement (A.24) en puissances de V, on obtient le 
développement de Born de G;;, dont les premiers termes sont bien ceux 
que nous avons déjà rencontrés (formule (29) du complément À). 
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c) APPLICATION À LA DIFFUSION RÉSONNANTE 


Pour cette application, l'hamiltonien A, est H, = Hp + Hpg et le 
couplage V est l’hamiltonien d’interaction H; = Hp + Hn + Hj, (voir 
$ 3-b de l’appendice). Nous avons vu dans le chapitre II ($ C-3) que 
trois états jouent un rôle privilégié dans la diffusion résonnante : l’état 
initial |a;ke) couplé par l'interaction H; à l’état excité résonnant 
|b;0), ce dernier étant lui-même couplé au continuum des états finals 
la';k'e”) (voir figure 20 du chapitre II). Négligeant les processus non 
résonnants concernant les états |a} et |a’, nous essayons ici de tenir 
compte de toutes les transitions intermédiaires vers l’état résonnant 
1b;0) entre l'absorption du photon initial et l'émission du photon final. 
Pour une transition dipolaire électrique, ces deux derniers processus ne 
peuvent être réalisés de façon résonnante que par H}, et la matrice 
© s'écrit à cette approximation 


gE = 
fi 
(a';k'e'|Hn|b;0) <b;0|G(E, + how +in)|b;0) (b:30[Hnla;ke) (14) 


Nous avons vu au chapitre II que l'approximation consistant à rempla- 
cer G par Go dans l’état intermédiaire revient à ne tenir compte que du 
processus (15), 


k'e’ 


b (15) 


Tu 


ke 


et conduit à une divergence de G. Une approximation meilleure 
consiste à remplacer dans (14) (b;0|G(E, + ñw +in)|b;0) par 
l'expression (C.17). Ceci revient à resommer tous les processus d'ordre 


supérieur représentés en (16) : 
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a k'e' 
i k'e’ 
k' €’ rm y b 
a 
b 
b b 
+ b + + 
b b 
a b 
ke b 
a 
ke ä 
ke 


(16) 


L'expression de G7 devient alors 
a'k'e'|H,,1b;0) {b;0|H,,la;ke 
gyp (ME 1H 150) 501 Hntaike) i 
E, + ħw — (Ep +A 4) +i 5T. 


et coïncide, au déplacement radiatif de létat b près, avec lexpression 
(C.5) du chapitre II. D’utilisation de la résolvante nous a ainsi permis 
d'établir une expression non perturbative de l'amplitude de diffusion à 
résonance. 


d) INSUFFISANCES DE L'APPROCHE PRÉCÉDENTE 


Dans le calcul exposé ci-dessus, seuls les processus radiatifs d’ordre 
supérieur affectant l’état intermédiaire ont été pris en compte. Les 
processus analogues affectant l’état initial ou l’état final ont été ignorés. 
Une conséquence de cette approximation est visible sur (17) : l'énergie 
de l’état a n’est pas corrigée de h À,. Partant de l'expression exacte de 
(esl V G(z)V |p;:}, on pourrait considérer le développement complet 
de G(z) et resommer également les contributions des processus dans 
lesquels le premier et le dernier évènement ne sont pas l’absorption du 
photon initial et l'émission du photon final. Un tel processus est décrit 
par exemple en (18). 
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k'e’ 


á (18) 


ke 


Ce faisant, on prendrait en compte dans l'expression de Gy; les 
processus qui corrigent l'énergie des états initial et final, mais la 
démarche qui conduit de l'expression (7) à l’expression (13) n’est alors 
plus justifiée. Il apparaît en effet dans (|V G(z)V |p;) des pôles 
réels aux énergies E, +h À, +ho et Ey +h A, +hw', voisines de 
E; et E;. Il faut donc reprendre entièrement l'établissement de 
l'expression de S;. 

La difficulté que nous rencontrons ici trouve son origine dans le fait 
que les états |p;) et |p) considérés ne sont pas asymptotiquement 
stationnaires. Dans les collisions habituelles, l’interaction V entre les 
particules peut être négligée dans l’état initial et dans l’état final. Les 
états propres de H, sont alors adéquats pour décrire ces états, dans la 
mesure où il est possible de bâtir avec ces états des paquets d’ondes 
quasi-monochromatiques, mais d'extension finie, tels que les particules 
soient éloignées les unes des autres, et que V soit effectivement 
négligeable. Dans le cas présent, H; ne décrit pas seulement l’interac- 
tion de l’atome avec les photons initial et final, mais aussi l'interaction 
de l’atome avec le champ transverse dans son ensemble. Or le champ 
transverse interagit en permanence avec les particules constituant 
l’atome. Cette interaction est responsable de nombreux effets physiques 
(interaction magnétique entre particules, effet de retard dans l’interac- 
tion électromagnétique, corrections radiatives) et il n’est pas justifié de 
négliger H; dans l’état initial ou final. On peut dire en d’autres termes 
que les états asymptotiques corrects du processus de diffusion contien- 
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nent non seulement les photons libres ke ou k'e’, mais aussi le « nuage 
de photons virtuels » qui décrivent le champ transverse au voisinage de 
l'atome. Nous allons donc reprendre la théorie de la diffusion en 
introduisant de tels états. 


2. Introduction d’états asymptotiques exacts 


a) L’ATOME EN L'ABSENCE DE PHOTONS LIBRES 


Les états atomiques |a}, |a'}, |b},... sont des états propres de 
l«hamiltonien des particules» Hp donné au chapitre I (formule 
(C.7.b)). Ils ne sont stationnaires qu’en l'absence de couplage avec le 
champ transverse. Le vrai hamiltonien du système des particules 
constituant l’atome, interagissant via le champ électromagnétique, est 
l’hamiltonien total 


H = Hp + Hr +H; 


1 
= H + H, as) 


Le seul état stationnaire stable de atome est alors l’état fondamental 
de H, que nous appellerons |#,), d'énergie É, 


H| Wa) = Ê,| Ya) (20) 


L'état |Y, représente l’atome dans son état fondamental en l’absence 
de photon libre, mais accompagné du champ transverse qui lui est 
associé, ainsi que des fluctuations du vide du champ dans tout l’espace. 


L'écart entre É, et E, représente le déplacement radiatif de l’état 
fondamental. Nous supposerons que l’état [#,) est normé. Le reste du 
spectre de H est un continuum s'étendant de Ë, à +. 


Remarques 


(i) L'état fondamental de H peut être dégénéré, et comprendre plusieurs 
sous-niveaux |#,), |#,).. Certains niveaux proches de l’état fondamen- 
tal peuvent avoir une durée de vie radiative assez longue pour pouvoir être 
considérés comme stables à une certaine approximation. Le spectre de 
H est alors constitué de plusieurs continuums commençant aux énergies 
Ep Ep 

(ii) L'expression de |#,) peut être obtenue sous forme d’un développe- 
ment de type Wigner-Brillouin. Appelons P le projecteur sur le sous- 
espace propre de Ho dans lequel est choisie l’approximation d'ordre zéro 
|Y = |a;50) de |y.) (et éventuellement celle des autres sous-niveaux 
|) de l’état fondamental). Les vecteurs d'état |y, et |y?) étant 
supposés normés, on note NEA la constante représentant la composante de 
|W) sur | y3. Décomposons alors | #,) sur les deux sous-espaces définis 
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par P et Q=1-P. 
lu) = VZ y) +Q) (21) 


L'expression de Q | y, est obtenue de la façon suivante : multiplions (20) 
par Q à gauche et introduisons 1 = P + Q entre H et |#,). Comme 
P | Y.) est égal par définition à VZ | y9, et que PH,Q = 0, il vient : 
1 
Q| wa) = ———— QH,P |h) VZ 

E, = Q H Q 

1 
= QAP |49 VZ 

E, — Q H — Q H,Q 


Le développement de la fraction de (22) en puissances de H, et son report 
dans (21) donne le développement de Wigner-Brillouin de |#,). La 
constante Z est déterminée par la normalisation de |W,). 


(22) 


L'état |ÿ,) n’est pas un état à zéro photon. Pour le voir, il suffit de 
vérifier que l’opérateur a,(k) ne donne pas zéro lorsqu'il agit sur 
|p, (voir le calcul ci-dessous). Les photons présents dans l’état 
|#,) sont en fait les photons « virtuels » qui accompagnent l’atome 
dans son état fondamental et qui décrivent quantiquement le champ 
transverse qui lui est associé. 

Calculons de façon plus précise a,(k)|#,). La relation 


H a,(k) — a,(k) H = — ho a (k) + [H,,a,(k)] (23) 
établie à partir de [H5,a,(k)] = — ħw a(k), conduit à 


(H -— É, + ħøo) adk) | pa) = [H1,a,(k)] | Wa) (24) 
Notons 
F _ = ð 
V: (k) aE [e.(k),H;] = dat (k) H; (25.a) 


FE a Y E.(Pa — gaA(re)) f exp[ — ik.r,] (25.b) 
0 a a 


Il vient finalement 


a(k) | Ya) = - ——— Vil) | Ya) (26) 


o +H- E, 


Le spectre de H est borné inférieurement par É,, de sorte que le 
dénominateur vaut au moins #w, tandis que le numérateur est du 
premier ordre en H,. Ainsi, a.(k) |#,) est d’ordre 1 vis à vis du 
couplage entre les particules et le champ transverse. 
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b) L’ATOME EN PRÉSENCE D'UN PHOTON LIBRE 


Considérons l’état obtenu en créant un photon ke en présence de 
l’état fondamental de l’atome. 


lpake) = a;(k)|#) (27) 


Ces états |#,;ke) ne sont pas exactement états propres de H comme 
l'était l’état |#,). En effet, on a: 


H| YaKEY =H a; (k) | Ya) 

= [Haï(k)] |h) +a:(k)Hf4,) 
Le fait que |#,) soit état propre de H permet d’écrire, compte tenu de 
la relation de commutation [H,,ai(k)] = hw a*(k) et de (25) 

H| pake) = (Ë, + ħw)| pake) + [Hra (k)]| Ya) 
= (É, + ħw)| pake) + V,(k)| Ya) 

Si Pon pouvait négliger le second terme du deuxième membre de (29), 
| Yake) serait état propre de H de valeur propre Ē, + ħw. Nous allons 
montrer qu’il est possible de faire une telle approximation pour des 
paquets d'ondes construits à partir des |ÿ,;ke) et pour lesquels le 
photon est localisé loin de l’atome. De façon plus précise, considérons 
le vecteur d'état | D(r)} formé en combinant des états | W,;ke) avec 
une amplitude g,(k) et un facteur d'évolution temporelle 
exp[ — i(Ë, + ħw)t /ħ] : 


(28) 


(29) 


190) = EKF e. (K) lyk, exp (GE, h o) 1A] (30) 
L'utilisation de (29) conduit alors sans difficulté à 

(2-H) 1860) = 

= — f dk Y g.k) e~! V (k) | Yay exp( — iÈ, t/h) (31) 


Appelons g(r,t) le paquet d’ondes planes transverses construit à partir 
de g.(k)/ Vo 


dk | 
g(r,r) = f PETN L 8) e exp i(k.r — wt) (32) 


L’équation (31) s'écrit alors, compte tenu de (25) : 


Gh 2 Hel) Z > RE a VaB(E at) | Ve) exp(— iÈ, t/h) 
(33) 
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où Va = [Pa -g,Alr,)}/m, est l'opérateur vitesse de la particule 
a. Supposons pour fixer les idées que la fonction g,(k) soit réelle, 
piquée autour du mode kse,, et de largeur Ak. La fonction g(r,f = 0) est 
alors centrée au voisinage de l’origine, la dimension du paquet d’ondes 
étant 1/Ak. L'évolution temporelle du paquet d’ondes est une propaga- 
tion à la vitesse c dans la direction kọ Au bout d’un temps 
|t| > 1/cAk, le paquet d’ondes a donc quitté l’origine et g(0,r) —0. 
Ainsi, lorsque |f| — œ , et dans la mesure où dans l’état |#,) les 
coordonnées r, des particules sont voisines de 0, on a: 


Bat) | Ya) =0 (34) 


et par suite 


GhŽ - H)16()) =0 (35) 


Le vecteur d'état (30) est donc solution de l'équation de Schrödinger 
pour |t| — œ. La limite |t] — o signifie simplement que le paquet 
d'ondes (32) est sorti de la région où se situe l’atome. Passons 
maintenant à la limite où Ak tend vers zéro. | b(r)) comprend alors 
essentiellement l’état |#,;kpeo) évoluant avec l'énergie Ë, + hwo et le 
paquet d’ondes (32) a une extension spatiale L, qui tend vers linfini. 
Cependant, pour des temps supérieurs à c/L;, l’état |ġ (t) est 
solution de équation de Schrödinger. Ainsi, en donnant à cette 
expression le sens que nous venons de définir par le double passage à la 
limite Ak — 0 et t > 1/cAk, on peut considérer l’état | Y,;Ko€0) comme 
asymptotiquement stationnaire, avec l'énergie Ë, + wg. Un tel état 
décrit pour t — — œ , un photon quasi-monochromatique k,e,, incident 
sur l'atome, et pour t — + œ , ce même photon s’éloignant à l'infini. 
Les états |W,;ke) sont donc tout à fait adaptés pour décrire l’état 
initial, ou l’état final d’un processus de diffusion d’un photon par un 
atome. 


3. Amplitude de transition entre états asymptotiques exacts 


a) NOUVELLE DÉFINITION DE LA MATRICE $ 


Nous venons de voir, qu’à la limite |t| — œ , l’évolution temporelle 
des états asymptotiques est donnée par de simples exponentielles 
oscillantes correspondant aux énergies 


É kė = É, + ho (36) 


dans lesquelles figure l'énergie exacte É, de létat |#,). La généralisa- 
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tion de la définition (2) de la matrice S aux états asymptotiques exacts 
introduits plus haut est donc : 


Sp = Lim [expt Ē;T/2) (81 U(T/2, — T/2)| 61) expli Ë,T/24)] 


(37) 
où 
Ë, = sue = Ë, + ho (38.a) 
Ë; = Eye = Ér +ħw' (38.b) 
|$) = [vake) (38.c) 
|8) = | Paske’) (38.d) 


Comme dans le paragraphe 1, le calcul de l’élément de matrice de 
U se ramène à celui de G(z) entre |$&;» et |&;). Compte tenu de 
(38.c), (38.d) et (27), cet élément de matrice s'écrit : 


(Prl): = (Palak) G() a: (k) pa) , (39) 
La formule (4) doit donc être remplacée par 


$; = Lim z (Ë; + Ë;) x 


T— œ 
x f de EEL epelak ha Jl (40) 


Pour calculer l'élément de matrice figurant dans (40), il est commode 
de faire passer G(z) à gauche de a(k’) ou à droite de a*(k), puisque les 
états |ÿ,) et |W,) sont états propres de l’opérateur H figurant dans 
G{z). Partons pour cela du commutateur 


(ai (k),z - H] = fo až (k) — [a k),H;] (41) 
qui donne, compte tenu de (25) 
aï(k) (z — ħw — H)=(2-H)ai(k) + V k) (42) 


Il suffit alors de multiplier (42), à gauche par G(z), à droite par 
G(z — hw), pour obtenir 


G(z) ai (k) = aż (k) G(z — ñw) + G(z) V (k) G(z — ho) (43) 


Multiplions enfin (43) à gauche par a.(k'). Il apparaît au second 
membre a, (k’) G(z) que l’on peut à nouveau transformer en utilisant la 
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relation adjointe de (43) (z étant remplacé par z* et ke par 
k'e’) 
ak’) G(z) = G(z — how’) a ,(k”) + G(z — ñw ') V }(k'°) G(z) 
(44) 
Nous obtenons finalement 
ae(k”) G(z) aż (k) = a.(k')až (k)G(z — how) + 
+ G(z — hw 'Ja p(k’) V (k)G(z — ñw) 
+ G(z — w’) V 5(k)G(z)V (kK)G(z — ñw) 
(45) 


et par suite, puisque | Ya) et | Yg) sont états propres de H de valeurs 
propres Ë, et Ë, 


(BACONS = (Palatka pay — H + 
z—-EË,- ho 
tt (pelak V Ge) 1 + 
z—E, — how z — E, — ħo 
t— i lV lyy —1 (46) 
z— E; — ħow' z— — ñw 


a a 


Dans le premier terme de (46), a,(k') peut être amené à droite du 
produit ď’opérateurs par une relation de commutation : 


CEACE = 8,80 -kh + 
+ pg Cya laz (ka. (k”)| Wa + 
(z - E;) 
PNA la. &)V.(&) + V ENGEN (k) | ha) 
(z — Ē. D(z — 


(47) 


Au deuxième terme près, dont nous montrerons plus loin que sa 
contribution à (40) est négligeable, l'expression (47) ressemble beau- 
coup à (7). Nous pouvons utiliser cette analogie pour appliquer à (47) la 
démarche des paragraphes 1-a, 1-b et 1-c, après avoir montré que 
l'hypothèse initiale faite après l’expression (7) est bien vérifiée ici, à 
savoir que {#,|V:(k')G(z)V .(k)|w,) n’a pas de pôles réels dans la 
région z = Ë; ou Ê;. 
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Pour cela, rappelons (voir le complément A;/,) que si |u) est un 
vecteur d’état normé, (u|G(z)|u) admet des pôles pour les valeurs 
propres discrètes de H et une coupure sur l’axe réel correspondant au 
spectre continu. Cette propriété se généralise aisément aux éléments de 
matrice de G(z) entre deux états différents de norme finie (voir la 
remarque du paragraphe 1 du complément A /;,). Vérifions d’abord que 
V (k)| Ya) est bien de norme finie. En utilisant (25.b) et l’expression de 
la vitesse v, de la particule a, on obtient : 


(pal V EKV ls) = 


h ikr,-re 
= Zeon) D D dada (WalE-Var € nes E.ValWa) (48) 
0 a a 


Le second membre est la moyenne, dans l’état fondamental du système, 
d’observables qui sont à l’évidence finies (la vitesse des particules est 
bornée), de sorte que le carré de la norme de V (k)|#,) est fini. Il en 
est de même pour V,(k”)|#,). Il en résulte que 
blV.(k)G(z)V,.(k)|#,) n’a pas d’autres pôles discrets que Ë, et 
Ë,, qui sont éloignés de Ê, = Ê, + ho et Ê; = Ëp + ho’. 

Ainsi, le même raisonnement que celui fait à la fin du paragraphe 1-a 
permet de négliger les contributions des singularités de G(z) à 
l'intégrale de contour (40), à la limite T — œ . Les seules contributions 


non nulles proviennent des pôles en Š; et Ë f de (47). Un calcul 


analogue à celui du paragraphe 1-b permet alors de généraliser (pour 
les premier et troisième termes de (47)) les résultats (12) et (13) sous la 
forme 


Šp = 5,..8(k-—k)8,, — 2ir 8 XE; - Èp) Gy (49.a) 
avec 
Gp = (hala,(k”) V (k) + Vik’) GÈ + in) V (K)| ve) 
(49.b) 
Calculons enfin la contribution c, du second terme de (47) à (40). Une 
intégration par la méthode des résidus donne immédiatement : 


c= Lim (exp (Ër - Ē)) x (balai @ae&)Ide) (50) 


Lorsque T tend vers l'infini, c, devient une fonction rapidement 
oscillante de É, et Ë;. Son amplitude est finie, et même petite dans la 
mesure où 4,(k')|#,) est d'ordre 1 en H; (voir fin du paragraphe 2-a). 
Au sens des distributions, c, tend donc vers zéro. 
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Remarque 

Revenons sur la comparaison entre (7) et (47). La démonstration faite plus 
haut ne peut pas s'appliquer à €e;|[V G(z)Vie;) car |v;) et 
|f) sont des états du spectre continu, qui ne sont pas de norme finie. En 
fait nous avons montré de façon perturbative au paragraphe 1-d que 


Corl V G(z) V | p;:} a des pôles en È, + ho et Ë, +hw'. 


b) NOUVELLE EXPRESSION DE LA MATRICE DE TRANSITION. DISCUS- 
SION PHYSIQUE 


L'expression (49.b) de ©; peut être encore transformée et mise sous 
une forme très voisine de celle de l'expression perturbative décrivant, 
au second ordre en g, le même processus de diffusion entre états 
découplés |a;ke) et |a;k'e') (formule (C.1) du chapitre Il). 

Pour cela, nous allons faire passer a, (k’) à droite de V (k) dans le 
premier terme de (49.b) et utiliser le résultat (26) obtenu plus haut pour 
a,(k’)|#,). Nous noterons W,..(k',k) le commutateur de a,(k'}) et 
V (k), qui vaut d’après (25) : 


W,.(k’>k) = [a,(k"),V .(k)] 


= fa. ue (51) 
q2 
e mo Plik — k^r] 


7 2e0(27 5 2er’ Vwo £ 2s 
Il est possible alors d'écrire le premier terme de (49.b) sous la forme 
Gala (KV AK) pa) = hal Wee(K'k) +V (k)ae(k’) | pa) 
= (pa l|Weelk’k) +V (R)G(E, — how)V (k) | Ya) 
(52) 


où nous avons utilisé (26) pour passer de la première à la seconde ligne. 
Finalement, la nouvelle matrice de transition 6;; peut s'écrire sous la 
forme 


Bi = (bal We(Kk) + V (k) G(Ë, — ho) V E(k") + 
+ VE(k’) G(É, + how +in) V (k)|#) 


(53) 


Pour faciliter la comparaison entre les expressions exacte et perturba- 
tive de Gy, il est commode de réécrire la formule (C.1) du chapitre II 
en y faisant apparaître les opérateurs V,(k) et V $(k’) utilisés ici. Il 
suffit pour cela de noter que 

{b;0|Hnla;ke) = <b;:0|H;|a;ke) 
(b;0 | [H7,a; (k)] |a;0) (54) 
¢b;0| V (k) |a;0) 


Il 
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et 


(a';k'e'|Hnla;ke) = (a';0 |a, (k') Ha} (k) |a;0) = 
= {a';0 [a (k), [H;,a: (k)]] + [Hra]; (k)]a.(k’) + 
+a,(k')a; (k)H; |a;0) 
F (a';01W,.(k”,k) |a;0) +ô e Ô(k ne k’) (a';0| H; |a:0) (55) 


Pour ke # k'e’, le second membre de (55) se réduit au premier terme et 
la formule (C.1) du chapitre II s’écrit sous une forme 


GC = CP + GP) + 6P = 
= (a'0|W,.,.(k',k) + V (k)G (E, — how) V À (k’) + 
+ VE(KIGO(E, + ho +in)V .(k)|a:0) (56) 


qui rappelle beaucoup celle de l’expression exacte (53). 

La comparaison de (53) et (56) montre clairement que, pour passer de 
l'expression approchée à l’expression exacte, il faut remplacer |a;0) 
par |#,), E, par É, et Go par G. Ainsi, les quantités relatives à l’état 
fondamental «nu» sont remplacées par celles relatives à l’état 
« habillé » par le nuage de photons transverses et le propagateur libre 
Go est remplacé par le propagateur perturbé G. 

Une analyse plus complète de l’expression (53) dépasse le cadre de ce 
complément. On peut néanmoins suggérer les idées suivantes : une 
première approximation du propagateur complet de l’atome est celui 
d’un atome « nu » dans lequel les électrons ont des masses renormali- 
sées, et l’interaction avec le noyau est modifiée à courte distance. Ainsi, 
l'utilisation de la formule du second ordre (56), avec des paramètres 
renormalisés et des énergies complexes pour les états excités, constitue 
en fait une excellente approximation de (53). Ce résultat, en fait très 
général, peut être établi dans le cadre de la théorie de la renormalisa- 
tion. Il justifie la pratique courante dans tous les problèmes d’optique 
quantique et d’électrodynamique à basse énergie consistant à ignorer 
les corrections radiatives, et à utiliser d’emblée dans les formules des 
paramètres physiques renormalisés. 
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COMPLÉMENT Cyy 


ÉTAT DISCRET COUPLE 
À UN CONTINUUM DE LARGEUR FINIE 


TRANSITION ENTRE LA DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE 
DE WEISSKOPF-WIGNER ET L’OSCILLATION DE RABI 


1. Introduction - Idée générale 


Les méthodes de resommation de la série de perturbation, exposées 
dans la partie B de ce chapitre, permettent de rendre compte de la 
décroissance exponentielle d’un niveau discret couplé à un continuum. 
Nous avons également discuté dans le paragraphe C-1-c les conditions 
de validité d’un tel résultat. Il faut en particulier que la probabilité de 
transition par unité de temps [,, de l’état discret |p ,) vers le 
continuum, soit très petite devant un paramètre wọ caractérisant 
l'échelle de variation avec E d’une fonction T (E) qui décrit comment 
l'état discret |, est couplé aux états du continuum d'énergie 
E (voir (C.12)). Dans certains cas, lorsque T(E) a la forme d’une 
courbe en cloche, # w, est de l’ordre de la largeur à mi-hauteur de cette 
courbe et peut donc être considéré comme la « largeur du continuum ». 

Imaginons maintenant que nous puissions augmenter progressivement 
le couplage V, et donc I (E), sans modifier la largeur wọ de 
T(E). Quand F, devient de l’ordre de wọ, les déviations par rapport à 
la décroissance exponentielle deviennent de plus en plus importantes. 
A la limite où T, devient grand devant wọ, il semble même que la 
largeur du continuum puisse être négligée en première approximation. 
Le continuum est alors assimilable à un état discret. On s’attend donc, 
pour l, > wọ, à ce que le comportement temporel du système se 
rapproche d’une oscillation de Rabi entre deux niveaux discrets. 

Le but de ce complément est de présenter un modèle suffisamment 
simple d’état discret couplé à un continuum de largeur finie pour qu’on 
puisse, par des constructions graphiques, comprendre comment 
l'augmentation du couplage V change progressivement le comporte- 
ment temporel du système (*). Nous commençons ($ 2) par présenter 
le modèle qui permet d'obtenir une expression exacte pour la transfor- 
mée de Fourier Y (E) de l'amplitude U,(r) pour que le système, 


(*) C. Cohen-Tannoudji et P. Avan dans « Etats atomiques et moléculaires couplés à 
un continuum. Atomes et molécules hautement excités », p. 93, éditions du C.N.R.S. 
(Paris 1977). 
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préparé à ľinstant 0 dans l’état discret | @,), soit resté dans cet état un 
instant 7 après. Par rapport aux calculs présentés dans le paragraphe C- 
1 de ce chapitre, nous ne faisons plus l'approximation consistant à 
remplacer l'expression R,(z) figurant au dénominateur de (C.4) par une 
expression approchée R,(z). Le modèle est suffisamment simple pour 
permettre un calcul exact de R,(z), et donc de R,(E +in). Après avoir 
discuté les paramètres physiques importants du problème ($ 3), nous 
indiquons ensuite ($ 4) comment il est possible, pour chaque valeur de 
E, de construire graphiquement #,(E). Nous pouvons alors étudier la 
forme de %,(E) dans divers régimes, couplage faible ($ 5), intermé- 
diaire ($6), et fort ($ 7), et comprendre ainsi comme #,(E) passe 
progressivement d’une forme lorentzienne (dont la transformée de 
Fourier est une exponentielle amortie) à un ensemble de deux fonctions 
delta (dont la transformée de Fourier est une sinusoïde). 


2. Présentation du modèle 


a) ÉTATS NON PERTURBÉS 


L’hamiltonien non perturbé H, est supposé avoir un seul état propre 
discret |p), d'énergie E,, et un seul continuum |E,B}, d'énergie 
E variant continûment de 0 à +o (B est l’ensemble des nombres 
quantiques autres que E nécessaires pour caractériser les états du 
continuum). 


Hoje) = Esp») (1.a) 
HlE,B) = ElEB) 0<E<o (1.b) 


b) HYPOTHÈSES SUR LE COUPLAGE 


Le couplage est noté AV où À est un paramètre sans dimensions. Si 
À <1, le couplage est faible; si À >1, le couplage est fort. 
V est supposé n'avoir d'éléments de matrice non nuls qu’entre l’état 
discret et le continuum. Ces éléments de matrice sont notés v(E,B) 


Cel Vle =0 ; ÇE,BI|VIE’,8') =0 (2.a) 
(E.B |V |p) = v(E,B) (2.b) 


(] 


Il 


c) CALCUL DE LA RÉSOLVANTE ET DES PROPAGATEURS 
L’'équation (B.8) du chapitre devient ici 


1 


1 EE 
Gyfz) = (psl z- H,- AV PP) = z= E, — Rz) (3) 
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où R,(z) est donné par une expression analogue à (B.4) 


AV lE,) æ6:lAVIoE 
Ro = calavon + y SE Eee , 
CHER ATPACHEATPACHEIAT T7 . 
if bd (z - E;) (z - E;) Le (4) 
|p;),|p;).…. étant des états propres de Ho, autres que |+,), et 
d'énergie E;, Ej... 

Les hypothèses faites plus haut sur Họ et V permettent alors de 
simplifier considérablement l’expression (4). Tout d’abord, le premier 
terme est nul d’après (2.a). Considérons alors le troisième. Comme tous 
les états [p;) et |[p;) autres que |p, sont nécessairement les états 
|E,B) et |E',B') du continuum (voir $a ci-dessus), l’élément de 
matrice central du troisième terme de (4) se réduit à {E'B'|AV|E,B) 
qui est nul d’après (2.a). Un raisonnement analogue permet de montrer 
que tous les termes d’ordre supérieur en V du développement (4) sont 
nuls. Il ne reste plus finalement que le terme d'ordre 2 où |;) est 
remplacé par |E',B'}. R,(z) s'écrit donc, compte tenu de (2.b) : 


r BAJ 
R;(2) = p| f dE'd'B' p(E',B') PEE (5) 


où p(E',B') est la densité d’états dans le continuum. Ainsi, les 
hypothèses simplificatrices sur H, et V nous ont permis d’obtenir une 
expression exacte pour R;(z). De plus, R,(z) varie simplement en 
A? 

Les propagateurs retardé et avancé s’écrivent, compte tenu de (A.19) 
et (3): 


Gs. (E) = Lim GE +in) = Lim 


n—0, n—0, 


Or, d’après (5) 


1 


' 2 
R(Ein) =a? | È ae ap' (eg) PEDE o 


Comme 


1 
X+in 


Lim =Plzin òl) (8) 


1-0, 


l'équation (6) donne 


T,(E 
Lim R(E + im) = hà? AE) Fi 5 d (9) 


n—0, 
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où 
4E) - #1 f f aE'ag' pe) BELE Go 
DE) = 27 | dB p(EB) lE.8)P a) 


et finalement 


G,. (E) = Lim l 


(12) 
"= E- E,—-ħhA? A (E) +i h» A? 


d) TRANSFORMÉE DE FOURIER DE L'AMPLITUDE U,(r) 


D’après (A.21), la transformée de Fourier ®,(E) de U,(r) est 
proportionnelle à G,_(E) - G,, (E). De manière plus précise, les 
équations (A.21) et (12) donnent 


ROE f dE U (E) ee" (13.a) 
où | 
UE) = z} l6» -(E) - G5, (E)] = 
ha? 22) + 


pee cn en 


T,(E z 
do [E — E, - hA A (E)É + [ra à + a] 


Finalement, nous avons obtenu pour U,(r) et Y, (E) des équations 
tout à fait analogues à (C.20.a) et (C.20.b). Il ne faut pas perdre de vue 
toutefois que les expressions (10) et (11) de A,(E) et T(E) sont ici 
exactes, dans le cadre du modèle simplifié que nous avons choisi, alors 
que les expressions (C.11) et (C.12) résultent d’un calcul perturbatif de 
R, (E +in), limité à l’ordre 2 en V (voir (C.5)). Quand V augmente au 
delà d’une certaine valeur, les expressions (C.11) et (C.12), et donc 
(C.20), ne sont plus valables, alors que (13.b) demeure toujours exact. 
Dans le modèle simple que nous avons choisi, l'augmentation du 
couplage se traduit simplement par une augmentation du facteur 
à? multipliant l',(E) et A,(E) dans (13.b), les fonctions l',(E) et 
A,(E) gardant toujours la même forme. 


Remarque 


Nous avons établi les formules (13), qui serviront de base à toute la suite 
du complément, à partir du formalisme général mis en place dans la 
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partie A de ce chapitre. Le modèle choisi pour Họ et V dans ce 
complément est cependant si simple qu’on peut arriver aux équations (13) 
de manière plus directe. Développons en effet le vecteur d'état | #(r)> sur 
les états | ¢,) et |E,B) 


Let) = De p) + 


(14) 
+ f f dEdB p(E,B)c(E,B ,t)e '/}]E,B) 


L’équation de Schrödinger s'écrit alors 


ihé(e) = | j dEdp Av *(E,B)p(E,B)c(E,B De A (15.a) 
ih é(E, Br) = Ao(E,B) c(t) e E77 (15.b) 


En intégrant (15.b), avec la condition initiale c(E,B,0) = 0, et en 
reportant la solution ainsi obtenue dans (15.a), on obtient 


2 + wo t r r 
AA h dE | WTE e e (16.a) 
2mh J o 0 
où l';(E) est défini en (11), c'est-à-dire encore 
t 
élt) = — À | dr y(t) c(t — T) (16.b) 
(t 
où 
_ to i(Ep - E)r /h 
ND = | : dE TE) e (16.c) 


L’équation intégrodifférentielle exacte (16.b) peut servir de point de 
départ pour plusieurs traitements : traitement perturbatif (où c,(t — T) est 
remplacé par c;(0) = 1), traitement de Weisskopf-Wigner (où c;(t — 7) est 
remplacé par c(t) et sorti de l'intégrale). On peut également, sans faire 
aucune approximation, introduire les transformées de Fourier-Laplace de 
cit) et y(t) et transformer (16.b) en une équation algébrique, à partir de 
laquelle il est possible de dériver (13.b). 


3. Les paramètres physiques importants 


Avant d'indiquer la construction graphique de Y, (E), nous précisons 
l'allure et les propriétés essentielles des fonctions T(E) et A,(E) 
apparaissant dans (13.b). 


a) FONCTION l';(E) 


D'après sa définition (11), l',(E) caractérise le couplage induit par 
V entre l’état discret |p} et la «couche» d'énergie E dans le 
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continuum. Il apparaît également clairement sur (11) que 
T,(E) = 0 (17) 


Comme le continuum part de E = 0 (voir (1.b)), la densité d'états 
p(E,B) est nulle pour E <0, de sorte que 


Tr{E)=0 pour E<0 (18) 


Quand E augmente, p(E,B) est en général une fonction croissante de 
E,alors que |v(E,B) |? tend vers 0 quand E — œ . Nous supposerons ici 
que |v(E,B)|? tend vers 0 suffisamment vite, pour que 


TXE)—0 si E—0 (19) 


Finalement, compte tenu de tous ces résultats, nous prenons pour 
T,(E) une fonction dont les variations avec E ont la forme représentée 
sur la figure 1. La largeur à mi-hauteur de cette fonction, hwo, peut être 
considérée comme la largeur du continuum 


Figure 1. Allure de la fonction l',(E). 


b) PARAMÈTRE N, CARACTÉRISANT LE COUPLAGE DE L’ÉTAT DISCRET 
AVEC TOUT LE CONTINUUM 


Supposons un instant que tous les états |E,B) soient dégénérés en 
énergie avec |p). L'état discret serait alors couplé uniquement à l’état 
V |P), c’est-à-dire à la combinaison linéaire normée suivante 


Í | dEdB p(E,B) |E,B) (E,B|V| 6) 


V<eilV Vis} 


l'élément de matrice de couplage entre |@,) et |#} étant 


(PIVE =V lel V Vies) = 


E f | dEdB p(E,B)|v(E,B) |? (21) 


ly) = (20) 
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La fréquence de Rabi 42, de l’oscillation du système entre l’état 
|p) et l’état |ÿ) serait alors égale au module de (21) (divisé par 
h 


En réalité, les états | E,ßB y ne sont pas dégénérés avec |+,) et ont 
une dispersion en énergie de l’ordre de hwg. On s'attend cependant, si 
le couplage À V est suffisamment fort, à ce que le système ait le temps 
d’osciller plusieurs fois entre |w,) et le continuum avant que l'effet de 
la dispersion kw, sur les énergies des états | E,B) n'ait pu se faire sentir. 
Nous sommes donc conduits à introduire le paramètre 


nj- È || dede 6) ce) - ig [ane 


(22) 


(où nous avons utilisé (11) pour la deuxième égalité). Nous verrons 
effectivement plus loin que à Q, est bien la fréquence de l’oscillation de 
Rabi apparaissant pour À > 1. 

Notons finalement que l’,(E) doit décroître suffisamment vite avec 
E pour que l'intégrale (22) soit convergente. 


c) FONCTION A,(E) 
Les relations (10) et (11) entraînent que 


T(E’) 


É-E' (2) 


A (E) = n 2 l dE 


La relation de dispersion (23) permet de prévoir l’allure de A,(E) à 
partir de celle de T (E). Si T (E) ressemble à une courbe en cloche 
(Fig. 1), A,Q(E) ressemble à une courbe de dispersion (Fig. 2) 


Figure 2. Allure de la fonction A,(E). 


Lorsque | E|»#w,, le dénominateur de (23) est équivalent à E 
puisque E’ ne peut, à cause du numérateur T, (E), être très supérieur 
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à hwo. On en déduit que 
. 1 prepn AN 


(nous avons utilisé (22) pour la deuxième égalité). Les ailes de la 
fonction 4 (E) décroissent donc en 1/E. 


4. Principe de la construction graphique 


a) CONSTRUCTION POINT PAR POINT DE (E) 


Sur la figure 3, sont représentées trois fonctions de E : ñà’r,(E), 
hAZA,(E), E-E, (droite de pente1, coupant l'axe des E en 
E;). Considérons alors une verticale d’abscisse E, et appelons 
A, B,C, D les intersections de cette verticale avec respectivement l’axe 
des abscisses, les courbes #A T(E), hA?A,(E), E — E,. Nous avons 


AB =ħA TE) CD=E-E,-hA?A(E) (25) 
de sorte que l’expression (13.b) de #,(E) peut s'écrire 
AB 
1 D. 
U(E) = Lim — 5 (26 
10, T (CD) + (TS + n) 
Verticale d’abscisse E Droite E - E 
74 x ý 
Aa? T (E) 
f 
hà? 4 (E) 
A 


Figure 3. Construction graphique de #,(E). 
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Pour chaque valeur de Æ, nous pouvons ainsi mesurer AB et 
CD, et déterminer #,(E) par (26). 

Comme toutes les quantités figurant au dénominateur de (26) sont 
positives, nous nous attendons à trouver un maximum de #,(E) pour 
les valeurs de E telles que CD s’annule. Les abscisses E,, des maxima 
de %,(E) sont donc données, d’après (25), par 


Em — Ep — ŘA? AEn) = 0 (27) 
b) DÉTERMINATION GRAPHIQUE DES ABSCISSES DES MAXIMA DE 


U, (E) . CLASSIFICATION DES DIVERS RÉGIMES 


D’après (27), ces abscisses sont obtenues en recherchant les intersec- 
tions de la courbe h4,(E) avec la droite (E — E,)/à? passant par 
E, et de pente 1/A? (Figure 4). 


À <1 


Figure 4. Détermination graphique des abscisses 
des maxima de Y, (E). 


Pour un couplage faible (à < 1), (E — E,)/à? est pratiquement une 
droite verticale, et il n’y a qu’un seul point d’intersection, dont 
l’abscisse est très proche de E, : Em = Ep. Une meilleure approximation 
s'obtient en remplaçant dans le dernier terme de (27), qui est très petit, 
Em par Ep, ce qui donne 


E, = Ep + ŘA?A (Ep) (28) 


Lorsque le couplage À augmente, il apparaît sur la figure 4 que 
l’abscisse du point d’intersection de Å A (E) avec (E — E,)/A? se 
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déplace vers la gauche, jusqu’à ce que À atteigne une valeur critique 
À, au delà de laquelle E„ devient négatif, c’est-à-dire inférieur au 
début du continuum qui part de E = 0. (Des intersections nouvelles des 
deux courbes peuvent d’ailleurs apparaître). La valeur de À, est 
obtenue en faisant E,, = 0 dans (27) 


; E, 27 E, 


RO, E 


œ@ 
dE T,(E)/E 

[re] 
(Nous avons utilisé (23) pour la deuxième égalité). Nous reviendrons 

plus loin ($ 6-b) sur la signification physique du couplage critique. 
Pour les couplages très forts (à > 1), la pente de la droite 
(E — E,)/à? devient très faible, et il apparaît sur la figure 4 que cette 
droite coupe en général la courbe # A,(E) en trois points, d’abscisses 
E0), EË, E®, EO) est très proche de l’abscisse du zéro de A,(E). Quant 
aux abscisses E® et EQ?, elles correspondent à des points situés dans les 
ailes de # A,(E), pour lesquelles l'expression asymptotique (24) de 
A;(E) peut être utilisée. En reportant (24) dans (27), on obtient alors 
120? 


En — E,- —5—=0 (30) 
m 


Comme E, peut être négligé devant E,,, l'équation (30) donne 


E? = 12# Q? (31) 

c’est-à-dire encore 
ED = AAN, (32.a) 
EŸ = +AAN, (32.b) 


5. Couplage faible 


a) DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE DE WEISSKOPF-WIGNER 


Quand À <1, le terme [E — E, — hA 2A;(E)]? du dénominateur de 
(13.b) est très grand devant tous les autres, sauf au voisinage de 
E = E, où il s’annule. Il est donc légitime de remplacer, dans les termes 
très petits hÀ T(E) et hà ?A (E), E par E, puisque c’est seulement au 
voisinage de cette valeur de E que ces termes ne sont pas négligeables 
devant [E — E, — #A A, (E)]J’. Il vient ainsi 


hÀ?T,/2 
AE) = À o/ 


FER Mafia O 
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r, =TE) ; 4, = 4 (E) (34) 
La transformée de Fourier de (33) est 


š 2 2 
U(r) Pe ei Etm A)T /h a Ta} T| /2 (35) 


ce qui n’est autre que le résultat bien connu établi par Weisskopf et 
Wigner. l, est la probabilité de transition par unité de temps de l’état 
discret |¢,} vers le continuum, calculée par la règle d’or de Fermi, 
h A, le déplacement de cet état discret dû au couplage avec le 
continuum. 


b) CORRECTIONS À LA DÉCROISSANCE EXPONENTIELLE 


Une meilleure approximation que celle conduisant à (33) consiste à 
continuer à remplacer F,(E) et A,(E) par F, et À, au dénominateur de 
(13.b), où la dépendance en E est essentiellement déterminée par le 
terme [E — E, — hA?A,(E)}, mais à garder T(E) au numérateur. Il 
vient ainsi 


1 hà T a(E)/2 


D CEN Sea A a 
s(E) T [E — E, — hA ?A J + [RA T2 


(36) 


Le fait que T(E) soit nul pour E <0 et tende vers zéro quand 
E — œ (voir Fig. 1) montre alors que les ailes de Y (E) tendent vers 
zéro plus vite que celles d’une lorentzienne. Ceci entraîne des correc- 
tions à la décroissance exponentielle (35) que nous discutons mainte- 
nant. 

Tout d’abord, on peut considérer que l'expression (36) est le produit 
de la lorentzienne (33) par la fonction l',(E)/T,, qui vaut 1 pour 
E = E,, et s’annule en dehors d’un intervalle dont la largeur est de 
l'ordre de quelques wọ. Il s'ensuit que la transformée de Fourier de 
(36) va être le produit de convolution de l’exponentielle (35) par la 
transformée de Fourier de l,(E)/T,. La fonction l',(E) ayant une 
largeur hw,, sa transformée de Fourier y;,(r) a une largeur en 
T finie, qui est de l’ordre de 1/w,. Par ailleurs, l (E) est strictement 
nul pour E <0 et n’est pas infiniment dérivable en E = 0. Il en résulte 
que sa transformée de Fourier y,(r) se comporte à l'infini comme une 
puissance de (1/7). De façon plus précise, si l',\(E) démarre comme 
E”, y,(r) varie comme 1/7”*! à l'infini. Le produit de convolution de 
Y(T) avec l’exponentielle (35) modifie donc le comportement de 
U,(r) aux temps courts et aux temps longs. 

Aux temps courts, l’exponentielle (35) va se trouver « arrondie » et 
ne plus avoir de dérivée discontinue en 7 =0. On peut d’ailleurs 
déterminer directement le comportement aux temps courts à partir de 
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(15). Si t < 1/wo, les exponentielles exp[ + i(E — E ,)t/ħ] peuvent être 
remplacés par 1 (puisque E — E, est au plus de l’ordre de quelques 
hwo). L'intégration de (15.b) entre 0 et r donne alors 


c(E,B t) = tAU(E,B) /iħ (37) 


La conservation de la norme, et (22) entraînent 


les(t)|? 


Les 2 
1 | f dEdB p(E,B) |c(E,B.1)| 


= 1-ta? ? [ f azas p(E,B) |v(E,8)|? 
1- 120%? (38) 


Il apparaît ainsi qu'aux temps très courts (t < 1/wo), |c,(t) |? ne décroît 
pas linéairement avec #, comme le laisserait supposer (35), mais 
quadratiquement. 

Aux temps longs (r > T5 !), le produit de convolution de l’exponen- 
tielle (35) avec y,(r), se comporte comme celle des deux fonctions qui 
décroît le plus lentement, donc comme 1/r"*1 


6. Couplage intermédiaire - Couplage critique 


Lorsque À augmente, les déviations de ®#,(E) par rapport à une 
lorentzienne deviennent de plus en plus importantes. Des structures 
larges peuvent apparaître dans les ailes de (E), ainsi que des 
nouveaux maxima. Avant d’aller plus loin, il est important de préciser 
la forme de (E) au voisinage d’un de ces maxima. 


a) DÉVELOPPEMENT DE (E) AU VOISINAGE D'UN MAXIMUM 
Au voisinage d’un zéro E,, de l'équation (27), nous pouvons écrire 
E — E, — hA?A,(E) = 
= Em — Ep — AA AEn) + E — Em — hA JALE) — Al Em) 
= (E — E„)[1 — hA A'l En)] (39) 


Nous avons utilisé (27) et développé A,(E) — A (Em) à l’ordre 1 en 
(E — Em). Posons 


TEn) = Th (40.a) 
A'Em) = A'm (40.b) 


et reportons (39) dans le dénominateur de (13.b). Nous obtenons pour 
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U, (E) au voisinage de En 


AY m 
1 ot 2 
U(E) = — © Lim = — (41) 
= r Yn \2 
ITAA Amnat TB ga (Er) 
avec 
2n +AA Tm 
Eia 42 
"O LAAS m a 


Il apparaît ainsi qu’au voisinage d’un maximum d’abscisse Em, 
Ü,(E) a la forme d’une lorentzienne, centrée en E = E,,, de largeur 
Ym à mi—hauteur donnée par (42), et de poids 1/(1 — AA ?A' m). Bien 
sûr, ces résultats ne sont valables que si T(E) et 4 (E) varient peu sur 
la largeur žy„ de cette lorentzienne, c’est-à-dire si 


Ym É Wo (43) 


b) SENS PHYSIQUE DU COUPLAGE CRITIQUE 


Dès que À dépasse À,, on voit sur la figure 4 que la droite 
(E — E;)/ÀA? coupe la courbe hA E) en un point d’abscisse Em 
négative. Utilisons alors les résultats du paragraphe précédent pour 
préciser la forme de %,(E) au voisinage de cette valeur En. 

Comme T(E) est nul pour E négatif et que E„ est négatif, 
T Em) = Fm est nul et par suite d’après (42) 


2n 
hym = — L =2n'—0 44 
7 1AA m À oa 


L'approximation (41) de K (E) est alors certainement valable puisque, 
Ym Étant nul d’après (44), la condition (43) est remplie. Il vient alors, au 
voisinage de E = En 


1 1 n' 
U E = im — ———_——— —— — 
KE) 1-A 4,70, T(E-E,) +N’ 
1 
= — ôE -E 45 
RE - En) (45) 


Nous trouvons ainsi que, pour À > À,, une fonction delta apparaît dans 
U,(E), centrée en E = E,, dans la région E <0. Cette fonction delta 
donne naissance, d’après (13.a), à une oscillation non amortie dans 
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U,(r) de la forme 
1 e` Enr /h 


—— 46 
1—hà74!, S) 


Physiquement, le couplage a déplacé l’état discret initial |æ,) vers les 
énergies négatives d’une quantité si importante que cet état discret est 
passé en dessous du continuum et est devenu stable puisqu'il n’y a plus 
d'états du continuum de même énergie que lui vers lesquels il puisse se 
désintégrer. 


7. Couplage fort 


Pour À > 1, la figure 4 montre qu’il y a trois points d’intersection 
entre la droite (E — E;)/À? et la courbe A 4 (E), d’abscisses E®, 
EŸ, EF). 

Celui qui est le plus à gauche a une abscisse E® négative. 
%,(E) est donc au voisinage de ce point une fonction delta donnée par 
(45). Comme À > 1, on peut utiliser la valeur asymptotique (32.a) pour 
E®, E@ =— AAN., ainsi que l'expression asymptotique (24) de 
A,(E) pour calculer 4’, = A',(E,). Il vient ainsi A',(E) = — AN ?/E’ et 
par suite 


AEn) = A RQ) = = = - À, (47) 


de sorte que 
1 1 
— = = 48 
1—hA74, 2 (48) 
Ainsi, l'expression de ®,(E) contient, en E = — AAN, une fonction 
delta de poids 1/2. 

Considérons maintenant l’autre intersection d’abscisse EO) = + AAN, 
(voir (32.b})). Au voisinage de cette valeur de E, ®,(E) se comporte 
comme une lorentzienne donnée par (41). Un calcul, identique à celui 
qui précède, montre que le poids, 1/(1 — hA ?A' m), de cette lorentzienne 
est lui aussi égal à 1/2. Quant à sa largeur Ym, elle vaut d’après (42) 

AT, (AR) 


m = = 


1 
Ha AZT (RQ) (49) 


Si T(E) décroît plus vite que 1/E°? quand E tend vers l'infini, cette 
largeur Ym tend vers 0 quand À — œ . Elle tend vers une constante si 
T(E) varie en 1/E?. Enfin, elle diverge si l',(E) tend vers zéro moins 
vite que 1/E°. 
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Il reste à examiner la contribution du troisième point d’intersection en 
E), au voisinage du zéro de A,(E). Revenons à l’expression (13.b) de 
U(E). Nous voyons que, sur un intervalle de quelques #w, à droite de 
E=0,E-E, peut être négligé devant AAT ,(E) et A 7A,(E), puisque 
À > 1, de sorte que Ÿ,(E) est proportionnel à 1/AÀ ? dans cet intervalle. 
Il apparaît ainsi que dans ce même intervalle, #,(E) se comporte 
comme une courbe de largeur de l’ordre de hwg et dont le poids, en 
1/À2, tend vers zéro quand À œ . L’approximation lorentzienne (41) 
n’est d’ailleurs plus valable dans ce cas car T(E) et A,(E) varient 
beaucoup dans l'intervalle hwg. 

Finalement, les variations de Y, (E) avec E, pour À > 1, ont l'allure 
représentée sur la figure 5. 


4, (E) 


ED= - AAN, 0 EP hw EO = AAN, 
Figure 5. Allure de variations de %,(E) pour À > 1. 


Comme le poids de la structure centrale tend vers zéro quand 
À — œ , le comportement de U,(r) est essentiellement une oscillation 
de la forme 

1 iar 1 -iinr 

=e +e = cosÀ (2,7 (50) 

2 2 
due au battement entre les transformées de Fourier des deux courbes 
étroites de la figure 5, qui ont chacune un poids 1/2 (nous négligeons . 
pour l'instant la largeur y,, de la courbe de droite). Nous retrouvons 
bien ainsi l’oscillation de Rabi à la fréquence À 42, quand À devient très 
grand. Il y a cependant des corrections à cette oscillation. 

(i) Aux temps très courts (r < wg !), des petites corrections, en 
1/A7, dues à la structure large centrale de la figure 5, apparaissent. 
Elles s’amortissent en un temps de l’ordre de 1/w. 

(ii) La contribution de la courbe de droite de la figure est amortie 
avec un temps de l’ordre de 1/ Ym, où Yp est la largeur de cette courbe. 
L’oscillation de Rabi est donc amortie avec une constante de temps de 
l'ordre de 1/Y m- 
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(ii) Aux temps très longs (T > 1/ Ym) seule subsiste la contribution de 
f $ P ANT . 
la fonction delta centrée en — AN, qui vaut e /2 et qui ne 
s’amortit pas. 

Le point (ii) montre clairement qu’il est impossible d’obtenir une 
oscillation de Rabi non amortie, comme c’est le cas pour deux vrais 
états discrets couplés. Le couplage avec un continuum introduit une 
irréversibilité fondamentale dans le problème, qui ne disparaît jamais, 
même aux couplages très forts. 

Finalement, nous avons pu montrer sur un modèle très simple 
l'existence d’une transition continue entre deux régimes extrêmes, la 
décroissance exponentielle de Weisskopf-Wigner et l’oscillation de 
Rabi, tout en précisant les corrections qui doivent être apportées à ces 
deux régimes extrêmes. 


CHAPITRE IV 


Le rayonnement considéré 
comme un réservoir : 
équation pilote pour les particules 


A - INTRODUCTION - IDÉE GÉNÉRALE 


Dans ce chapitre, nous nous intéressons à l’évolution des seules 
particules et nous nous proposons d'établir des équations décrivant une 
telle évolution. Un exemple célèbre d’une telle démarche est celle 
d'Einstein, introduisant en 1917 les équations décrivant l'effet des 
processus d'absorption, d'émission induite et d’émission spontanée 
entre les niveaux a et b d’un atome plongé dans le rayonnement du 
corps noir (*) : 


dN, 

A — Aba Np +u(w) (Bab Na- Bpa No) 

ca (A.1) 
= Apa Ny+u(o)(B, 4 No — Bao Ni) 


Dans (A.1), N, et N, sont les nombres d’atomes dans les états 
a et b (Es > E,), Aba la probabilité d'émission spontanée par unité de 
temps de b vers a, B. (et B,_a) les probabilités d'absorption (et 
d'émission induite) de a vers b (et de b vers a), u(w) la densité d'énergie 
du rayonnement à la fréquence w = (E, — E,)/h. Le but de ce chapitre 
est de justifier et de généraliser des équations de ce type à partir des 
équations de base de l’électrodynamique quantique décrivant l’évolu- 
tion couplée des particules et du champ. 

Notons tout d’abord que les particules, formant un sous-système d’un 
système plus vaste, ne peuvent être décrites que par un opéra- 


(*) A. Einstein, Physik. Zeitschr. 18, 121 (1917). 
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teur densité. En effet, même si le système global est dans un état pur, 
décrit par un vecteur d'état, l’état des particules est en général un 
mélange statistique d'états. L'opérateur densité o décrivant un tel 
mélange est obtenu par trace partielle sur les variables du rayonnement 
de l’opérateur densité p du système global : 


o = Trpp (A.2.a) 


c'est-à-dire encore, en termes d'éléments de matrice, 
(aja |b} = Tab = Z {a,m|p|b,n) = À Paubu (A.2.b) 
E E 


les indices (latins) a et b repérant les états des particules, les indices 
(grecs) u ceux du rayonnement (*). Ainsi, l’état de Patome à deux 
niveaux a et b introduit plus haut est décrit par la matrice densité : 


E 25) (A.3) 


Tab Taa 


En plus des « populations » © ,, €t € a4 des deux niveaux, proportionnel- 
les aux quantités N, et N, apparaissant dans (A.1), on voit apparaître 
des éléments non-diagonaux ou « cohérences » entre a et b, reliés à 
certaines grandeurs physiques, évoluant à la fréquence (E, -E,)/h, 
comme le moment dipolaire électrique de l'atome. 

Avant d'essayer d'établir une équation d’évolution pour ø, il peut 
être utile de s’inspirer d’autres exemples de physique classique où l’on 
s'intéresse à l’évolution d’une partie seulement d’un système global. 

Considérons par exemple le mouvement brownien d’une particule 
lourde plongée dans un gaz ou dans un liquide de particules légères avec 
lesquelles elle subit des collisions incessantes. Par suite de la différence 
de masse, il faut un très grand nombre de collisions pour faire varier de 
manière appréciable la vitesse de la particule lourde. Comment décrit- 
on alors le mouvement de la particule lourde ? Une première possibilité 
est d'introduire une « équation de Langevin », où l'effet du fluide sur la 
particule est décrit par deux types de force : une « force de friction », 
qui décrit l'effet cumulatif des collisions et qui amortit la vitesse de la 
particule au bout d’un temps caractéristique TL; une « force de 
Langevin », qui décrit les fluctuations de la force instantanée autour de 
sa valeur moyenne, et qui varie avec un temps caractéristique de l’ordre 
du temps de collision 7,, beaucoup plus court que Tg. Une autre 
possibilité consiste à essayer d'établir une équation d’évolution pour la 
fonction de distribution f(r,p) de la position et de l’impulsion de la 


(*) Il est clair que l'information contenue dans o est moins riche que celle contenue 
dans p. En particulier, l'opérateur densité réduit o ne décrit ni le rayonnement, ni les 
corrélations qui existent entre particules et rayonnement. 
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particule lourde. On étudie en général la variation Af de f sur un 
intervalle de temps Ar très court devant Tg (pour que la vitesse 
moyenne de la particule ait peu varié), mais très long devant 
T, (pour que plusieurs collisions élémentaires aient eu le temps de se 
dérouler entièrement). L’équation donnant Af/At est alors simple. 
C'est une équation de Fokker-Planck, décrivant comment la fonction 
de distribution se déplace et s’élargit sous l’effet des collisions. 

Nous retiendrons de l'exemple précédent les idées générales suivan- 
tes. Tout d’abord, la particule étudiée s interagit avec un système 
possédant un très grand nombre de degrés de liberté (l’ensemble des 
autres particules du gaz ou du liquide). La « capacité calorifique » de 
est donc très grande, et il n’y a pas de modification macroscopique de 
l’état de 2 sous l'effet du couplage avec K. R peut être considéré 
comme un «réservoir». Ensuite, l’équation d'évolution de æ est 
simple, s’il y a deux échelles de temps bien distinctes dans le problème, 
un temps très court 7, caractérisant les fluctuations de la perturbation 
exercée par À sur &, et un temps beaucoup plus long Tg caractérisant 
la vitesse de variation de æ. Si l’on se contente d’une vitesse de 
variation à «gros grains», moyennée sur un temps Af tel que 
T, € At < Tr, alors, des équations cinétiques simples peuvent être 
obtenues pour les fonctions de distribution de +. 

Est-il possible d’étendre les idées précédentes au cas où æ est un 
ensemble de particules (que nous supposons ici former un atome ou une 
molécule), et 2 le rayonnement ? Tout d’abord, Æ possède bien une 
infinité de degrés de liberté, correspondant au nombre infini de modes 
du champ électromagnétique. Si £ est un atome (ou un petit nombre 
d’atomes), il est légitime de considérer que l’état de 2 change très peu 
au cours du temps par suite du couplage avec a. Quelles sont ensuite 
les conditions d’apparition de deux échelles de temps bien distinctes ? 
La dynamique des fluctuations des champs (électrique et magnétique) 
agissant sur les particules chargées est décrite par les fonctions de 
corrélation de ces champs. Or, on peut montrer (*} que, si l’état du 
champ est le vide (ce qui correspond au problème de l'émission 
spontanée de photons par s£), ces fonctions de corrélations 
ÇE(t)E(t — 7) + E(t — r)E(t)} décroissent très vite avec 7. Le temps 
de corrélation 7, des « fluctuations du vide » est très court, plus court 
que la période 27/w,ç de la transition b_.a étudiée, elle-même 
beaucoup plus courte que la durée de vie 1/1" du niveau b, qui 
caractérise l’évolution de l’atome. Il en est de même pour le problème 
d’un atome interagissant avec une onde incidente dont la largeur 


(*} Voir par exemple «Photons et Atomes — Introduction à l'Electrodynamique 
Quantique », 8 III-C-3 et complément C ,,.. 
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spectrale Aw est suffisamment grande (*) et l'intensité suffisamment 
faible. En effet, le temps de corrélation du champ incident est de l’ordre 
de 7, = Aw”!, et le temps moyen Tg au bout duquel un processus 
d'absorption ou d'émission induite se produit (temps d'évolution de 
l'atome) est inversement proportionnel à l'intensité lumineuse 1, de 
sorte que pour des valeurs convenables de Aw et Z, la condition 
Te & TR est réalisée. C’est en particulier le cas pour le rayonnement du 
corps noir, ou pour le rayonnement émis par des sources ordinaires 
(comme des lampes à décharge), qui ne sont ni très monochromatiques, 
ni très intenses. 

Nous voyons ainsi qu’il existe un grand nombre de situations où le 
rayonnement peut être considéré comme un réservoir exerçant sur 
l'atome une perturbation qui varie très vite à l'échelle du temps 
d’évolution de l'atome. Nous montrons, dans ce chapitre IV, comment 
« l'équation pilote » donnant la vitesse de variation à gros grains de 
l'opérateur densité de & peut être établie simplement et de manière 
perturbative lorsque le couplage V entre £ et 2 a un effet faible 
pendant le temps de corrélation 7, des fluctuations de 2. Il s’agit là 
d’une situation rappelant celle des collisions faibles du mouvement 
brownien, la condition sur la faiblesse de l’effet du couplage pendant 
T, portant le nom de condition de « rétrécissement par le mouvement » 
pour des raisons qui apparaîtront plus loin. Nous commençons (par- 
tie B) par établir équation pilote. Nous donnons ensuite une interpré- 
tation physique des coefficients qui apparaissent dans cette équation 
(partie C) et nous discutons les conditions de validité des approxima- 
tions utilisées pour établir l’équation pilote (partie D). Les résultats 
établis dans ces trois parties sont valables de façon générale pour tout 
petit système s couplé à un réservoir &, pourvu que la condition de 
rétrécissement par le mouvement soit satisfaite. 

Nous revenons dans la partie E au problème d’un atome à deux 
niveaux couplé au rayonnement et nous utilisons les résultats précédents 
pour établir les équations d'évolution de la matrice densité atomique 
sous l'influence des processus d'émission spontanée, d'absorption et 
d'émission induite. Nous nous intéressons non seulement aux degrés de 
liberté internes (populations des deux niveaux a et b et cohérence entre 
a et b), mais aussi à l’évolution des degrés de liberté externes (vitesse du 
centre de masse) sous l’effet des échanges d’impulsions entre atome et 
photons. 

Trois compléments prolongent la discussion de ce chapitre. Le 
complément A ;y montre que les moyennes à deux temps apparaissant 
dans l'équation pilote peuvent être reliées à deux catégories de 


(*) Nous excluons ici le cas où l’atome interagit de manière résonnante avec un 
rayonnement monochromatique (voir chapitres V et VI). 
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fonctions statistiques, les fonctions de corrélation symétriques qui 
décrivent la dynamique des fluctuations des observables de s et 
R, et les susceptibilités linéaires qui décrivent la réponse linéaire de 
chaque système à une perturbation extérieure. D’utilisation de ces 
fonctions permet de montrer alors que les divers effets physiques décrits 
par léquation pilote peuvent être interprétés très simplement en 
considérant que chacun des deux systèmes en interaction, æ et 
R, fluctue et polarise l'autre. Les compléments B,, et C,, illustrent les 
diverses notions introduites dans le chapitre sur l’exemple simple d’un 
oscillateur harmonique couplé à un réservoir d’oscillateurs harmoni- 
ques. L'évolution de l’oscillateur est étudiée, aussi bien dans le point de 
vue de Schrödinger (complément B,,) que dans celui de Heisenberg 
(complément C;y). On montre notamment que les équations de 
Heisenberg relatives à l’oscillateur matériel peuvent être transformées 
et mises sous une forme qui rappelle l'équation de Langevin du 
mouvement brownien. Un tel point de vue permet d'illustrer le lien 
étroit qui existe de façon générale entre fluctuations et dissipation. 
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B - ÉTABLISSEMENT DE L’ÉQUATION PILOTE 
D'UN PETIT SYSTÈME æ 
COUPLÉ A UN RÉSERVOIR & 


1. Equation d’évolution du petit système en représentation d’interaction 
Soit 
H=H,+H2+V (B.i) 


l’hamiltonien du système global £ + &: H, est l’hamiltonien de 
A, HR celui de &, V l'interaction entre £ et 2. L'opérateur densité 
p du système global £ + 2 obéit à l'équation d'évolution 


d 1 
gr O = z He] (B.2) 
qui devient, en représentation d'interaction par rapport à H, + HR: 
OENORO) (B.3) 
dt ih ù 7 
avec 
RO z e Hat HAA Cp) e At Rih (B.4.a) 
40) =e H4 + HRA h yy = Has Had /à (B.4.b) 


L'avantage de la représentation d'interaction est que, si V est suffisam- 
ment petit, A(t) évolue lentement et ne contient plus en particulier les 
exponentielles d'évolution libre non perturbée. 

Intégrons l'équation (B.3) entre t et t + Ar. Il vient 


~ ~ 1 Eis LN aea! 
6 + an = POAR WEA E9 
t 
équation qui peut être itérée pour donner 
5( 1 
ap) = Ba dr [7 (0), 50) + 


1 \2 t+ åt t e A 
+() f dr | d'IČ EIEE] (B.6) 
où l’on a posé 


ASG) = PE + Ar) — P0) (B.7) 


Nous nous intéressons ici à l’évolution du petit système £. L’équation 
(A.2.a) qui définit l'opérateur densité réduit o de s à partir de 
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l'opérateur densité p de & + À devient en représentation d'interaction 


a(t) = Tr P(6) (B.8) 


En prenant la trace par rapport à Æ des deux membres de l'équation 
(B.6), nous obtenons donc 


1 t+4 e. 
Ad (t) = TA j dt'Trei V(t), A + 


(3) a Lampes B 


Jusqu'ici, aucune approximation n’a été introduite et l’équation (B.9) 
est exacte. Avant d’aller plus loin et d’introduire des approximations, il 
nous faut maintenant préciser les hypothèses faites sur le réservoir. 


2. Hypothèses sur le réservoir 


a) ÉTAT DU RÉSERVOIR 
Soit 


SR) = Tra P(E) (B.10) 


l'opérateur densité de Æ obtenu par trace partielle sur æ de 
(t). Comme # est un réservoir, la variation de g(t) due au couplage 
avec 4 est faible. Dans une première approximation, &R(t) peut être 
considéré comme constant en représentation d’interaction (*) : 


nt) = FRO) = op (B.11) 


Nous supposerons de plus que le réservoir est dans un état station- 
naire, c’est-à-dire que og commute avec Hpg 


[or-HR] = 0 (B.12) 


En d’autres termes, og n’a pas d'éléments non diagonaux entre états 
propres de HA} de valeurs propres différentes et peut donc être 
considéré comme un mélange statistique des états propres |æ} de 
HR 


He) = Eln) (B.13) 


(*) Le couplage V fait bien sûr apparaître des corrélations entre f et Æ qui sont 
faibles, mais essentielles pour l’évolution de æ (voir $ D 4). 
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avec des poids p, 


oR= Pal) (nl (B.14) 
k 
C’est en particulier le cas lorsque est en équilibre thermodynamique 
à la température T, les p, valant alors 
1 e7 Er tT (B.15.a) 


AD (B.15.b) 


b) VALEURS MOYENNES À UN ET DEUX TEMPS DES OBSERVABLES DE 
R COUPLÉES À £. 


L’interaction V entre @ et Ẹ sera prise sous la forme d’un produit 
d’une observable A de & par une observable R de 2. 


V=-—-AR (B.16) 


ce qui donne, en représentation d’interaction 


Ve) = — AA) RA) (B.17) 

avec 
À) = et A eT Ma /à (B.18.a) 
RG) = et Re eA (B.18.b) 


puisque les observables de x commutent avec celles de 2. 


Remarque 
Les calculs qui suivent peuvent être aisément adaptés au cas plus général 
où V est une somme de produits d'opérateurs À, de f par des opérateurs 
R, de £, de la forme — AR, 

P 


Nous supposerons que la valeur moyenne de R dans l’état op de 
R est nulle 
Tor R] = Trlor R) = 0 (B.19) 


la première égalité découlant de (B.18.b), (B.12) et de l’invariance de 
la trace d’un produit dans une permutation circulaire. Il s’ensuit que, 
pour tout t 


Trelar V(e)] = ÃO) Trio r RO) = 0 (B.20) 


La valeur moyenne dans eg du couplage Ÿ(+) est donc nulle. Si ce 
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n'était pas le cas, il suffirait d’ailleurs de réinclure Tre[or V] dans 
H, et de prendre V — (Trelar V]) ® 1 k comme nouvel hamiltonien 
d'interaction, Î x étant l'opérateur unité dans l’espace des états de 
R. 

La valeur moyenne de Ř(t) dans ok est une moyenne à un temps 


\ 


t. Considérons maintenant la «valeur moyenne à deux temps» 
t ett” 


etre") = Trie g R0) Ra) (B.21) 


égale à la valeur moyenne dans létat o4 d’un produit de deux 
observables ŘR(t') et Ř(t") prises à deux instants différents t’ et 
t". Nous analysons dans le complément A;y la signification physique 
des fonctions g(t',t”). Nous montrons en particulier que la partie réelle 
de g(t',t") est une fonction de corrélation symétrique décrivant la 
dynamique des fluctuations de R dans létat opg, alors que la partie 
imaginaire de g(t',t”) est reliée à une susceptibilité linéaire. En utilisant 
(B.12), (B.18.b) et l’invariance de la trace d’un produit dans une 
permutation circulaire, on démontre aisément que g(t',t") ne dépend 
que de 7 = ¢' — t”, puisque 


Trela RRR (")] = Trgloge FER e HR R e7 
= Trelo rR(T)À(O)] = g(7) (B.22) 


Pour évaluer de manière plus précise g(r), reportons l'expression 
(B.14) de ep dans (B.22). Il vient 


gr) = Tr Z {p,lu) (ul RCT) À(O) } 


= Z p, <u | RCT) RO)|m) 


SFTP Rp ear (B.23) 
E Y 
où nous avons posé 
R,» = (u |R] v) (B.24) 
DO pp = Ou D, (B.25.a) 
w, = E,/h (B.25.b) 
Comme p, et |R,,|° sont réels, il est clair sur (B.23) que 


8 7) = g(r)* (B.26) 


L'expression (B.23) montre que g(r) est une superposition d’exponen- 
tielles oscillant aux diverses fréquences de Bohr w,, de 2. Comme 
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R est un réservoir, il possède un ensemble très dense de niveaux 
d'énergie et par suite un spectre quasicontinu de fréquences de Bohr, 
de sorte que les exponentielles de (B.23) vont très vite se brouiller. Plus 
précisément, nous supposerons ici que la fonction g(r) tend rapidement 
vers zéro quand r tend vers linfini, et nous désignerons par 
T, l'ordre de grandeur de la largeur en 7 de g(7). 

Finalement, les hypothèses faites sur Æ reviennent à supposer que 
est dans un état stationnaire et exerce sur f une « force » fluctuant 
autour d’une valeur moyenne nulle, avec un temps de mémoire, ou 
encore un temps de corrélation 7, court. 


3. Calcul perturbatif de la vitesse de variation à gros grains du petit 
système 


Revenons maintenant à l’équation exacte (B.9). Nous allons en 
déduire une équation pilote pour & en introduisant un certain nombre 
d’approximations dont les conditions de validité seront précisées et 
discutées plus loin (partie D}. 

Si V est suffisamment petit, et si At est suffisamment court devant le 
temps d'évolution Tr de ë, il semble légitime, dans le dernier terme de 
(B.9) qui est déjà d’ordre deux en V, de négliger l’évolution de 
f entre t et t", et de remplacer p(t”) par A(t). Une telle approximation 
revient à arrêter l'itération de (B.5) à l’ordre 2 inclus en V. 

Après une telle approximation, le second membre de (B.9) ne 
contient plus que (t), qui peut toujours être écrit sous la forme 


Ct) z Trg p(t) @ Tra p(t) + P corre(t) (B.27) 


OÙ Prorea(f), qui est égal à l’écart entre (r) et le produit des opérateurs 
densités réduits de ý et 2, décrit les corrélations qui existent entre 
A et À à l'instant £. Nous négligerons dans la suite la contribution de 
core à AË (t). Nous reviendrons plus loin (partie D} sur les conditions 
de validité d’une telle approximation, qui reposent en particulier sur 
l'inégalité 7, < Ar. L’idée générale est que les corrélations initiales 
entre Æ et à l'instant t s'évanouissent au bout d'un temps 
Te et contribuent peu à l’évolution de & sur l'intervalle [r,t + Ar], 
beaucoup plus long que 7, (*). Une telle approximation revient donc à 
écrire, compte tenu de (B.8), (B.10) et (B.11) 


P) = F) FR (B.28) 
Nous avons ainsi introduit deux approximations, lune reposant sur la 


condition At < T», l’autre sur la condition At > t., ce qui implique 
R c q p q 


(*)} De nouvelles corrélations entre £ et # apparaissent entre zet t + Ar, et ce sont 
elles qui font évoluer &. 
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l'existence de deux échelles de temps très différentes Tr > T, 
Te € At TR (B.29) 


Ces deux approximations nous permettent d'écrire l'équation (B.9), 
sous une forme reliant l’accroissement A de & entre t et t + At à 
&(t). En effet, si l’on remplace dans (B.9) p(t") et A(t) par (B.28) et 
qu'on divise les deux membres de l'équation par At, on obtient, comme 


le premier terme de (B.9) est nul, d’après (B.20) : 
t+ At r `~ x 
=- | dr f dt"Tra[V (IV (9,60) © or] (B-30) 
t t 


La vitesse de variation AG /At est appelée « vitesse de variation à gros 
grains », car elle peut être considérée comme la moyenne temporelle de 
la vitesse instantanée d /dt sur un intervalle Ar. En effet, AG / At peut 
s'écrire 


Ač _ &(t + At) — &(t) a 
A a ou ie dr 4 (B.31) 


Toutes les variations rapides de la vitesse instantanée se produisant à 
une échelle de temps inférieure à At sont lissées dans une telle 
moyenne. Le fait que AG /At ne dépende que de l’état &(r) du système 
æ à l'instant r signifie que, examinée avec une résolution temporelle 
pas trop grande, l’évolution de £ ne dépend que du présent et non du 
passé (processus de Markov). 

Comme, d’après (B.17) et (B.18), W(r') et ŸW(r”) sont, comme 
(1) © or, des produits d’observables de f et de Z commutant entre 
elles, la trace sur 2 de (B.30) ne porte que sur des produits de la forme 
opt) R(t”) où oRR(t") R(t). Il apparaît ainsi que l'intégrale de 
(B.30) ne dépend du réservoir que par l'intermédiaire des moyennes à 
deux temps g(r) ou g( — +) introduites plus haut, avec T =? — t”. Pour 
exploiter le fait que g(r) décroît très vite avec 7, il est commode de 
changer de variables d’intégration dans (B.30) et de passer des variables 
t' et t” aux variables 7 et t'. La figure 1 montre le domaine d'intégration 
en t’ et t” de (B.30). C'est le triangle 0AB. Les lignes d’égales valeurs 
de 7 sont des parallèles à la première bissectrice 0B, qui correspond à 
T =0. Pour r fixé, on peut intégrer sur t' de t+ r à t + Ar, puis 
intégrer sur T de 0 à Ar, ce qui donne 


t+ Át r At t+ 4 
| dt’ | dt" = f dr f dt' (B.32) 
t t 0 +r 


Comme les moyennes à deux temps du réservoir g(7) et g( — T) sont 
négligeables pour r > r,, la seule région du domaine d'intégration où 
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rt 


Figure 1. Domaine d'intégration en t' et t”, La présence des moyennes à 
deux temps g(r) et g( — 7) du réservoir entraîne que, seule, une bande de 
largeur 7, au voisinage de OB contribue (zone hachurée). 


l’intégrand est non nul est une bande étroite, de largeur de l’ordre de 
Te au voisinage de 0B (zone hachurée de la figure 1). Comme 
At > r,, on commet une erreur négligeable si l’on étend à + œ la borne 
supérieure de l’intégrale en 7 de (B.32) et à t la borne inférieure de 
l'intégrale sur t’. Finalement, après développement du double commu- 
tateur de (B.30), et utilisation de (B.17) et (B.22), il vient 


t 


x {8AA ~ TJE) — Alt — T)EA)] + 

+8- TEA — JÄE) - ANEA -1)}  (B.33) 
Pour aller plus loin et effectuer Pintégration sur r', il convient 
maintenant de projeter l'équation opératorielle (B.33) sur une base 
d'états. 
4. Equation pilote dans la base des états d’énergie du petit système 


Soient |a) les états propres de H4, de valeurs propres E, 


H, la) = E, la) (B.34) 
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L’équation (B.33) devient dans la base orthonormée {|a) } 


A» 


À = D Yabcd{t) Seat?) (B.35) 
cd 
avec 
1 œ 1 t+ At f 
Yabcd(t) co x [ dr T [ dt' x 


x { 8(T)L8 ba F Aalt DA et" = T) — Ait - T)Äa Ct’) + 
+8 TS ac Z Aalt — TJ An) — Aalt At ~ 7)]} (B.36) 


La dépendance en +’ de l’intégrand de (B.36) ne peut provenir que 
des éléments de matrice Ã (t), À,{t'— 7)... qui varient en 


exp io ft’, EXPO p(t — T)... où les wans w,.... sont les fréquences de 
Bohr de æ 


Oan = Wy — O, (B.37.a) 
EEA E RSA, (B.37.b) 


Il est facile alors de vérifier que tous les termes de l’accolade de (B.36) 
varient en exp i(w,, — w,,4)t'. Par exemple, la dépendance en t’ du 
premier terme est, (compte tenu du ô, qui entraîne que w, = wa) 


exp i(o,-— ©, + O, — Jt = expi(w, — w)t' = 
= expi(o, — ©, + &,— wt’ = expi(w,s, — ocat’  (B.38) 


Celle du second terme est 


exp é(ow, — w, + wg— w)t' = exp i(o y — wat (B.39) 


des démonstrations analogues pouvant être faites pour les troisième et 
quatrième termes. Il s'ensuit que l'intégrale sur t’ de (B.36) peut être 
faite aisément et donne 


t+ At : , ; 
E E TE 
où 


_ ,ix72 Sin(x/2) 

x)=e per ai hi A B.41 
fæ) DD (B.41) 
Si |a — a| < 1/4, la valeur de f dans (B.40) est pratiquement 
égale à 1. Par contre, si |w, — w,,| > 1/At, elle est pratiquement 
nulle. Il est donc tout à fait légitime de négliger les couplages entre 
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AG a/t et ea Si [0a — w | > 1/4r. Enfin, si |w — weal - 1/4t, 
nous verrons plus loin que la condition TX} > At entraîne que le 
couplage entre AG,,/At et &,, a des effets très faibles. Nous les 
négligerons et ne garderons donc que les termes couplant AG ,/At à 
a avec lo — Weal € 1/ At, termes dits « séculaires » et pour lesquels 
f = 1. Finalement, avec cette « approximation séculaire », l'équation 
pilote (B.35) devient 


AS ab 


re) E 0) (B.42) 
cd 


où 2 (ec) signifie que la somme est restreinte aux états c,d tels que 
cd 

los — Ocal € 1/4r, et où les Rasca Sont des coefficients indépendants 

de t et At et qui sont donnés par l’intégrale sur 7 de (B.36) 


1 Le +] 
R abcd = -5f dr x 
x {80754 VA AgE T = ArAw] + 
+ 8C TAS ac X Agde" AnAae *1} (B-43) 


Avant de calculer les coefficients 2 pea de l'équation pilote et de les 
interprêter physiquement, il nous faut encore repasser de la représenta- 
tion d’interaction au point de vue de Schrödinger, où l'opérateur 
densité de s£ est ø(t). La relation 


Ta) = € Gal) (B.44) 
entre les éléments de matrice de a(t) et &(r) entraîne la relation 


do at) F -iont dF alt) 
Ji = — LO ab T Ct) +e taap e 
entre les vitesses instantanées de &,, et Č, Approximons la vitesse 
instantanée dô ,/dt apparaissant en (B.45) par la vitesse de variation à 


gros grains A6 ,4,/At calculée en (B.42). Nous obtenons alors, compte 
tenu de (B.44) 


(B.45) 


d ; 
di Talt) Te Lo bT at) + 2 (sec) R abcd Ted(t) (B.46) 
cd 
L’exponentielle figurant dans (B.42) a disparu. Dans le point de vue de 
Schrödinger, l’équation pilote, développée dans la base des états 
propres de H}, a la structure d’un système différentiel linéaire à 
coefficients constants. 
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Le premier terme du second membre de (B.46) décrit l’évolution libre 
de Ga, le second l’effet du couplage avec %. Les coefficients 
R aca sOnt donc de l’ordre de 1/7}, où TR est le temps d'évolution de 
Á. Si les éléments de matrice oap et Tg ont des fréquences propres 
© ab Et © q suffisamment différentes, c’est-à-dire si | w4, — wal > 1/Th 
le couplage Raba entre eux aura des effets très faibles (de la même 
manière qu’en mécanique quantique, un couplage V, entre deux 
niveaux d'énergie E, et E, a des effets très faibles, au second ordre en 
V, si |E, — E| > Va) Comme Tk> At (voir (B.29)), la condition 
[oa — w al ~1/4t correspond bien à |w — wal >1/Tpr. Il était 
donc légitime de négliger dans (B.42) les couplages entre o, et 
Tq quand |w, — w,,| n’est pas très petit devant 1/Ar. 
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C - CONTENU PHYSIQUE DE L’ÉQUATION PILOTE 


1. Evolution des populations 


Les populations &,, des niveaux d’énergie |a} de £ ont toutes la 
même fréquence d'évolution libre (w,, = 0). Les termes de couplage 
qui existent entre elles sont donc tous des termes séculaires. Nous 
supposerons de plus qu’il n’existe pas de cohérence s,, de fréquence 
d'évolution libre très basse (|w,,| < 1/4t). Les populations ne sont 
donc couplées qu'entre elles, l'équation (B.46) s’écrivant 


da y 
dt 


ae > R aace Tec (C.1) 


Pour calculer aac, nous faisons b=a et d=c dans (B.43). 
Supposons tout d’abord ca. Les deux symboles de Kronecker 
pa et 84 Sont alors nuls. Les deux termes restant dans l’accolade de 
(B.43) sont complexes conjugués l’un de l’autre (voir (B.26)) et se 
regroupent pour donner 


1 TE iwat 

Raacc = zf dr g(r) [Aïl*e (C.2) 
K J_© 

a £c 


Remplaçons alors g(r) par son expression (B.23). Il vient 


1 ie i(w py + Oca)T 
Rue = SEPI | dr e! Cmt ed 4 JR? (C3) 
aže ar os 


L'intégrale sur 7 est immédiate et donne 27 ô(w,, + w,,) qui s’écrit 
encore, compte tenu de (B.25) et (B.37), 27hô(E,+E.-E,-E,). 
Par ailleurs, |A, |?|R,, |? est égal, d’après (B.16), à | {v,a|V]u,c} |?. 
Finalement, en posant 


R aacc FE Pers (C.4) 


nous obtenons pour F.a 
2r 
Ten = Fr D Pe È | a| V |ne) P(E, + E,- E, -E) (C.5) 


L'interprétation physique de T.a est très claire. T., est la probabi- 
lité par unité de temps pour que le système æ effectue, sous l'effet du 
couplage avec %, une transition du niveau c vers le niveau a 
(Figure 2). En effet, une telle transition correspond, pour le système 
global A+R, à une transition |u,c }—>|v,a}. L'équation (C.5) 
donne la probabilité par unité de temps de cette transition (en accord 
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Fi BE -r 2 
Fri v,a 
a 
(a) (B) 


Figure 2. Probabilité de transition par unité de temps entre les états 
c et a de £ (Fig. a) et les états u,c et v,a de £ + R (Fig. P). T.a s'obtient à 
partir de T, cva par une moyenne sur u et une somme sur ». 


avec la règle d’or de Fermi), moyennée sur tous les états initiaux 
æ possibles du réservoir (pondérés par p,) et sommée sur tous les états 
finals v du réservoir, la fonction delta exprimant la conservation de 
l'énergie globale de £ + R. 

Il reste à évaluer Z,,,,. Ce sont maintenant les second et quatrième 
termes de l’accolade de (B.43) qui s’annulent avec les termes 
n = a des première et troisième sommes. Les termes restant n a font 
apparaître T,» et l’on obtient 


À aaaa Te X Ps (C.6) 


nýa 


Finalement, léquation pilote pour les populations (C.1) s'écrit 


do aa 
dt 7 Ta > Taun + J Tec Tes (C.7.a) 
na ca 
ou encore 
do » 
dt = » (de Pea — Taa Tac) (C.7.b) 


ca 


L’équation (C.7.a) exprime que la population T, de £ diminue par 
suite des transitions effectuées de a vers les autres niveaux n, et croît 
par suite des transitions effectuées des autres niveaux c vers le niveau 
a. L'écriture sous la forme (C.7.b) montre le bilan des transferts qui 
s'effectuent entre une paire de niveaux c et a et permet d'établir 
simplement que 


d 
Li 7e =0 (C.8) 


(conservation de la normalisation de øe au cours du temps) 
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Remarques 


(i) Le plus souvent, la solution stationnaire des équations (C.7.b) 
correspond à 


Tan Tac = Ta Toa (C.9) 


La condition (C.9), dite de «bilan détaillé », exprime qu’en régime 
stationnaire et pour toute paire de niveaux a et c, le nombre de transitions 
de a vers c compense celui de c vers a. 

(ii) Si le réservoir Æ est en équilibre thermodynamique à la température 
T, c’est-à-dire si les populations p, des niveaux u de Æ sont données par 
(B.15), on peut montrer à partir de (C.5) (voir exercice 16) que 


e` Ea/kBT F5 = e` Ec/keT Fz (C.10) 


La comparaison de (C.9) et (C.10) montre alors que les populations 
Ga de & tendent, sous l'effet du couplage avec %, vers un état 
stationnaire où elles sont proportionnelles à exp( — E,/kgT). En interagis- 
sant avec un réservoir en équilibre thermodynamique, le système 
Æ# parvient donc lui aussi à un équilibre thermodynamique à la même 
température T. 


2. Evolution des cohérences 


Nous nous intéressons maintenant à l’évolution des éléments non 
diagonaux o, de ©, et nous considérons d’abord le cas où la fréquence 
de Bohr w, associée à la cohérence & 4 est non dégénérée, c’est-à-dire 
le cas où il n’y a pas d’autres fréquences de Bohr w,, différant de 
w d'une quantité inférieure à 1/Ar. Le seul terme séculaire est donc 
celui couplant la cohérence o,, à elle-même, et l'équation (B.46) s'écrit 


d ; 
rrid = — ia Tab + P abab Tab (C.11) 


Pour calculer #4, faisons c = a, d = b dans (B.43). Il vient 
1 R 2, OanT 
R abab T re ar g(r) È |A an | € — À 5aÀ bb + 
0 n 


+8 |E Ale H audi | | (C.12) 


Il faut ensuite remplacer g(r) par (B.23), g( — r) par g(r)*, évaluer les 
intégrales de r — 0 à r = œ des exponentielles, ce qui fait apparaître 
des parties principales et des fonctions delta. On obtient ainsi 


R abab Te Ta» = i Áa (C.13) 
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où À, et Ta sont des grandeurs réelles données par 


À, = À, x À» (C.14) 
avec 
. 4 | vn] V] u,a) |? C.15 
A=? EPa LLE, +E,- E,- E, (Ea) 
et une expression analogue pour A,, et où 
Tap = To ra. (C.16) 
avec 
pronad. — 1 ( Sd Pice) (C.17) 
2 nýa n#b 
et 


2 
TS = EP D 8E,- E,) x 


x Z IcralV ua)? +5 I Gb] V 10) 17 
— Re Çu,alV]|v,a) CAT) (C.18) 


La quantité hA, représente un déplacement, au second ordre en 
V, de la fréquence w, dû au couplage entre £ et Æ. Il apparaît en 
effet sur (C.15) que ñA, est le déplacement de l’état | u,a} du système 
global Z + Æ, pondéré par la probabilité d'occupation p, du niveau 
u du réservoir et sommé sur u. hA, peut donc être considéré comme le 
déplacement énergétique moyen de l’état |a) de £. 

La quantité l, représente un taux d'amortissement de la cohérence 
cp dû au couplage entre #4 et R. La première contribution à 
Tr, écrite en (C.17), représente des effets « non adiabatiques » puisque 
l'expression (C.17) est la demi-somme des probabilités par unité de 
temps qu’a le système de quitter l’état a ou l’état b. Un processus 
arrachant le système de l’état a ou de létat b perturbe en effet 
l'oscillation de toute grandeur physique sensible à o,. La deuxième 
contribution, écrite en (C.18), est dite « adiabatique » car elle est due à 
des processus où æ ne change pas d'état tout en interagissant avec 
A qui passe d'un état u à un état v de même énergie que 

Il nous reste enfin à considérer le cas où la fréquence w, est 
dégénérée. Il faut alors, comme dans l'équation (B.46), tenir compte 
des couplages entre la cohérence c, et les autres cohérences 
g „q telles que |w,, — w | << 1/4Ar. Le calcul de R abea à partir de (B.43) 
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(avec ca, b #d, joa — w,,| <1/4r) donne alors 


2 
Rasa = Fe L Pu Z PalVlac) (un d|V | vb) x 


H v 
x (E, + E,- E, - E) (2) 


Les couplages entre cohérences différentes de même fréquence de Bohr 
sont importants pour comprendre le déplacement et l'élargissement des 
transitions de systèmes ayant des niveaux équidistants comme l’oscilla- 
teur harmonique ou l'atome habillé. 


Remarque 


Toutes les expressions établies dans cette partie et reliant les paramètres 
physiques comme T_e 4, TiS, TRE, R opea- à des éléments de matrice 
de V demeurant valables quand V, au lieu d’être de la forme V = — AR, 


s'écrit V = — > A R,- 
p 
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D - DISCUSSION DES APPROXIMATIONS 


Pour préciser les conditions de validité du traitement présenté dans la 
partie B ci-dessus, il nous faut tout d’abord évaluer un ordre de 
grandeur du temps d'évolution Tg du système £. 


1. Ordre de grandeur du temps d’évolution de x% 


Revenons à l'équation (B.30) et essayons d’évaluer un ordre de 
grandeur du second membre. Nous avons vu plus haut (fin du 
paragraphe B-3) que la seule partie du domaine d’intégration de la 
figure 1 qui contribue de manière significative à l’intégrale est une 
bande de largeur 7, au voisinage de la première bissectrice 0B. Sur cette 
bissectrice, t' = t”, et l’intégrand de (B.30) est de l’ordre de (V?) r 2) 
où 


VD p= Trg Čr V(t Y = Tre oR V? (D.1) 


L'ordre de grandeur du second membre de (B.30) est donc obtenu en 
multipliant (D.1) par 1/#?At fois la surface de la zone hachurée de la 
figure 1 qui est de l’ordre de T,At 


= (VD, 6 (D.2) 


Désignons par v? l’ordre de grandeur de <V° g: Le paramètre 


v caractérise l'intensité du couplage entre æ entre %. Comme le 
coefficient multipliant & au second membre de (D.2) est de l’ordre de 
l'inverse du temps d’évolution Tę de æ, nous obtenons pour 
1/TR l’ordre de grandeur 


Aer (D.3) 


2. Condition d’existence de deux échelles de temps 


La condition r,< Tg, sur laquelle repose tout le traitement de la 
partie B ci-dessus, s'écrit, compte tenu de (D.3) 
VT, 
— <1 (D.4) 
ñ 
L'équation (D.4) exprime que l’évolution due au couplage V entre 
# et À, caractérisée par la fréquence v/h, a un effet très faible pendant 
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le temps de corrélation 7r, (analogie avec les collisions faibles du 
mouvement brownien qui changent très peu la vitesse de la particule 
lourde pendant le temps de collision 7,). 

Le paramètre v introduit plus haut caractérise également la dispersion 
des valeurs de V. Si l'élargissement des raies de æ produit par le 
couplage avec 2 était inhomogène, la largeur des raies serait de l’ordre 
de v/h. Or, d’après (D.2), cette largeur est de l’ordre de 1/7, c'est-à- 
dire encore d’après (D.3) et (D.4), de l’ordre de 


v UT. < v 
hh A 
Le fait que l'interaction entre £ et 2 fluctue rapidement réduit donc la 


largeur inhomogène v/h par un facteur vr,/h «1, d’où le nom de 
condition de « rétrécissement par le mouvement » donné à (D.4). 


(D.5) 


3. Condition de validité du développement perturbatif 


Si l’on itérait équation (B.5) au-delà du second ordre (tout en 
remplaçant partout p(t) par (B.28)), on obtiendrait au second membre 
de (B.30), en plus du double commutateur qui y figure déjà, un triple 
commutateur, un quadruple commutateur... 

La même démarche que celle suivie dans le paragraphe D-1 plus haut 
peut être utilisée pour évaluer l’ordre de grandeur des contributions de 
ces termes d’ordre supérieur en V. Par exemple, le triple commutateur 
fait intervenir l'intégrale sur f.,f,,t, d’un produit de trois opérateurs 
Ü (t) Ve) Ve) et de op. Comme les trois temps t4, t», tz doivent être 
très proches les uns des autres (à 7, près), le volume utile du domaine 
d'intégration est de l’ordre de r?4r, de sorte que l’ordre de grandeur du 
terme d'ordre 3 en V est 


EE PR ee (D.6) 


soit ur ./h fois le terme d'ordre 2. Il apparaît ainsi que l’infiniment petit 
ur./h caractérise aussi le développement de perturbation. Si la 
condition (D.4) est remplie, il est légitime d’arrêter un tel développe- 
ment à l’ordre 2 en V. 


4. Factorisation de l’opérateur densité global à l’instant t 


Examinons enfin l’approximation consistant à négliger foret) dans 
(B.27). Supposons que les corrélations (décrites par Ďeorrei(t)) qui 
existent entre f et Z à l'instant t résultent des interactions qui se sont 
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produites entre æ et 2 dans le passé de t. Ceci revient à supposer qu’à 
un instant initial donné tọ, dans le passé de r, % et 2 ne sont pas 
corrélés (&% et R sont par exemple mis en contact l’un avec l’autre à 
to). A l’ordre le plus bas en V, il faut au moins une interaction 
Ÿ dans le passé de t pour avoir Ďeomeilt) #0. Si nous considérons 
maintenant que orratt) est non nul, la contribution à A(t) du terme 
d'ordre 1 en V de (B.9) n’est plus nulle. En effet, si l’on ne néglige pas 
Êcorrilt) dans ce terme, il mest plus possible d'utiliser (B.20) et 
d’obtenir un résultat nul pour ce terme. Ainsi, à l’ordre 2 en 
V, une nouvelle contribution à AG(t) apparaît, provenant d’une 
interaction dans le passé de r (qui créé des corrélations entre 
K et R), et d’une autre interaction dans l'intervalle [z ,r + Ar] (qui 
produit une variation Ač de & à partir de ces corrélations). 

L'ordre de grandeur de cette contribution que nous avons négligée est 


Ač iE a ASRAON A 
oiif a f dt' (VE) VG))RE (D.7) 


t” variant dans le passé de ż et t’ dans l'intervalle [r , : + Ar]. Comme 
(ÖC) V(G")), est nul dès que r’ — t" > r,, le domaine d'intégration se 


` 


réduit à deux intervalles de largeur r, de part et d’autre de 
t, et l’ordre de grandeur du taux de variation associé à (D.7) est 


DR RC AC o E (D.8) 


Il apparaît ainsi, comme nous l’avons annoncé plus haut (voir discussion 
avant (B.28)), que la contribution du dernier terme de (B.27) est plus 
petite que celle du premier par un facteur 7,./At. Comme nous avons 
pris At > r,, il est tout à fait légitime de négliger une telle contribution. 

Ainsi, les corrélations initiales entre s et # à l’instant t n’influent sur 
le futur de & que dans l'intervalle [r, ? + r,], alors que des nouvelles 
corrélations s’établissent en permanence dans l'intervalle [r, £ + Ar] et 
font évoluer & proportionnellement à Ar. 


Remarque 


Il est possible d'imaginer des corrélations entre æ et Æ à l'instant 
t dont l'effet sur l’évolution ultérieure de æ peut être spectaculaire. 
Considérons par exemple, à l'instant ży = 0, un atome initialement excité 
dans l'état |b}, sans aucun photon incident. Laissons la désintégration 
radiative se dérouler entre O0 et r. Puis, imaginons qu’à l'instant 
t, on applique sur l’état | #(r}) du système global atome + rayonnement 
l'opérateur de renversement du sens du temps K. Comme l'équation de 
Schrödinger possède la symétrie de renversement du sens du temps, nous 
savons qu’à l'instant 2z, l’atome sera revenu dans létat excité (plus 
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exactement dans l’état K|b}), dans le vide de rayonnement. Il est clair 
ainsi que l’état K|w#(:)} présente des corrélations très particulières 
puisque l’évolution à partir de cet état n’a pas du tout le comportement 
irréversible prédit par l'équation pilote. Une telle équation ne peut donc 
être toujours valable, même si Z est un réservoir. Il ne faut pas perdre de 
vue cependant que les corrélations du type de celles contenues dans l’état 
K}]w(rt)) sont très particulières et extrêmement difficiles à réaliser 
concrètement, dans une expérience. Nous excluons donc de notre traite- 
ment toute situation de ce type. 


5. Récapitulation 


Finalement, la condition de validité du traitement présenté dans la 
partie B est la condition de rétrécissement par le mouvement (D.4). 
Une telle condition permet de définir deux échelles de temps bien 
distinctes Tg et 7,, et de faire un calcul perturbatif de la variation 
Ağ de & dans l'intervalle [t , t + Ar] avec T, < At « TR. Il n’est pas 
nécessaire alors de tenir compte des corrélations initiales entre 
Á et À à l’instant t, résultant des interactions entre æ et 2 dans le 
passé de t. Le fait que la vitesse de variation à gros grains 
Ao/At soit donnée (dans le point de vue de Schrödinger) par un 
système différentiel linéaire à coefficients constants entraîne que la 
démarche précédente est valable pour tout #. L’équation pilote peut 
donc être utilisée pour comprendre l’évolution de & sur des temps 
beaucoup plus longs, de l’ordre de quelques Tp. Le résultat remarquable 
d'une telle approche est qu’une étude perturbative de l’évolution du 
système sur un intervalle de temps court (Ar < TR), mais pas trop court 
( Ar > r,), permet de prédire son comportement sur des temps beau- 
coup plus longs. En ce sens, une telle approche est non perturbative et 
rappelle la démarche du chapitre III où un calcul perturbatif de 
l'opérateur déplacement permet d’obtenir des expressions non pertur- 
batives pour les amplitudes de transition. 
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E - APPLICATION À UN ATOME À DEUX NIVEAUX 
COUPLE AU RAYONNEMENT 


Dans cette dernière partie, les notions précédentes sont illustrées sur 
un exemple simple. Nous établissons et discutons l’équation pilote 
décrivant l’évolution de la matrice densité d’un atome à deux niveaux 
a et b sous l'effet des processus d’émission spontanée, d’absorption et 
d'émission induite. L’atome est supposé tout d’abord infiniment lourd 
et immobile, ce qui permet d'étudier l’évolution des seuls degrés de 
liberté internes ($ 1). Les degrés de liberté de translation du centre de 
masse sont ensuite pris en compte, et nous étudions l’évolution des 
vitesses atomiques sous l’effet des échanges d'impulsion entre l’atome 
et un rayonnement incident ($ 2). 


1. Evolution des degrés de liberté internes 


Les électrons atomiques sont supposés évoluer autour d’un point 
fixe 0. Dans le point de vue dipolaire électrique, l’hamiltonien d’interac- 
tion entre l’atome et le rayonnement s'écrit {voir formule (91) de 
lappendice) 


; ho; 
V = dE, (0)=-id. 3 TT 
où d est le moment dipolaire électrique et où l'opérateur champ est 
évalué au point 0. 


e;(a; — aÿ) (E.1) 


a) EQUATION PILOTE DÉCRIVANT L'ÉMISSION SPONTANÉE D'UN ATOME 
À DEUX NIVEAUX 


Commençons par supposer le rayonnement dans l’état vide 
ar = |0) (0 (E.2) 


Nous avons déjà expliqué plus haut (partie A) pourquoi il était légitime 
de considérer le rayonnement dans un tel état comme un réservoir. Par 
ailleurs, l’état (E.2) satisfait bien aux conditions (B.12) et (B.20), 
compte tenu de l'expression (E.1) de V. 

L'émission spontanée d’un photon à partir de l'état inférieur 
a ne peut conserver l’énergie globale non perturbée. L’équation (C.S) 
entraîne donc que 


f.=0 (E.3) 
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Par contre, la même équation donne un résultat non nul pour 
r ba 


Ipa = TS I(ake|V0:0) |? 8e -hu,)  (E-4.a) 
ke 


qui n’est autre que la probabilité par unité de temps d’émission 
spontanée d’un photon I, déjà introduite dans le chapitre II et égale à 
l'inverse de la durée de vie radiative 7 du niveau b 

Pere (E.4.b) 


T 


Les équations (C.7) pour les populations s’écrivent donc ici 


d 

ne Fm 

de nr (E.5) 
dt aa T bb 


et ont bien la forme des équations (A.1) d’Einstein (avec u(w) = 0). 
Considérons maintenant l’évolution de l'élément non diagonal 
Tya. Les résultats généraux du paragraphe C-2 ci-dessus donnent 


; r 
glani (O ba + Aba) Tba — 3 Tba (E.6) 


où #A,, est la différence des déplacements radiatifs des niveaux 
beta 


Aba = Á, m À, (E.7.a) 
- 1 p ÿlakelV1b:0)l 
= EP x en (E.7.b) 


1 bike |V |a;0> |? 
a, - Lo y Like |V a0) UE E.12) 
et où [/2, qui est la demi-somme de (E.3) et (E.4.b), est la 
contribution non adiabatique à l’amortissement de ø, (voir (C.17)). La 
contribution adiabatique (C.18) est nulle car V n’a pas d’éléments 
diagonaux dans l’état |a} ou l’état |b (d est impair et ja} et 
|b} sont supposés avoir une parité bien définie). 


Remarque 


Il ne faut pas perdre de vue que l’approximation consistant à ne considérer 
que deux niveaux a et b de l'atome fait perdre de nombreux effets. Tout 
d’abord, même si a est le niveau fondamental et b le premier niveau excité, 
d’autres niveaux plus excités que b peuvent se désintégrer radiativement 
vers a ou b. Par ailleurs, la contribution des autres niveaux c de l’atome ne 
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peut certainement pas être négligée dans les processus non résonnants 
(émission virtuelle et réabsorption d’un photon) qui sont à l’origine des 
déplacements radiatifs de a et b. 


b) TERMES SUPPLÉMENTAIRES DÉCRIVANT L'ABSORPTION ET L'ÉMIS- 
SION INDUITE D'UN RAYONNEMENT À LARGE BANDE SPECTRALE ET 
FAIBLE INTENSITÉ 


Nous supposons maintenant que des photons sont présents initiale- 
ment, l'opérateur densité du rayonnement étant, d’après (B.14), un 
mélange statistique des états propres |{n:,-n;) de Hpg, représentant 
n, photons ee le mode 1, =+- n; photons dans le mode i=, avec des 


poids PR: senpe ) 


TR = y p(nyrenp.) [neen (nyen Nice | (E.8) 
{ni} 


Les conditions (B.12) et (B.20) sont toujours vérifiées. Nous avons 
expliqué plus haut (partie A), que si la largeur spectrale du rayonne- 
ment décrit par (E.8) est suffisamment grande et si son intensité est 
suffisamment faible, la condition T, < T} est satisfaite, ce que nous 
supposons ici. 


La probabilité de transition par unité de temps du niveau inférieur 
a au niveau supérieur b, calculée à partir de (C.S), n'est plus nulle 
lorsque (E.2) est remplacé par (E.8). Nous la noterons F’. Elle 
représente la probabilité par unité de temps d’absorption d’un photon à 
partir de a et vaut 


Tr'=r asna È Pr eeM; 
{ai} 


x 2 | bin'ron’ ro] V [anyon |78 (Etna — E;nitial) (E.9) 
{ni} 


Comme V est proportionnel au champ E,, et que E, est une 
combinaison linéaire des a; et a (voir (E.1)), tous les n’ doivent être 
égaux aux n, sauf un, n'; qui doit être égal à n; + 1. En fait, comme 
E, > E,, la conservation de l'énergie entraîne que seul n'; = n; — 1 est 
possible, de sorte que (E.9) se réécrit 
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Par ailleurs, comme (n; — 1ļa;|n;} = V (0;|a;|1;}, T’ peut encore 
s'écrire 


p= 27 X ( > npnnrni)) x 


i ini} 
x | (b:501V 1a51,) |? (ho, — hw pa) (E.11) 


ce qui fait apparaître le nombre moyen {n;) de photons dans le mode 
i 


(ni) =  nip(nimn;-) (E.12) 
{ni} 


L'état du rayonnement n'intervient donc dans T’ que par l’intermé- 
diaire des nombres moyens de photons dans chaque mode. Enfin, la 
fonction (ñw; — hw,,) exprimant la conservation de l'énergie dans 
(E.11) entraîne que seuls, les nombres moyens de photons des modes 
résonnants interviennent. I’ est donc proportionnel à l'intensité 
moyenne /(w,,) du rayonnement incident à la fréquence atomique 
W ba 

Une démarche analogue peut être suivie pour le calcul de Fpa- Ce 
sont maintenant les éléments de matrice de a* entre [b;n;n;-) et 


(a;nyen; + 1--| qui interviennent et (E.11) doit être remplacé par 
Don = EE (m) + 01 (a: V 10:0) [8w — fus) (E.13) 


On a utilisé la relation de normalisation des p{n--n;-). La contribution 
du terme 1 de la parenthèse ({n;) + 1) de (E.13) redonne la probabilité 
de transition par unité de temps I déjà calculée plus haut et associée à 
l'émission spontanée de b vers a. Quant à l’autre terme (n;} , il redonne 
la probabilité de transition F’ donnée en (E.11) de sorte que 


Du ET (E.14) 


Finalement, les équations d’évolution (C.7) des populations devien- 
nent, en présence de rayonnement incident 


d F 
How loss tTO- To) 

E.15) 
Lu = +E Ou + To T) S 


Elles ont bien la forme générale des équations (A.1) d’Einstein puisque 
T’ est proportionnel à l'intensité lumineuse à la fréquence wpa et que, 
pour un atome à deux niveaux non dégénérés a et b, on peut montrer 
que Ba. = Bea dans (A.1). 
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Remarques 


(i) Jusqu'ici nous n’avons fait aucune hypothèse sur la répartition angulaire 
et la polarisation du rayonnement incident. Si le rayonnement incident est 
isotrope et non polarisé, le nombre moyen de photons €n;) dans un mode 
i (c'est-à-dire un mode k;e;) ne dépend que de la fréquence w; de ce mode 
et non de «K; = k,/k; et e,. La somme sur i de (E.11) est en fait une somme 
sur €; L k;, suivie d’une intégrale angulaire sur K; et enfin d’une intégrale 
sur k; = |k;|. Si €n;) ne dépend que de w;, la somme sur £; et l'intégrale 
sur K; sont les mêmes dans les expressions (E.d.a) et (E.11) donnant 
T et T'. La différence entre F et T' n'apparaît que dans l'intégrale sur 
w;. Par suite de la fonction ê(ħw; — ñw pa) apparaissant dans (E.4.a) et 
(£.11), elle se réduit à un facteur multiplicatif {n(w,,)) supplémentaire 
pour T". Pour un rayonnement incident isotrope et non polarisé, on a donc 


I'= T nlo} (E.16) 


T' est donc égal à I que multiplie le nombre moyen de photons par mode 
résonnant. 


(ii) Supposons maintenant que le rayonnement soit en équilibre thermody- 
namique à la température T. Un tel rayonnement est isotrope et non 
polarisé de sorte que (E.16) s'applique. De plus, on connaît dans ce cas la 
valeur de la probabilité p{nin,;n;) (voir (B.15)) et par suite, d’après 
(E.12), celle de {n(w,,)) qui vaut (*) 


1 
CNCA ba)? = ront (E.17) 


Reportons alors (E.16) dans la première équation (E.15}, qui donne en 
régime stationnaire (do,,/dt = 0) 


œ ! n 
Po r = (GOT (E.18) 
Cu L+l" 1+ Cno) 
Il suffit alors de reporter (E.17) dans (E.18) pour obtenir 
Ze E etta KT e` Eb -Ead / kT (E.19) 


Nous avons ainsi établi les équations d’Einstein à partir des premiers 
principes et montré qu’elles entraînent la mise en équilibre thermodynami- 
que de l’atome. 


(iii) Le nombre moyen de photons par mode pour un rayonnement 
isotrope, {n(w)}, est directement relié à la densité d'énergie du rayonne- 
ment de fréquence w, u(w). Exprimons en effet de deux façons différentes 
la densité d'énergie dont la fréquence est comprise entre w et w + dw. 
C'est d’une part u(w)dw, et c’est d'autre part l'énergie moyenne par mode 


(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », exercice 4 du complément D ,,,. 
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{n(w)) how divisée par le volume L°, multipliée par le nombre de modes 
dans la bande de fréquence comprise entre w et w + dw, qui, compte tenu 
des deux polarisations possibles, vaut 8rk/dk/(2#/L). Il vient finale- 
ment : 


3 
ulaj = te ne)’ (E.20) 


Il nous reste à examiner la nouvelle équation d'évolution pour 
T pas QUI S'Écrit 


d 

dt 
Les termes nouveaux, affectés d’un indice prime, représentent, tout 
d’abord, un amortissement supplémentaire (en I’) de o,,, associé au 
raccourcissement de la durée de vie des niveaux a et b par suite des 
processus d’absorption et d'émission stimulée ; ensuite, un déplacement 
supplémentaire A’,, de la raie b..a 


; ; 1 ' 
Opa = — ECO pa + Age + d'a) O pa — 5 (E +2 T) Opa (E.21) 


Apa = Ap A, (E.22) 


associé aux déplacements lumineux des niveaux a et b produits par 
lirradiation lumineuse. Par exemple, À’, est donné par 


ha =P F p(nponp) x 


nypenj= 


(binn; — 1... V lann |? 
DE eaa 
i i ba 


Un calcul analogue à celui effectué sur (E.10) permet de montrer que 
A', est proportionnel à 


A~? | oyaa (E.23.b) 


wO — Oha 


et peut être appréciable si le profil excitateur (w) est quasirésonnant, 
tout en restant dissymétrique par rapport à wpa. Nous avons ainsi 
justifié de manière précise les considérations qualitatives du paragra- 
phe E-2 du chapitre II sur le déplacement et l'élargissement des niveaux 
d’un atome produits par une irradiation lumineuse. 


Remarques 


(i) Le traitement précédent peut être généralisé au cas où les niveaux 
a et b contiennent chacun plusieurs sous niveaux Zeeman. L’équation 
pilote permet alors de décrire quantitativement les transferts de popula- 
tions entre sous niveaux Zeeman de a par des cycles absorption-émission 
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spontanée ou absorption-émission induite (méthode du « pompage opti- 
que») ainsi que l’évolution des diverses « cohérences hertziennes ou 
optiques » entre paires de sous niveaux Zeeman appartenant au même 
niveau a ou b, ou aux deux (*). 

(ii) Nous n’avons tenu compte dans (E.23) que des processus où un photon 
est virtuellement absorbé à partir de a puis réémis. En fait, un photon peut 
être également émis virtuellement à partir de a puis réabsorbé, ce qui 
conduit à une expression analogue à (E.23.a) où la quantité figurant dans 
D est remplacée par 

i 


| lb;nyen; + Le |V lanyoni) |? 


A 1e (E.24) 


Le terme indépendant de n; dans (E.24) donne le déplacement radiatif 
A, de l’état a [voir (E.7.c)]. Quant au terme proportionnel à n;, il donne 
une contribution analogue à (E.23), au remplacement près de w — wp, par 
— w — W p au dénominateur (ce qui montre que cette dernière correction à 
A', est très faible lorsque l’excitation est quasi résonnante). Une expression 
plus correcte de 4’, est donc 


#9 [dre] + 1) -20,9 | Ie 


D — Wp — W Upa wo 


(E.25) 


Pour un atome réel, il faudrait tenir compte également de l'excitation 
virtuelle de toutes les autres transitions a — c partant de a. 


2. Evolution des vitesses atomiques 


Le but de ce dernier paragraphe est d’obtenir une équation pilote 
décrivant comment la fonction de distribution des vitesses atomiques 
évolue sous l’effet des échanges d'impulsion entre atome et rayonne- 
ment. 

L’atome est toujours schématisé par un système à deux niveaux 
a et b. Mais nous tenons compte maintenant du mouvement de son 
centre de masse, dont la position est notée R et l'impulsion P. Les 
fonctions propres de l’hamiltonien P?/2M du centre de masse (où 
M est la masse de l’atome) sont des ondes planes auxquelles on impose 
des conditions aux limites périodiques dans une boite cubique de côté 
L (comme pour les modes du champ de rayonnement). Elles s’écrivent 


1 
R) = 
TT 


(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji. 


exp(ip.R/#) (E.26) 
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L’atome interagit avec un champ de rayonnement homogène, isotrope 
et non polarisé, dont la largeur spectrale est suffisamment grande et 
l'intensité suffisamment faible pour qu'il soit possible d’écrire une 
équation pilote pour l’atome. 

Nous commençons ($ a) par généraliser les équations (E.15) et par 
établir des équations décrivant l’évolution couplée des degrés de liberté 
internes et de translation. Nous montrons ensuite qu’il est possible dans 
certaines conditions d'éliminer les variables internes et d’obtenir une 
équation de Fokker-Planck pour la fonction de distribution des vitesses 
atomiques ($ b). Nous discutons enfin le contenu physique de cette 
équation ($$ c et d). 


a) PRISE EN COMPTE DES DEGRÉS DE LIBERTÉ DE TRANSLATION DANS 
L'ÉQUATION PILOTE 


Les éléments de la matrice densité atomique sont maintenant repérés 
par des nombres quantiques internes (a ou b) et externes (p). Nous 
nous intéresserons ici aux populations msp = Cppbp Et Tap = C apap QUI 
représentent la probabilité d’avoir l’atome dans l’état b ou a avec 
l'impulsion globale p. 

Dans le point de vue dipolaire électrique (voir $ 5 de l’appendice), 
l’hamiltonien Vg de couplage entre l’atome, supposé globalement 
neutre, et le rayonnement est égal à : 


VRr=-dÆE.(R)=-id F KR eate A]  (E.27) 


où d est le moment dipolaire électrique de l’atome et où l’opérateur 
champ E, (R) est évalué au centre de masse. Les équations généralisant 
(E.15) s'écrivent alors 


FF bp mT PA T ap'—bp Tap — 2 I ppap’ Thp (E.28.a) 
p p 

Tap F È Tiji Thp — 5 T ap—bp' Tap (E.28.b) 
r r 


où les coefficients T ap'.bp €t T'op'ap SE déduisent de (C.5) et (E.10). 
Ainsi, en posant wp, = Wg, NOUS avons 


2 
Lay = E Um) 
{ni} 


XD pins — 1, | Vrap hny) |? x 


x 8 [hou ho + {RD ) | (E.29) 
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A partir de (E.27), il est possible de décomposer l’élément de matrice 
de V, en une partie dépendant des variables du centre de masse et une 
partie dépendant des variables internes et des variables du rayonne- 
ment. Nous obtenons ainsi, avec des notations identiques à celle du 
paragraphe E-1 : 


<b,pini,n; Ae l,e | VRlap'nisen;,) = 
= /m (ple*"{p") (b:01V Ja;1;) (E.30) 
Par ailleurs, l’équation (E.26) entraîne que 
(plexpGk;.R)|p"} = 65 -#,p' (E-31) 
ce qui permet de réécrire [pbp SOUS la forme 
27 
Daop = i È K) | KOLV [a;1;) 1? x 
x Ô p- Hp lhoo — hw; + hép = hég) (E.32) 


où Ëp et £r sont les déplacements de fréquence dûs respectivement à 
l'effet Doppler et à l’effet de recul 


én = k;.p/M (E.33) 
Er = hk?/2M (E.34) 


Un calcul analogue donne 


2 
Lip ap = S E (<m) +1)| B,01V Ja,1;) |? x 
x Ò p + Akp’ (how) — ho; + ëp + hËR) (E.35) 
où ëp et ëg sont toujours donnés par (E.33) et (E.34). 


Remarques 


(i) En écrivant les équations (E.28), nous avons implicitement supposé que 
le terme diagonal Gpp Mest couplé à aucun terme non diagonal 
Tapas” + L'absence de tels couplages ne résulte pas d’une approximation 
séculaire analogue à celle du paragraphe B.4. En effet, p' et p” peuvent 
avoir même module et des directions différentes, de sorte que la fréquence 
d'évolution propre de la cohérence op Peut être aussi petite que l’on 
veut. En fait, le terme couplant € pbp à © m'a" St, d’après (C.19), égal à : 


27 
D PCM) E pm -1| Vrap nrn) x 
{ni} i 
2 12 
Dre | Vgl b pnr — 1) à — ho, P P. 
x <a,p”;nyen;e |V g| b Pinrn X [oo ho + (B D) 
(E.36) 
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Séparons alors, dans les éléments de matrice de V}, la partie dépendant 
des variables du centre de masse comme nous l’avons déjà fait en (E.30). 
Le premier élément de matrice est proportionnel à 8, _ a;p et le second, à 
8p-au,p Il apparaît ainsi que l’on doit avoir p’ =p”: pour l'équation 
pilote considérée ici, il n’y a donc pas de couplage entre termes diagonaux 
et non diagonaux de la matrice densité ©. 

(ii) Une étude plus précise incluant l’effet Doppler du second ordre est 
parfois nécessaire. Il faut alors remplacer (E.33) par 


K,.p wg p° 
E= M 2 ya (E.37) 


Reportons maintenant (E.32) et (E.35) dans les équations (E.28). Les 
sommes sur p' se réduisent à un seul terme, compte tenu des fonctions 
delta de conservation de l’impulsion : 


. 2 
Thp = + | <b;01V |a;1;X |? lhoo — how, + Ep — hér) x 


X{ CY Tap-m — Cu) +1) Tip} (E.38.a) 


Fap = gp? | b:0[V |a;1;) |? lhw — ho; + ëp + RER) x 


i 


x {(<7;)} +1) Thpthk; — (n;i) Tap} (E.38.b) 


Pour simplifier les calculs, nous ignorons la dépendance de 
Y [<b;0|V |a;1;) |? vis-à-vis de la direction K; = k;/k; de k;, ce qui 
revient à prendre un diagramme de rayonnement isotrope (voir 
remarque plus loin). Cette quantité ne dépend donc plus que de 
w; (elle varie d’ailleurs linéairement avec w; = ck; d’après (E.1)) et 
peut s'exprimer en fonction de T 


27 : | ; 


L? 3 <1(:0/V lat} |? 


- 0 D ~- (E.39) 


En passant à la limite L — œ et en appelant 7;(p) (avec j = a,b) la 
densité de population du niveau j dans l’espace des impulsions, nous 
obtenons finalement pour (E.38) : 
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+ 


t, (p) = r | 


à an 
: de | LE elw- à + En — 68) * 


x { {n(o)) Tap — ñk) — [(n(w)) +1] 7,(p)}  (E.40.a) 
to w? da 
aer | do [PE atwo- à + En + En x 

x {[Gn(ow)) +1]7,(p + hk) — (n(w)) 7(p)}  (E-40.b) 


où dN est l’angle solide élémentaire autour de K = k/k et où, pour 
chaque direction «K, le module de k est déterminé par l'argument de la 
fonction delta, c’est-à-dire, par les décalages Doppler et de recul. 

La comparaison des équations (E.15) et (E.40) fait apparaître 
clairement les effets nouveaux qui sont liés au mouvement de l’atome. 
Tout d’abord, quand l’atome passe d’un niveau à l’autre par absorption 
ou émission d’un photon, son impulsion augmente ou diminue d’une 
quantité k égale à l’impulsion du photon absorbé ou émis. D’autre 
part, les taux d'absorption et d’émission induite font intervenir les 
nombres moyens de photons ayant une fréquence qui n'est plus 
wo, mais qui est corrigée des déplacements Doppler et de recul. 


Remarque 


Si le diagramme de rayonnement n’est pas isotrope, il suffit de remplacer 
dans (E.40) dN /4m par I(w)d£2 /47, où 1(K) est le diagramme de 


rayonnement normalisé dû I(Kk)/47 = 1) , qui possède la propriété 


importante d’être pair (I(r) = /(-—xw)). Les coefficients de friction 
y et de diffusion D introduits plus loin sont alors des tenseurs et non plus 
des scalaires. 


b) EQUATION DE FOKKER-PLANCK POUR LA FONCTION DE DISTRIBU- 
TION DES VITESSES ATOMIQUES 


La densité de probabilité pour que l’impulsion de l'atome soit égale à 
p, quel que soit son état interne, est donnée par 


m(p) = 7 (bp) + map) (E.41) 


Dans le point de vue dipolaire électrique, l’impulsion p coïncide avec la 
quantité de mouvement My (voir $ 5 de l’appendice), de sorte que la 
fonction #(p) peut être aussi considérée comme la fonction de 
distribution des vitesses v. Nous essayons maintenant de déduire des 
équations (E.40) une équation d’évolution pour r(p). 
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a) Les infiniment petits du problème 


Dans tout ce qui suit, nous supposons que #k est petit devant la 
largeur Ap des fonctions m,(p) et w,(p) et que Ëp et £p sont petits 
devant la largeur Aw de la distribution spectrale de w*(n(w). Nous 
introduisons ainsi deux infiniment petits 


_ E.42 
n = Zp (E.42.a) 
£p  ko4p 
Dee (E.42.b) 
à partir desquels il est possible d'exprimer £e/Aw 
Er hko 
Ao. ai Må% ~N M (E.42.c) 


La vitesse de variation #(p) de r(p) est obtenue par addition des 
deux équations (E.40). Il apparaît alors que #(p}) s’annule si l’on fait 
ép = r =0 dans l’argument de la fonction delta et Ak = 0 dans 
7,(p-#%k) et m (p +k). A l’ordre 0 en n, et n, on a donc 


t) = 0. 
Remarque 


La comparaison de l'effet Doppler du second ordre ¿®, introduit en 
(E.37), et de Aw montre que 
p (CE ) 2 > Aw 


PP — E.43 
åw MA wo n2 wg ( ) 


Dans les situations où Aw <= w,, l'effet Doppler du deuxième ordre 
apparaît comme un infiniment petit d'ordre au plus égal à n2. 


B) Développement perturbatif de l'équation d'évolution de n (p) 


Comme #(p) sannule à Pordre0 en n, et n, il convient de 
développer, d’une part mp + Ak) (avec j =a,b) en puissances de 
n, = ñk/Ap, et d'autre part la fonction delta en puissances de 
Ëp et ëg (ce qui reviendra après intégration sur wœ à développer le 
facteur multipliant la fonction delta en puissances de £,/Aw et 


Ër/Aw) 
m (p + hk) = m (P) + KV T+ 2 Y kikm Re (E.44) 
22 UM kök 
avec l,m = x,y,z. 
(wo — w + Ëp ER) = lwg — w) + (En + ËR) 8 (9 — ©) + 


+3 En + ERPS wo &) + (E.45) 
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Le développement (E.45) peut être ordonné en fonction des infiniment 
petits introduits au paragraphe précédent de façon à faire apparaître 
successivement les termes d’ordre 0, d'ordre na, d'ordre nin, d’ordre 


2 
NZ- 
(wo — w + En + ER) = lwo — w) + 
pére 6) ; £28"(w)- w) +  (E.46) 


Dans l'équation donnant #(p) obtenue en sommant les deux équations 
(E.40), la contribution des termes d’ordre 1 en n; ou n, est nulle à 
cause de l’intégrale angulaire 


ja kı=0 (E.47) 


(où } = x,y,z). Les termes en nın, proviennent, soit des produits des 
seconds termes des développements (E.44) et (E.46), soit du troisième 
terme de (E.46). En utilisant 


2 
fe kik, -4 n (E.48) 


on trouve que la contribution des termes en Nın, à # s'écrit : 


r* wp)) Aké 
es n 3 TE V. {pi[7.(P) — 7m(p)]} + 


Sua m(p)]} (E49) 


Les termes en n? proviennent des termes d’ordre 2 du développement 
(E.44) des r;. Leur contribution à # est égale à : 


kke 
I -z [Cnlwo)) A #(p) +A r,(p)] (E.50) 


Enfin, les termes en n? se compensent entre (E.40.a) et (E.40.b) et 
disparaissent de l'équation de #. 

Ainsi, à l’ordre 2 inclus en 7, et >, #(p) se réduit à la somme de 
(E.49) et (E.50). Il apparaît alors clairement que #(p) ne dépend pas 
seulement de (p) (et des dérivées de m(p) par rapport à p). La 
présence de m,(p) et m,(p) dans (E.49) et (E.50) traduit le couplage qui 
existe entre variables internes et externes. 


Remarque 


A l’ordre de perturbation considéré ici, # reste égal à la somme de (E.49) 
et (E.50) même lorsque leffet Doppler du deuxième ordre est inclus dans 
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€p. Ceci résulte du fait que le terme linéaire en £p, obtenu en développant 
la fonction delta, disparaît dans la somme de (E.40.a) et (E.40.b) quand on 
fait k = 0 dans æ(p + #k). 


y) Elimination adiabatique des variables internes 


Le fait que #(p) soit plus petit que #,(p) ou #,(p) par un facteur de 
l'ordre de mn où n? signifie que le temps caractéristique d'évolution 
des variables externes est beaucoup plus long que celui des variables 
internes. Nous allons utiliser cette différence entre les deux échelles de 
temps pour éliminer les variables internes de l'équation donnant 
#(p). 

Comme les termes (E.49) et (E.50), dont la somme donne 
#(p), sont déjà d’ordre 2 en n; et 7, on peut se contenter de l’ordre 0 
en nı et n, pour étudier l’évolution des populations r,(p} et 
m,(p) qui figurent dans ces termes. Or, à cet ordre0 en n; et 
n2, les équations (E.40) deviennent 


hap) = T” mp) (T +77) map) (E.51.a) 
Éa) = -T m) + (0 +77) aap) (E.51.b) 

où 
T' =T {n(wo)} (E.S1.c) 


puisque le rayonnement est isotrope (voir (E.16)). Il s'ensuit que, à 
l’ordre 0 en n, et na, ,(p) et m,(p) tendent avec une constante de 
temps très courte, égale à 1/(1° +21"), vers les valeurs 


T+r" 1+ (n(wo)) 
Tp) = Tir m(p) = T+2 éntwg)) m(p) (E.52.a) 
T“ n((wo)} 
my) = T2 m(p) = T+2 ino) m(p) (E.52.b) 


On peut donc considérer que #,(p) et r,(p) s'adaptent quasi-instanta- 
nément aux variations beaucoup plus lentes de 7(p) et prennent à 
chaque instant les valeurs données en (E.52). Le report de ces 
équations dans (E.49) et (E.50) permet ainsi « d'éliminer adiabatique- 
ment » m, et m, au profit de m. La contribution de la deuxième ligne de 
(E. 49) s’annule et on obtient pour # l'équation 


ð D 
g T9 = Y Vip aD] + + A Tp) (E.53) 
où les coefficients y et D sont donnés par 


ħkô r d (n(wo)} 


Y= -3M T2 do, (E39) 
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T'E T’) 
LFP 
L'équation aux dérivées partielles (E.53) est une équation de Fokker- 


Planck très analogue à celle que l’on rencontre dans l'étude du 
mouvement Brownien. 


D = Ëk (E.55) 


c) EVOLUTION DE L'IMPULSION MOYENNE ET DE LA DISPERSION SUR 
LES IMPULSIONS 


Pour interpréter physiquement le coefficient y de (E.53), calculons la 
vitesse de variation de l’impulsion moyenne 


(p) = | d'p p n(p;) (E.56) 


Il suffit pour cela de multiplier les deux membres de (E.53) par 
p et d’intégrer sur p. En intégrant par parties les deux termes du second 
membre et en supposant que 7(p) tend suffisamment vite vers zéro 
quand |p| — œ , nous obtenons 


À €) =- y (p) (E.57) 


Nous supposons dans tout ce qui suit que d(n(wg)} /dw, est négatif, 

c’est-à-dire que le nombre moyen de photons par mode décroît avec la 

fréquence du mode au voisinage de wọ. Le coefficient y défini en 

(E.54) est alors positif et l'équation (E.57) le fait apparaître comme un 

taux d’amortissement de l'impulsion moyenne (coefficient de friction). 
Le même type de calculs conduit à 


D (pt) = -2y (p) +2D (E.58) 


, : 2 
ce qui montre que la variance e; de p 


o5 = P) - (p)° (E.59) 
obéit, compte tenu de (E.57) et (E.58) à 
Loi=-2y02+2D (E. 60) 


Le coefficient 2 D caractérise donc la vitesse d’accroissement de la 
variance de p qui est par ailleurs amortie avec un taux 2 y. Le 
coefficient D est donc un coefficient de diffusion de l'impulsion (voir 
$ 1-b du complément C ;y). 

Essayons maintenant de comprendre qualitativement pourquoi la 
vitesse atomique est amortie si d'én(wo)} /dw, est négatif. Considérons 
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pour cela un modèle simplifié à une dimension où les impulsions de 
l’atome et des photons sont parallèles ou antiparallèles à Ox. Si l’atome 
se dirige vers la droite (v —0), les photons qui se propagent en sens 
inverse doivent avoir une fréquence plus faible que wp, wo — ww/c, 
pour interagir de manière résonnante avec l'atome, alors que les 
photons se propageant dans le même sens doivent avoir une fréquence 
plus élevée, wo + wot /c (effet Doppler). Si dén(w,)) /dw, est négatif, 
l'atome «verra» donc plus de photons résonnants arriver en sens 
inverse de son mouvement que dans le même sens. L'impulsion qu’il 
absorbera sera donc préférentiellement dirigée en sens inverse de son 
mouvement et l’atome sera ralenti. 

Le raisonnement précédent peut être rendu quantitatif. Calculons 
tout d’abord l'impulsion moyenne gagnée par un atome d’impulsion 
p sous l’effet des processus d’absorption et démission induite. L’atome 
a une probabilité relative #,(p) = x (p}/m(p) d'être dans l’état 
a, de sorte que pendant le temps dt, il absorbe 
T'én(wy+k.v)} #,(p}dtdQ /4m photons dont le vecteur d’onde 
k pointe dans langle solide dN. Le nombre de photons émis de manière 
stimulée est donné par une expression analogue où #, est remplacé par 
#,. La vitesse de variation de l’impulsion atomique due à ces processus 
est donc, à l’ordre 1 inclus en k.v/Aw 


ep EE iao- aoi Esn 


d 

R r| CD) + 
L'intégration angulaire sur Kk = k/k donne alors, compte tenu de 
(E.47) et (E.48) 


dp #kÿdén(wo)) , 
di 3M do, T [ĉ,(p)— #,(p)] p (E.62) 


Quant à l'émission spontanée, elle ne contribue pas à dp/dt car, dans le 
référentiel au repos de l’atome, elle se produit avec des probabilités 
égales dans deux directions opposées et ne fait donc pas varier en 
moyenne la vitesse de l’atome. Finalement, en reportant dans (E.62) les 
expressions adiabatiques (E.52) de 7, et m, et en moyennant sur 
l'impulsion initiale p de l’atome, nous retrouvons l’équation (E.57) avec 
l'expression (E.54) de y. 

Pour comprendre l'expression (E.55) du coefficient de diffusion 
D, il suffit de noter qu’à chaque processus élémentaire d’absorption, 
d'émission induite ou spontanée, l’impulsion de l'atome varie d’une 
quantité dont le module vaut #k, et dont la direction varie aléatoirement 
d’un processus à l’autre. Dans l’espace des impulsions, l’impulsion de 
l'atome effectue donc une marche au hasard de pas hk;. Soit 
dn le nombre total moyen de processus élémentaires pendant 
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dt pour un atome d’impulsion p 
dn = [7 #,{(p) +(T +7) #,(p)] dt (E.63) 


D’après les propriétés bien connues d’une marche au hasard, l’accroisse- 
ment de p? pendant dt vaut 


dp? = hk£an = hkl r â (p) + (r +T')%,(p)] dt (E.64) 


Il suffit alors de reporter dans (E.64) les expressions adiabatiques 
(E.52) de m, et m,, puis de moyenner sur Pimpulsion initiale 
p de l’atome, pour trouver que p° croît en 2Dt où D est donné par 
(E.55). 


d) DISTRIBUTION STATIONNAIRE. EQUILIBRE THERMODYNAMIQUE 


L'équation de Fokker-Planck (E.53) peut être écrite sous une forme 
d’équation de continuité 


È 7(b4) + V.J.) = 0 (E.65) 
où le « courant » J(p,t) est donné par 


JE) = — y p 7) — F V rpi) (E.66) 


On vérifie alors aisément que l’équation de Fokker-Planck admet une 
solution stationnaire (7 /ôr = 0), donnée par la solution de l'équation 
J = 0 qui s'écrit 


2D 


où “N est une constante de normalisation. Dans l’état stationnaire, la 
fonction de distribution des impulsions ou des vitesses est donc une 
gaussienne. 

Considérons enfin le cas particulier où le rayonnement interagissant 
avec l’atome est en équilibre thermodynamique. Il faut alors utiliser 
l'expression (E.17) de {n(wo)}. Compte tenu de (E.16), nous obtenons 
pour les coefficients y et D donnés en (E.54) et (E.55) 


T(P) = M exp- 32 p] (E.67) 


E hop ho), 


E a a E.68. 
7 opte) HT Me (ESS. 
"VAT 
K 2 
Dora aa (E.68.b) 
2sh ħwo c? 
SaN ET 
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Le report de (E.68) dans (E.67) montre alors que 


Tal P) = W ep (E.69) 


nb = 
2Mk3T | 
qui n’est autre qu’une distribution d'équilibre thermodynamique à la 
température T. Nous généralisons ainsi les résultats du paragraphe E-1 
précédent et montrons que les degrés de liberté externes, comme les 
degrés de liberté internes, atteignent l'équilibre thermodynamique 
lorsque l’atome interagit avec un rayonnement lui-même en équilibre 
thermodynamique. 
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COMPLÉMENT A,y 


FLUCTUATIONS ET RÉPONSE LINÉAIRE 
APPLICATION AUX PROCESSUS RADIATIFS 


Lorsque le rayonnement peut être considéré comme un réservoir, 
nous avons montré dans le chapitre que l’évolution de l'opérateur 
densité des particules est décrite par une équation pilote. Dans cette 
équation, le réservoir n'intervient que par une seule fonction g(r), 
moyenne à deux temps d’une observable R du réservoir. 

Le but de ce complément est tout d’abord de relier les parties réelle et 
imaginaire de g(r) à deux fonctions statistiques du réservoir, une 
fonction de corrélation symétrique et une susceptibilité linéaire. Nous 
montrons dans le paragraphe 1 comment ces fonctions statistiques 
peuvent être utilisées pour caractériser les effets sur le petit système de 
son couplage avec le réservoir. Il est possible de dégager des expressions 
ainsi obtenues une interprétation physique très générale conduisant à 
considérer que chacun des systèmes couplés fluctue et polarise l’autre. 
De manière plus précise, on distingue d’une part des processus où c’est 
le petit système qui évolue selon sa dynamique propre, polarise le 
réservoir qui réagit ensuite sur le mouvement du système ; d’autre part 
des phénomènes où ce sont les fluctuations du réservoir qui polarisent 
le petit système et modifient ses propriétés. 

Nous appliquons ensuite ($2) ces résultats généraux au cas d’un 
atome interagissant avec un rayonnement homogène et isotrope. Le 
rayonnement du corps noir et le vide sont deux exemples d’une telle 
situation. Nous calculons les fonctions statistiques associées à l’atome et 
au rayonnement, et nous interprétons les déplacements des niveaux 
atomiques, ainsi que les échanges d’énergie entre atome et rayonnement 
en termes d'effets des fluctuations du rayonnement, et d'effets de la 
réaction de rayonnement. 


1. Fonctions statistiques et interprétation de l’équation pilote 


Partons de l'expression (B.22) de la fonction g(r), à partir de laquelle 
sont définis les coefficients (B.43) de l’équation pilote : 


gr) = Treler R(T) K(O)] (1) 


La fonction g(r) n’est pas réelle, bien que R soit hermitique, car en 
général À(r) et R(0) ne commutent pas. Pour séparer les parties réelle 
et imaginaire de g(7), écrivons : 


8Cr) = 3 (RC) RO) + RO) RCO) +5 RORO O 
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où (Ç pg signifie la moyenne sur le réservoir dans létat défini par 


œR. Le premier terme de (2) est une fonction de corrélation symétrique, 
le second est relié à une susceptibilité linéaire du réservoir. Nous allons 
analyser les propriétés de ces deux fonctions avant de revenir à 
l'interprétation de l’équation pilote. 


a) FONCTION DE CORRÉLATION SYMÉTRIQUE 
Soit CR(T) la fonction de corrélation symétrique de l’observable 
R 
dis: cs era 
CR(r) = 3 (RC) RO) + RO) A(Tr)} g (3) 


Cette fonction est réelle et tend vers la fonction de corrélation 
habituelle à la limite classique. Elle décrit physiquement la dynamique 
des fluctuations de l’observable R dans l’état og. Si R était une fonction 
aléatoire classique de fréquence wg, 

R(t) = Roexpl- i(wpt+p)l+c.c. (4) 


et si l'amplitude Ro et la phase ẹ étaient des variables aléatoires 
indépendantes, œ étant équipartie entre 0 et 27, la fonction de 
corrélation de R vaudrait : 


Crit) = (RD e7 r + cc. (5) 


L'expression explicite de la fonction de corrélation quantique définie 
par (3) est donnée par la partie réelle de lexpression (B.23) de 


g(r) 
CR(T) = D Pa X [R,, |? cos(w ,,7) (6) 


Elle se présente sous la forme d’une somme d’expressions du type (5) 
correspondant aux différentes fréquences de Bohr intervenant dans le 
mouvement de R. La fonction CA(r) est paire en r. 


Nous utiliserons également la transformée de Fourier Cp(w) de 
CR(r) définie par 


1 A -iot 
CR(T) = = f dw CR(w)e (7) 
et qui vaut 


rlo) = Spy X TIRa AO + wuy) + 8(w —w,,)] (8) 


La fonction CR(w) est, elle aussi, réelle et paire. 
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Remarque 


La fonction Ck(r) est la fonction d’autocorrélation de la grandeur 
R. La fonction de corrélation de deux grandeurs différentes (réelles) 
R, et R, est définie par 


tog 5 m 
Cr) = 5 <R,(0) R67) + R (7) R0)) x (9) 
Les propriétés énoncées précédemment se généralisent comme suit : 


Char) = CT) ; Chtr) = Cat — 7) (10.a) 
Cèlo) = Cat —o) ; Co) = Cpl- ©) (10.b) 


b) SUSCEPTIBILITÉ LINÉAIRE 


La fonction de corrélation symétrique (3) décrit les fluctuations 
propres de l’observable R du réservoir. Une autre fonction statistique, 
la susceptibilité linéaire, permet de caractériser sa réponse linéaire à 
une perturbation extérieure. 

Rappelons tout d’abord quelques résultats simples pour un oscillateur 
harmonique classique amorti. Lorsqu'un tel oscillateur est soumis à une 
force périodique 


FA = Fey cece., (11) 


il effectue un mouvement d’oscillation forcée d'amplitude complexe 
X 


x) = Xe i%+oc. (12) 
L’amplitude X est proportionnelle à F 
X= ÿ(w)F (13) 


Le coefficient de proportionnalité (w) est la susceptibilité linéaire de 
l'oscillateur à la fréquence w. C'est une fonction des paramètres 
caractérisant l’oscillateur. En séparant les parties réelles et imaginaire 
de (w) 


Alo) = X'(w) +iX"(w) (14) 


on fait apparaître les composantes Ÿ'F et "F du mouvement de 
x respectivement en phase et en quadrature avec la force f(t). De façon 
plus générale, si f(t) est une somme d’exponentielles oscillantes 


fo = | E-O (15) 


la réponse de l’oscillateur est la somme des réponses relatives à chaque 
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fréquence w. 
+ i 
TERE EOLO a6) 
Zæ r 


En inversant la transformée de Fourier (15) et en introduisant celle de 
la fonction (w) 


+2 dw s —ioT 
x = [7 Erwe a7) 
on met l'expression (16) sous la forme 
+ © 
x(t) = f x(t — t') F(C) dr (18) 
-œ 


Revenons maintenant au réservoir 2, qui est un système quantique. 
Sil est soumis à une perturbation 


V(t) =- RA(t) (19) 


où A(f) est une fonction classique, son état va s'écarter de l’état 
stationnaire initial og. Par la théorie des perturbations, on peut 
déterminer le mouvement induit par cette perturbation sur la valeur 
moyenne d’une observable, par exemple R, dont la moyenne dans l’état 
stationnaire initial est supposée nulle pour simplifier. A l’ordre 1 en 
À (*), on obtient, pour la valeur moyenne de R à l'instant f, une 
expression analogue à (18): 


R= [77 ant AG = dr 20) 

où la susceptibilité linéaire xg(T) du réservoir est donnée par : 
xel7) = $ 00) (RO) ÀC- n)1}s @1) 
La moyenne est prise comme précédemment dans l’état ok et 
8(r) vaut 1 pour r — 0 et 0 pour T <0. La comparaison de (2) et (21) 


fait apparaître le lien entre xr(r) et la partie imaginaire de g(r) 


xr(r) = OCT) 3m g(— 7) (2) 


(*) Voir «Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique Quantique », 
exercice 6 du complément E y. 
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L'expression explicite de xA(T) se déduit ainsi directement de (B.23) : 
2 ; 
XR(T) = “FDP [Ras|28(7) SIN W pyTs (23) 
H y 


ainsi que sa transformée de Fourier, définie comme en (7) : 


1 1 


3 _-—i1 2 = 
tlo) = Er, E Re Pt 


—iT Blons +u)+ir Slo pe -0)] (24) 


Contrairement à CR(w), la fonction Xr(w) n’est pas réelle, et il est 


intéressant de séparer ses parties réelle et imaginaire qui caractérisent 
la réponse en phase et en quadrature à la fréquence w : 


Xr(o) = R'R(œ) +i X'R(&) (25) 
X'r(o®) = — = X Pa à 18,12 le + P —— | (26.a) 


Ouyt W Oyy 
k'o) =F EPa D Rur llw + o) 6(0,,—&)] (26.b) 


Notons que ý'g(w) est paire en w, et ŷ"gę(w) impaire. 
Remarque 


La généralisation au cas d’un couplage V = — X R, À, des formules (20) 
4 
et (21) s'écrit 


RF r Xp(7) à = 7) dr (7) 
xl) = $ 007) (RO) AC Yr (28) 


Si XL’ €t À "4 Sont les parties réactives et dissipatives définies en séparant 
les parties principales et les fonctions delta comme dans (26.a et b) (ce ne 
sont plus les parties réelles et imaginaires de Xpa(®)); leurs propriétés de 
symétrie sont alors : 


Xp &) = [x p(o) LE X "gt ©) = [$ "(w * (30) 


c) ENERGIE DE POLARISATION ET DISSIPATION 


La susceptibilité linéaire intervient également dans les échanges 
d'énergie entre le système et le milieu extérieur au voisinage de 
l’équilibre. Pour le voir, revenons sur l'exemple de l’oscillateur 
classique amorti introduit au début du paragraphe précédent. Nous 
allons montrer que Y"(w) et Ÿ'(w) apparaissent respectivement dans 
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les équations donnant l’énergie dissipée par les processus d’amortisse- 
ment de l'oscillateur et l'énergie de polarisation de l’oscillateur. Les 
résultats ainsi obtenus nous permettront ensuite d’interpréter physique- 
ment les expressions quantiques donnant les déplacements des niveaux 
d'énergie du petit système æ ($ 1-d) et les échanges d’énergie entre 
A et À ($ L-e), une fois que ces expressions auront été réécrites sous 
une forme faisant apparaître explicitement les fonctions statistiques de 
Á et R. 

En régime permanent, le travail effectué par la force extérieure (11) 
vaut par unité de temps, et en moyenne sur une période T: 


1 


. T d 4 
Q 3) t f(t) (t) 


T , . 
if dt | ~ iw X e~” + c.c JF e7 + c.c.] 
0 


(—io XF*+c.c.) 
w X"(w)(2 FF *) (31) 


Il 


Cette puissance est dissipée par le processus d'amortissement de 
loscillateur. C’est la raison pour laquelle Y"(w) est appelée partie. 
dissipative de la susceptibilité. Il apparaît clairement sur la première 
ligne de (31) que seule la partie f, de la force f(t) en phase avec la 
vitesse * contribue à ce processus. 

L'autre partie de la force, f,, en phase avec x, ne travaille pas en 
régime stationnaire, mais uniquement lorsque l’amplitude de Poscilla- 
tion varie. Si cette variation est lente, le travail correspondant est 
stocké sous forme réversible dans l’oscillateur. Il est égal à 


W = f FX) dt' (32.a) 
La partie quasi statique de W vaut : 
W = f dt' [F* X + c.c.] (32.b) 
où X est la variation lente de l'amplitude de l’oscillation et où 
patu y (33) 
KOIK 


est la partie de la force en phase avec X. En présence de la force 
excitatrice, une variation de l’amplitude d’oscillation se traduit égale- 
ment par une variation de l’énergie d’interaction 


W, =- f@ x (34) 
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qui vaut en moyenne sur une période (seul f, y contribue) 
W,=-(F*X+c.c.) (35) 


Ainsi, en présence de la force excitatrice, et pour des variations lentes 
des paramètres, la quantité U = W + W, joue le rôle d’énergie poten- 
tielle. Elle vaut, après une intégration par partie de (32.b) qui fait 
disparaître W, : 


t 
= - | dt' [È* X + c.c.] 


— X'(w) | dt'[X*X + c.c.]/|X(w)|? (36) 


- X'(w) IXÏ/IX(o)|? = = À (w)C FF *) 


U représente la variation réversible de l'énergie de l’oscillateur du fait 
de sa « polarisation » en présence de la force f(t). C’est la partie 
réactive ÿ’(w) de la polarisabilité qui est associée à cet effet physique. 
Nous appellerons plus brièvement U, énergie de polarisation, par 
analogie avec l’effet d’un champ électrique statique sur un diélectrique. 


d) INTERPRÉTATION PHYSIQUE DU DÉPLACEMENT DES NIVEAUX 
D'ÉNERGIE 


L'interaction du petit système £ avec le réservoir Ž se traduit, entre 
autres effets, par un déplacement des niveaux d'énergie de x% donné 
par la formule (C.15) du chapitre. Dans cette expression, l’élément de 
matrice (u,alVlv,n) peut être factorisé en une partie relative à 
Æ et une autre relative à Z : 


A, = SP „Y IKalRl»)P x 


x (Ziela a i) (37) 


Pour faire apparaître dans cette expression les fonctions statistiques 
étudiées plus haut, il faut exprimer la fraction 1/(w,, + w,,) comme 
un produit de fonctions relatives à chacun des deux systèmes, fonctions 
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ayant chacune une parité déterminée. Ainsi on peut écrire : 


© ny + 
X (2 mt? z) (ow + © on) + Blo - wu))+ 
Dhs + Opu — © 
1 1 
+ (2t? 2) (6@ +04) +50 -0,)) C9 


Lorsqu'on porte (38) dans (37), apparaissent X'a(w), X'4(w), 
CR(w) et Cao), où Cao) et aalw) sont la fonction de corrélation 
symétrique et la susceptibilité linéaire de l’observable À du système 
£ dans l’état |a}, données par des expressions analogues à (8) et (24), 
où seul p, = 1 est non nul. Le déplacement A, se présente sous la forme 
d’une somme de deux termes : 


A, = Af + A7 (39) 
où 
1 +9 do a 
h Af = -if 5— $'a) CRr(w) (40) 
2 ne Ir Aa R 
1 {+9 dw A 
katas] f do oae (0) (1) 
Cire A 


L'interprétation de ces expressions est simple si on les rapproche de la 
formule (36) : Ĉg(w) dw /27 représente la puissance spectrale définie 
en (8) des fluctuations de l’observable R du réservoir dans la bande de 
fréquence dw. La quantité — (1/2) X'4,(w)CR(w) dw /2r est l'énergie 
de polarisation du système 7 dans l’état a, par ces fluctuations. Ainsi 
AÍ représente l'énergie de polarisation du petit système dans l’état 
a par les fluctuations de la grandeur R du réservoir (l'indice supérieur 
fr est mis pour « fluctuations du réservoir »). 

Dans (41), les rôles de £ et R sont inversés. 47 représente l'énergie 
de polarisation du réservoir par le petit système. Le mouvement de 
l’observable A dans l’état |a), caractérisé par C 4a, perturbe l’équilibre 
du réservoir, et l’interaction de À avec la polarisation ainsi créée dans 
R, proportionnelle à Y'k, donne naissance au déplacement d’énergie 
hA7. Ce déplacement représente donc l'effet de la «réaction du 
réservoir » sur le petit système (d’où l'indice supérieur rr). Comme 
précédemment, seule la partie réactive ý'ę de la polarisabilité du 
réservoir contribue à l’énergie de polarisation. 
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e) INTERPRÉTATION PHYSIQUE DES ÉCHANGES D'ÉNERGIE 


Considérons maintenant les échanges d'énergie entre le système 
£ et le réservoir 2. Nous partirons pour cela du taux de variation de 
l'énergie atomique moyenne, l’atome étant initialement dans l’état 
a: 


q (He = LEE) Tes (42) 


où Il, est le taux de transition de a vers b, produit par l'interaction 
avec le réservoir et donné par (C.5). 

Le remplacement de [l,., par son expression (C.5) donne une 
expression explicite générale pour d (H,),/dt : 


d 27 
F aa = Ehon px 


B 


x E | (HIRI v) [?] <a]A b) thon, + huu)} = 


2 
=E EP. D IH IRL») P(Y orel alab) PACo + ou) 
E C2 
(43) 
Procédons comme au paragraphe 1.d et écrivons 
Wp lopo + ©) = i f dw w x 


x {E(w py + w) + OPE a &)][ 5(« + O ab) = (w T © #)] + 
+ [ô(o,, = w) 7 ô(o,, + w) (w + © ab) + (w ca © %)]} (44) 


Lorsqu'on porte (44) dans (43), apparaissent les fonctions statistiques 
de £ et A, etd (H,),/di se présente sous la forme d’une somme de 
deux termes 
d eH jf + 7 45 
T (Hs), = 07+ (45) 
où 


sfr d A = s 
ar = | 22 o Calo) 2'0) (46.a) 


a= - | f2 o g'o) Cu) (46.b) 
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Les deux termes (46.a) et (46.b) ont une interprétation physique 
particulièrement claire lorsqu'on les rapproche de l'expression (31) 
décrivant l'absorption d'énergie par un système. Le premier fait 
intervenir la fonction de corrélation symétrique du réservoir et la 
susceptibilité linéaire de l’atome. Il décrit donc l’absorption d'énergie 
par le petit système, lorsque ce système est perturbé par les fluctuations 
du réservoir. Le deuxième terme s’exprime à l’aide de la fonction de 
corrélation symétrique du petit système et de la susceptibilité linéaire 
du réservoir. Il décrit amortissement par le réservoir des mouvements 
atomiques. Comme 9” est l’énergie gagnée par l’atome, ( — Q”) est 
bien l’énergie absorbée par le réservoir conformément à l'interprétation 
de l'expression (31). 


2. Application aux processus radiatifs 


Nous supposons maintenant que æ est un atome fixé à l’origine 
0 des coordonnées et que 2 est un rayonnement homogène et isotrope 
de spectre large, défini par les probabilités p(n,,n,...n;...) comme dans 
la partie E du chapitre. Le nombre moyen de photons dans le mode 
i, (n;i), est défini par (E.12). Il ne dépend que de w; et sera noté 
{n(w;)). Ce nombre moyen de photons par mode à la fréquence 
w; est relié à la densité d'énergie du rayonnement par (E.20). Pour 
simplifier, nous modéliserons l’atome par un seul électron se déplaçant 
dans un potentiel à symétrie sphérique autour de l’origine, à l’intérieur 
d’un volume de dimensions petites par rapport aux longueurs d’onde du 
rayonnement présent. Ainsi, nous ferons l’approximation des grandes 
longueurs d’onde pour tous les modes pris en compte, dont la fréquence 
est inférieure à une fréquence de coupure w y. 

Soit r et p les opérateurs position et impulsion de l’électron, 
q et m sa charge et sa masse, A(0) le potentiel vecteur en 0. Avec les 
approximations mentionnées précédemment, le couplage entre l’atome 
et le rayonnement se réduit à (*) 


V= V,+V,+V, (47.a) 
v,= - (An) 440) (47.b) 
m 
Le couplage n’a pas la forme simple V = — A R, mais est plutôt une 


somme de tels couplages. Toutefois, le système étant isotrope, on peut 
montrer facilement que la vitesse de variation de la matrice densité 
g A est la somme des vitesses correspondant à V,, V,, V,. Ainsi, il suffit 
de calculer les fonctions statistiques relatives à R = A,(0) pour le 
champ, et À = gp,/m pour l’atome, puis de sommer sur x, Yy, Z. 


(*) A l'approximation des grandes longueurs d'ondes, l’hamiltonien H,, magit pas sur 
les variables de électron. 
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a) CALCUL DES FONCTIONS STATISTIQUES 


Commençons par celles du champ. Les expressions (8) de Cr(w) et 
(24) de Yr(w) ont la même forme : 


S. (w) = EPa} Rul? f (w unw) (48) 


où f*(w,,,w) est une fonction de parité déterminée + vis-à-vis de 
Wuv: + pour Ĉ, et — pour *. En explicitant (48), on obtient : 


S.(w)= F p(n) x 
{ai} 


x DA| Cjr LACO) y + Lee) [PFC wpa) + 
j 
+ | Gn ALO) n 1) fopa) 9) 


Nous avons utilisé le fait que A,(0) est linéaire en 4; et af, et change 
n; de +1. Les éléments de matrice de r valent : 


2e e2 1 
Len AO ns Le Fe ES ef (mi +523 ) 60) 


La somme sur les distributions de photons {n;} pondérées par 
P(-,n;,-) fait apparaître (n;,), de sorte que 


A mer El (7; +1)f° (— wjw)+ (ni? f* Cow ;,©)} 
-ZŠ ekle Cm + 1) + (n) f lopo) 61) 
14608) 


Remplaçons la somme discrète sur les modes par une somme sur les 
polarisations, calculée à l’aide de la formule (54) du complément À ;, et 
une intégrale sur k (dont la partie angulaire se calcule explicitement 
puisque (nj) est supposé ne dépendre que de w;). Nous obtenons : 


1 
6T °c 


S. (o) = |" do’ ho'l + (n(w’) +1) + (n(w')}]f*(w',) 


(52) 


a 


Ce résultat appliqué successivement à ĈX, ÿ'#, "g donne : 


CE) = [” ho" {n(w') + H)[8(w' + w) + 8(w' — w)] 


= = Lol lalol) +4) (53) 
T Ep 


302 Equation pilote pour les particules A-2 


OEE: E T | 1 1 | 
À Fu) ral ne ane eo 9 
L'Ew) = - — | “du w' [8(w' + w) — 8(w' - w)] 
6% Eg? Jo 
1 
= 55 
ene Ga 


Avant de commenter ces expressions au paragraphe suivant, donnons 
les expressions ĈZ (w) et *(w) de la fonction de corrélation de la 


variable atomique gp,/m, et de la susceptibilité correspondante, 
lorsque l’atome se trouve dans l’état stationnaire |a). Les équations 
équivalentes à (8), (26.a) et (26.b) sont : 


2 
ÉX(©) = D | <alp,1b) |? T[lwa + ©) + êlo w) (56) 


rao) = Dzi laD e [a2] 6m 


Op HW wab — 


ž" a(o) = LE |<alp,1b} |? T [lwa + ©) - 8(w y — w)} (58) 


b) DISCUSSION PHYSIQUE 


La puissance spectrale des fluctuations du champ apparaît comme la 
somme de deux termes : 


CRC) = äle] (nel) +5hlel] 9 
37 EC 2 

Le premier fait intervenir le nombre moyen de photons par mode. Avec 
l’aide de (E.20), il peut être mis sous la forme mu(w)/3epw°, montrant 
ainsi qu’il est proportionnel à la densité d'énergie du rayonnement à la 
fréquence w, quantité tout à fait classique. Le deuxième terme ajoute 
À à (n(w)) pour tous les modes. Il correspond à la contribution des 
fluctuations du vide, dont l'énergie de point zéro vaut ñw /2. Ainsi, la 
puissance spectrale des fluctuations du vide est identique à celle d’un 
champ électromagnétique aléatoire isotrope classique dont la réparti- 
tion en fréquence correspond à un demi-quantum par mode. 

La situation est complètement différente pour la susceptibilité du 
champ, qui est indépendante de {n(w)}. Cette propriété est reliée à la 
linéarité des équations de Maxwell : le champ créé par une source 
déterminée est indépendant du champ existant. Ceci entraîne en 
particulier que la susceptibilité du champ est la même pour une source 
microscopique et pour une source macroscopique classique. De fait, 
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(54) et (55) ne font pas intervenir #. La susceptibilité du champ est une 
grandeur classique. 
Notons enfin que, pour œ > 0, 


CC) = 2h (nw) +F) XRCO) (60) 
A l'équilibre thermodynamique, on a, d’après (E.17) : 
2 {n(w) + #) = coth ET (61) 
et 
RCo) = h coth LE t" RCo) (62) 
2kgT 


Cette relation est lexpression dans ce cas particulier du théorème 
fluctuation-dissipation, reliant la densité spectrale des fluctuations à la 
partie dissipative de la susceptibilité. 


c) DÉPLACEMENT DES NIVEAUX D'ÉNERGIE DÛ AUX FLUCTUATIONS 
DU CHAMP DE RAYONNEMENT 


Pour calculer l'effet sur le niveau d'énergie atomique |a} des 
fluctuations du rayonnement, explicitons expression (40) dans le cas 
du couplage de l’atome avec la composante A,(0) du potentiel vecteur. 


En utilisant les expressions (57) et (53) de j'# et Ĉ¥, on obtient : 


fes, = Pie 
hâz IES 

Lis 2 1 1 
« | PAG CE 


x | 1 Ti dw’ hw' (n(w') +F) [êw + w) + &(w' — o| 
3m eoc” vo 


(63) 


Dans l'intégrale sur w, les contributions de &(w' + w) et &(w' — w) se 
doublent, car le reste de l’intégrand est pair en w. Il faut ensuite ajouter 
à (63) les contributions analogues de 4,(0) et A,(0), ce qui donne 


2 
haf = — Ln F | çalplb) (Ex 
fes El Glrlé) 


x i do’ w' (n(w') +4) Leo | (64) 


D, + W 


304 Equation pilote pour les particules Arv-2 


Le déplacement du niveau d’énergie dû aux fluctuations du champ 
apparaît comme la somme de l'effet A'Ÿ des photons présents, 
proportionnel à (n(w)), et de celui des fluctuations du vide 4f 
correspondant au «à par mode » dans (64). 

Explicitons tout d’abord Af. En utilisant les résultats suivants : 


0 w' wg wo 


+ 1 © M wo 
w'dw' P —— = wy F wg Log — + 0| — (65.a) 
+ © y 
ni w'dw' [2 p+? | = -2 00 Los = (65.b) 
0 O9 + © Op — w wy 
on obtient : 


naf = — Iy J lalplb)|? (- wa) Log -2 (66) 
6r ene 5 | oal 


Après quelques transformations qui sont détaillées dans l’exercice 7, 
cette expression peut être mise sous la forme : 


h 2 wM q? 
nAf = ( Su ) Le L$ 7 
(a = constante de structure fine, Ac K, = énergie d’excitation 


atomique moyenne). Ce déplacement n’affecte que les états s : c’est le 
déplacement de Lamb dont il a déjà été question dans étude des 
corrections radiatives (chapitre II, § E.1.b, complément B ;; et exercice 
7). Le calcul précédent indique clairement son origine physique : les 
fluctuations du vide font subir à l’électron un mouvement de vibration 
au cours duquel il moyenne le potentiel coulombien sur une distance de 
l’ordre de Va h/mc. Le potentiel moyen n’est différent de la valeur du 
potentiel à la position moyenne qu’à l’intérieur de la source du potentiel 
de Coulomb, d’où la fonction ê(r). Notons que le coefficient 
a(h/mc)? est proportionnel à # : le déplacement de Lamb est un effet 
quantique, tout comme les fluctuations du vide qui lui donnent 
naissance. Toutefois, une fois ces dernières admises, l’effet qu’elles 
créent n’est pas différent de celui que produirait un champ classique 
caractérisé par une densité spectrale correspondant à une énergie 
how /2 par mode. 

Revenons à la partie 4’? de Af, proportionnelle à {n(w')} (voir 
(64)). Elle correspond aux corrections radiatives stimulées que nous 
avons décrites au paragraphe E.2 du chapitre II. Supposons pour 
simplifier que {n(w')} ne soit important qu’autour d’une fréquence 
w; assez proche de w,, pour que seul un niveau particulier contribue à 
la somme sur tous les niveaux b de (64). Le déplacement correspondant 
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du niveau a vaut : 


6r 2 

C'est le déplacement lumineux dû au champ de rayonnement. Notons 
que cette quantité peut être aussi exprimée en fonction de la valeur 
quadratique moyenne du champ électrique du rayonnement. En effet 
{n(w))dw est relié à la densité d'énergie dans la même bande de 
fréquence u(w)dæ par la formule (E.20), et l'intégrale sur la fréquence 
de cette dernière n'est rien d'autre que la densité d'énergie du 
rayonnement 


hat ls Caleb) PEPESE | du (oD) (9 
Wa — oi. 


[de u(w') T (E? +c? Bò = e (E? Y (69) 


(Pour un rayonnement libre et stationnaire (E? > = c? (B? ). Compte 
tenu de la relation (a|p|b) = im w,<a|r|b}, et de l'approximation 
| oa | = w,, il vient alors 


w 2 

haf = ab gel) (E?) (70) 
how- wi) 

Cette expression, qui fait apparaître l'énergie de polarisation de l’atome 


par le champ électrique, justifie le nom d’effet Stark dynamique donné 
aussi à 4f. 


d) DÉPLACEMENT DES NIVEAUX D'ÉNERGIE DÛ À LA RÉACTION DE 
RAYONNEMENT 
L'expression (41) de A7 fait intervenir la « susceptibilité » ’g du 
champ, qui d’après (54) ne dépend pas de {n(w)). Le phénomène de 
réaction de rayonnement est donc indépendant du champ incident sur 
l'atome. 
En utilisant les expressions (54) de ÿ'# relative à A (0) et (56) de 
Î relative à p,, puis en sommant sur 2i expressions analogues avec 
y et z, on obtient 


ħar = -4 A EE "do'w |? E | x 
27 6m? ec? o w+ w w — w 


x DE | salpo |7 m [Elwa + o) + Elwa — )} 


b 


= dw'w' by}? x 
-zio aterea] 


one el 
w +, wW —&,p (71) 


306 Equation pilote pour les particules Arv-2 


L'intégrale sur w’ jusqu’à la borne wp donne alors, compte tenu de 
(65.a) : 


2 
HAT = — A al plb) lto 
are Iplb) lou 
4 ê 
= -32 (a| $ la) (72) 


où ôm est la correction de l’énergie de masse de la particule associée au 
champ coulombien et donnée par mc? = Ecou. Nous retrouvons donc 
la correction à l'énergie cinétique de la particule associée à ce 
changement de masse. Le facteur 4/3 est dû à la procédure non 
covariante de coupure que nous avons utilisée pour éliminer l’effet des 
modes de haute fréquence. Le même facteur apparaît aussi en théorie 
classique. 

Notons que ec décrit l’énergie associée à l'interaction de la 
particule avec son propre champ coulombien, de la même façon que 
A; décrit l’effet sur la particule de son interaction avec son propre 
champ transverse. Ces deux effets sont les mêmes qu’en électromagnéti- 
que classique, comme le montre l'absence de A dans l'expression de 
ôm. Ils sont indépendants du potentiel atomique et sont donc les 
mêmes pour une particule libre. Une autre conséquence de l’augmenta- 
tion de masse de la particule est la diminution de sa fréquence cyclotron 
dans un champ magnétique. On peut expliquer ainsi qualitativement 
pourquoi le facteur de Landé apparent de l’électron est supérieur à 2 
(voir exercices 10 et 12). 


e) LES ÉCHANGES D'ÉNERGIE ENTRE L'ATOME ET LE RAYONNEMENT 


Considérons successivement les taux Q et Q” associés respectivement 
aux fluctuations du rayonnement et à la réaction de rayonnement. 

Avec les expressions (46.a), (59) et (58), et après sommation des 
effets relatifs aux trois rune x,y, Z, Q/’ se met sous la forme : 


af = ——— 2 AIRE 


3T Eg i 3r emo 
x oalloal loal) +24 oal] 03) 


Il est intéressant d’exprimer (73) en fonction du taux d’émission 
spontanée TŽ sur la transition ab, (qui se produit évidemment du 
niveau le plus élevé vers le niveau le plus bas). En explicitant (E.4.a), 
on trouve 


q°| <alp]b) |” wab] 


r = 
d 37 egm’? 


(74) 
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de sorte que : 
P= F(E,- ED TE [a] wal)) +31 (15) 


Comme une perturbation aléatoire classique, les fluctuations du 
rayonnement transfèrent la population de létat a vers les autres 
niveaux b supérieurs ou inférieurs. Comme au paragraphe 2-b le 
rayonnement présent contribue à ce processus proportionnellement. à 
{n(|w,|)) par mode, et les fluctuations du vide proportionnellement à 
À. On peut d’ailleurs noter que ces dernières donnent un taux de 
transition égal à la moitié seulement de T$. 


La quantité Q” se calcule de la même façon à partir de (46.b), (55) et 
(56). On trouve : 


a” = D L | (alplé) |? a à (76) 


6T EpC 


Cette expression peut être mise sous une forme particulièrement 
simple, car (a| p|b} w, est directement relié à Pélément de matrice de 
Paccélération * de l’électron dans le potentiel atomique : 


i 


L (alpo) wa = = (al[Hap]lb) 


il 


- À (allé) 


-i (ali[b) (77) 


il 


On peut alors utiliser la relation de fermeture sur b et obtenir 


ST 5 q? 2 
a” =-3 pre a ja> (78) 


L'énergie perdue par l'atome par unité de temps, du fait de la réaction 
de rayonnement, est égale à la moyenne dans l’état |a} de la puissance 
rayonnée classiquement par la particule, proportionnelle au carré de 
son accélération. 9” est d’ailleurs toujours négatif et correspond à une 
perte d'énergie, même pour l'état fondamental de l’atome. On retrouve 
donc ici des résultats bien connus en électrodynamique classique : force 
de freinage de Lorentz, et chute de l’électron sur le noyau. Bien sûr, il 
n'est pas possible de considérer seulement l'effet de la réaction de 
rayonnement, car même en l’absence de rayonnement, les fluctuations 
du vide existent et jouent un rôle comme nous l’avons vu au paragraphe 
précédent. Pour comparer leur rôle respectif, il est intéressant de 
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mettre (76) sous la même forme que (75). On obtient 


rg 
o=} -lE -El (79) 


b 


alors que 
T% 


7 (80) 


a” = (EE) 


Si |a} est l’état fondamental, | E, — E,| = (E, — E,) et Q” + Q” =0. 
L'état atomique fondamental est stable, parce que les fluctuations du 
vide compensent exactement l’effet de la réaction de rayonnement. Le 
caractère quantique du champ, dont les fluctuations du vide sont une 
manifestation, est donc essentiel pour préserver la stabilité de l’état 
fondamental de l'atome. Ce résultat est très général (*) : le couplage 
d’un système quantique à un système dynamique classique conduirait à 
des incohérences liées ici au fait que les relations d'incertitude seraient 
violées pour lélectron s’il perdait de l'énergie à partir de l’état 
fondamental. Si |a} est un niveau excité, les deux taux de variation de 
l'énergie se retranchent vers les niveaux b au-dessus de a (atome ne 
peut pas gagner d'énergie) et se doublent vers les niveaux b inférieurs. 
Ainsi, on peut dire que les fluctuations du vide et la réaction de 
rayonnement contribuent à parts égales au taux de transition total 
d'émission spontanée IE. 
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COMPLÉMENT B;y 


ÉQUATION PILOTE POUR UN OSCILLATEUR 
HARMONIQUE AMORTI 


1. Système physique considéré 


Dans la partie E du chapitre, nous avons explicité Péquation pilote 
pour un atome à deux niveaux interagissant avec le rayonnement. Nous 
considérons dans ce complément le cas où le petit système «7 est un 
oscillateur harmonique à une dimension de fréquence wọ et d’hamilto- 
nien 


Ha = hod(b*b +3) (1) 


où b* et b sont les opérateurs de création et d’annihilation de cet 
oscillateur. Comme dans l'exemple de la partie E, le réservoir 
est constitué par une infinité d'oscillateurs harmoniques i à une 
dimension, de fréquence w; et d'opérateurs de création et d’annihilation 
a et aj, de sorte que l’hamiltonien Hg de R s’écrit 


Ha = Z hoilaa +3) D 


Enfin, nous prenons un hamiltonien de couplage très simple entre 
AÁ et R, de la forme 


V =Y (g: b* a; +g” bar) (3) 


où g; est la constante de couplage entre æ et l’oscillateur į de 
@. Chacun des termes de (3) décrit des processus où 7 gagne (ou perd) 
un quantum d'énergie hwg tandis qu’un oscillateur i de Æ perd (ou 
gagne) un quantum w;. Pour simplifier, nous n’avons pas pris dans 
V des termes du type ba; ou b*a car les processus antirésonnants 
auxquels ils donnent naissance ne peuvent pas contribuer à l’amortisse- 
ment de s. 

Un tel modèle peut décrire plusieurs situations physiques différentes. 
Par exemple, & peut être un oscillateur harmonique matériel, c'est-à- 
dire une charge élastiquement liée à l’origine (et assujettie à se déplacer 
sur un seul axe, de manière à être assimilable à un oscillateur à une 
dimension), et les oscillateurs ¿ de Æ# peuvent être les divers modes du 
rayonnement. L’équation pilote de x décrit alors comment le mouve- 
ment de la charge élastiquement liée est amorti par l’émission sponta- 
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née, l'absorption et l’émission induite de rayonnement. On peut, aussi 
considérer que æ est un mode d’une cavité électromagnétique, les 
oscillateurs į étant des oscillateurs matériels contenus dans les parois de 
la cavité. L’équation pilote de «7 décrit alors l’amortissement du mode 
propre de la cavité dû aux pertes dans les parois. 

Outre son intérêt intrinsèque pour l'étude des deux situations 
physiques précédentes, l’exemple étudié dans ce complément présente 
le grand avantage de conduire à des équations de Heisenberg couplées 
pour les opérateurs b et a; qui sont linéaires vis-à-vis de ces opérateurs. 
Il est alors très facile de déduire de ces équations une équation 
d'évolution pour b qui ressemble beaucoup à l’équation de Langevin de 
la théorie classique du mouvement Brownien. C’est ce que nous faisons 
dans le complément C ;ÿ, où nous montrons également le lien qui existe 
entre les fluctuations et la dissipation, aussi bien en théorie classique 
qu’en théorie quantique. 

Pour déterminer la forme de l’équation pilote de l’oscillateur harmoni- 
que, on pourrait évidemment utiliser les résultats de la partie C du 
chapitre, et calculer explicitement les coefficients de l'équation pilote 
dans ce cas particulier. Nous allons suivre ici une démarche différente, 
et établir directement, à partir de (B.30), une équation opératorielle 
pour le mouvement de a, ne faisant pas référence à une base 
particulière ($ 2). Nous utiliserons ensuite cette équation pour détermi- 
ner l’équation d'évolution des populations des niveaux d’énergie de 
H ,, et celle des valeurs moyennes de certaines observables ($ 3). Enfin, 
en projetant cette équation sur une base d’états cohérents, nous en 
déduirons l'équation d’évolution de la distribution de quasi-probabilité 
Pn(B.B *), qui a la forme d’une équation de Fokker-Planck ($ 4). 


2. Forme opératorielle de l’équation pilote 


Effectuons sur l'équation (B.30) le changement de variables (B.32) et 
utilisons le fait que 7, < At pour étendre à + œ la borne supérieure de 
l'intégrale sur 7 =t'— t” et à { la borne inférieure de l'intégrale sur 
t' (voir discussion de la fin du paragraphe B-3). Il vient 


48 __11 F d(t' — t”) a dt’ Tri VEIENE @ vel] 
(4) 


Ecrivons V sous la forme : 
V =- [b*R®?+bRO)] (5) 


RO? =- Y ga; ; RO=- Y gë a (6) 
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Supposons © pg diagonal dans la base { |n,,n,-n;..) } des états propres 
de Hg (œR est toujours donné par la formule (E.8)). Les deux 
opérateurs Ÿ(r') et V(r") de (4) doivent nécessairement contenir l’un 
des a;, l’autre des a*, pour que la trace sur R de leur produit par 
œR donne un résultat non nul dans (4). Une telle restriction conduit à 
deux seules possibilités, la première consistant à prendre 
Ve) = — Er (RCE) et Ve") = — b") R(t"), la seconde se 
déduisant de la première par échange de t' et £”. De plus, on peut 
vérifier que les deux termes de (4) correspondant à ces deux possibilités 
sont hermitiques conjugués l’un de l’autre. Par ailleurs, les opérateurs 
b(t),ä;(t). ont, en représentation d'interaction, une dépendance 


—iogf iwp 


temporelle très simple, (t) = b e , &(t) = aje '®"... par suite de la 
simplicité des commutateurs [b,H 4], [a;; Hg]... 

Finalement, en utilisant l’invariance d’une trace dans une permutation 
circulaire et le fait que lintégrand de (4) ne dépend que de 
t’ — t”, on obtient 
aa 
AT p 


h : : RI 
x [o*a - bõb*) f (ROURE pe E ae =") + 
0 


œ% z NT 
+ (&bb* -5*26) | CROIRE) er — 2 + 
0 


+ h.c. (7) 
Calculons maintenant les deux moyennes à deux temps qui apparais- 
sent dans (7). En utilisant (6) et (E.8), on obtient 


(RORO) Yp = F gip laat ype 0 
=F lalm) DeO 8) 


où (n;) est le nombre moyen de quanta d’excitation de l’oscillateur 
i, toujours donné par (E.12). Un calcul analogue donne 


RONA) a = Z ler? Eu) 70 @) 
La première intégrale de (7) vaut donc : 


a dr F |g Pm) +1) eT 
-Elaa +D [F9 4 r Soo- w| 


„£+ 


3 EIA A!) (10) 
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où les quantités l, T“, A, A, qui seront interprétées physiquement plus 
loin, sont données par 


re F lsi]? 8er — ho) (11.a) 
ped G D leal? u) 8wa- he) (11.b) 
ha=2F PEL Ez (12.a) 

2) lat = g (12.b) 


Un calcul analogue donne pour la deuxième intégrale de (7) 


1 2 ~ilo; Hp r’ NAA 

rl dry la {ne F +iA (13) 
Finalement, en reportant (10) et (13) dans (7), en utilisant 

{b,b*] = 1, et en repassant dans le point de vue de Schrödinger, on 

obtient la forme opératorielle suivante pour l’équation pilote 


do r + or! + cr! 
T = — 3 [0b b], T'{o,b b], T'o 
S i (wo + A) [b*b,o] 
+ T'bob* + T'(b*ob +bob*) (14) 


Dans (14), [4,B], représente l’anticommutateur AB + BA. On notera 
également l'absence de termes en À’. 


Remarque 


Comme dans la partie E, des simplifications apparaissent si le nombre 
moyen de quanta (n; de l’oscillateur į ne dépend que de l'énergie de cet 
oscillateur, et non des paramètres autres que l'énergie servant à caractéri- 
ser les oscillateurs. La même démonstration que celle conduisant à (E.16) 
donne alors 


T'=T (n(w0)) (15) 


où (n(ws)) est le nombre moyen de quanta dans les oscillateurs du 
réservoir ayant même fréquence wg que l’oscillateur æ. Si de plus 
Z est en équilibre thermodynamique, én(ws)) est égal à 
[explo o/kaT) — 117. 


Brv.3 Equation pilote pour un oscillateur 313 


3. Equation pilote dans la base des états propres de H; 


a) EVOLUTION DES POPULATIONS 


Soit o „„ la population du niveau d’énergie |n} de £. L'équation (14) 
prise en valeur moyenne dans l’état |n} donne 


À om = AT Em + (M +) T Engin 


+(n +1) T'(osiinsr — un) HAT (Op in-1 — Tan) (16) 


L'interprétation de I et T’ en découle immédiatement. Si l’on suppose 
que & est un oscillateur atomique et 2 le rayonnement, I est associé 
au processus d'émission spontanée, I” aux processus d'absorption et 
d’émission induite. Plus précisément, nľ est la probabilité d'émission 
spontanée par unité de temps du niveau |#) vers le niveau inférieur 
|n — 1) : le niveau |n} se vide par émission spontanée vers le niveau 
|n — 1} avec un taux nT et se remplit à partir du niveau |n + 1} avec le 
taux (nn +1)7 (flèches ondulées de la figure 1). Les facteurs n et 
n + 1 sont simplement liés aux carrés des modules des éléments de 
matrice de b et b* apparaissant dans V (voir (3)) entre |n} et 
|n — 1) ou entre |n +1) et |n}. De même, les processus d’absorption 
vident le niveau |z) vers le niveau |n + 1) avec un taux (7 + 1)T' etle 
remplissent à partir du niveau |n — 1} avec un taux nT” (flèches droites 
montantes de la figure 3), les processus d'émission induite s’effectuant 
en sens inverse avec le même taux (flèches droites descendantes). 


n+i 


n—i 


Figure 1. Taux de transfert entre les niveaux d'énergie de l’oscillateur 
harmonique associés aux processus d’émission spontanée (flèches ondulées) et 
aux processus d'absorption et d'émission induite (flèches droites). 


L'autre paramètre À apparaissant dans (14) est lié aux déplacements 
radiatifs « spontanés » se produisant en l’absence de toute excitation de 
A (ñA ne dépend pas des €n;) — voir (12.a)). A cause de la structure 
de V, l’oscillateur dans l’état fondamental |0} en présence du réservoir 
dans l’état |0:0..--0;--) ne peut effectuer aucune transition. Le déplace- 
ment radiatif spontané A de |0) est donc nul. Par contre, si 
l'oscillateur est dans l’état |1), le couplage V donné en (3) autorise des 
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transitions où æ descend de |1) à |0 tandis qu’un oscillateur 
i de 2 passe de |0;) à |1,). Le déplacement #A n'est autre que le 
déplacement radiatif associé à un tel processus (sommé sur tous les 
oscillateurs i). Le même raisonnement 'applique à un oscillateur 
initialement dans l’état |n} et qui passe de |7) à |n — 1), tandis qu’un 
oscillateur À passe de |0; à [|1,) Comme [{n—1|b|n)|?= 
n|<0|b|1}|?, on en déduit que le déplacement radiatif spontané de 
l’état |n) vaut nhA. Finalement, la différence entre les déplacements 
hâ, et hA,_, de deux niveaux consécutifs est indépendante de 
n et vaut hA, ce qui montre que les niveaux perturbés de l’oscillateur 
restent équidistants avec une fréquence apparente wọ + À. C’est ce 
qu’exprime le quatrième terme de (14). 

Considérons enfin le dernier paramètre A’. Comme il dépend des 
{n;) (voir (12.b)), il représente un déplacement radiatif dû au 
rayonnement présent. Calculons un tel déplacement pour le niveau 
|1). Un processus d’émission stimulée faisant descendre l’oscillateur 
Æ de |i) à |0) et faisant apparaître un quantum supplémentaire 
ħw; dans l'oscillateur i déplace le niveau |1} de la quantité 
ñA' donnée en (12.b). Il ne faut pas oublier cependant les processus 
d'absorption qui font monter s de |1) à |2) en faisant disparaître un 
quantum #w,. Un tel processus déplace le niveau |1) de —2ñ4', le 
signe — provenant du fait que le défaut d’énergie dans l’état intermé- 
diaire vaut maintenant A(w; — wọ), au lieu de #(w, — w;) et le facteur 2 
de j|/2]b+*|1)]?. Finalement, le déplacement global du niveau 
|1) vaut +h4A'-2hA' = -ñhA'. Il en est de même du niveau 
|n} qui est déplacé de nhA' — (n + 1)hA' = — ħA'. Il apparaît ainsi que 
les processus d’absorption et d'émission stimulée déplacent en bloc tous 
les niveaux de & et ne changent donc pas la fréquence de l’oscillateur. 
C'est ce qui explique pourquoi À’ n'apparaît pas dans (14). 


b) EVOLUTION DE QUELQUES VALEURS MOYENNES 


Calculons tout d’abord db) /dt, ce qui permet d'étudier comment 
s’amortissent la position moyenne et la vitesse moyenne de sf. Comme 
(b) = Tr (0 b) 


d d do 
g b) =i Tb) = Tr (e) (17) 


Reportons alors (14) dans le dernier terme de (17). En utilisant 
Pinvariance d’une trace dans une permutation circulaire et le commuta- 
teur [b,b*] = 1, on obtient après un calcul sans difficulté 


Z cby =- [iwora] (b) (18) 
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Sous l'effet du couplage de & avec £, l’oscillation de {b} subit donc 
un déplacement de fréquence A et un amortissement de taux 
Tr /2. 

Le résultat (18) appelle deux commentaires. Tout d’abord, le taux 
d'amortissement de l’oscillateur ne dépend pas de son excitation 
initiale, contrairement à ce que pourrait laisser croire la figure 1, 
montrant que les taux de transition entre niveaux de f croissent avec 
l'énergie de ces niveaux. Ensuite, l'amortissement ne dépend que de 
I et non de I”. Pour essayer de comprendre ces deux points, écrivons 
l'équation d'évolution de la cohérence ©,,:, qui intervient dans 


{b)=YVn+10,,:,. Par projection de (14) sur (n+1{ et 
in), il vient 


4 
dt 
— Un +1) TO y;1n —i(@9 + À) sin t 


+ Vn +1)(n +2) (T +r’) Trnina + Vin +1) T Can- (19) 


Les deux premiers termes de (19) décrivent effectivement une destruc- 
tion de la cohérence entre |n +1} et |n) due à des processus qui 
vident les niveaux n et n + 1. Le coefficient global de o,,,, est bien, 
conformément à (C.17), la demi-somme de tous les taux de transition 
qui partent de |n) et |n + 1} et qui croissent tous avec n. Par contre, 
les deux derniers termes de (19) décrivent des transferts de cohérence, 
alimentant ©&,,1, à partir de &,,2,.:1 par émission spontanée et 
induite, et à partir de &,,_. par absorption. Ces termes de transfert 
n'existent que parce que les niveaux de æ% sont équidistants : les 
cohérences ©,,1,» Ony2n+1 Et O,n-1 évoluent alors à la même 
fréquence (voir fin du paragraphe C-2). Ce sont ces transferts de 
cohérence qui sont à l’origine du fait que (bẹ s’amortit avec un taux 
indépendant de 1’ et beaucoup plus faible que le coefficient de 
Tapin dans (19) (*). 
Calculons enfin l’évolution de (b*b) 
do 


å (b*b} = Tr (Tbb ) (20) 


Tr+in = - 3 Gn+ 1) For 


(*) Un tel résultat établi à partir de l’équation pilote rappelle celui de lexercice 15. 
L'’équidistance entre les niveaux d’énergie de l’oscillateur harmonique est à l’origine 
d’interférences entre les diverses amplitudes associées à une cascade radiative et entraîne 
que la distribution spectrale du rayonnement émis est indépendante de l'excitation initiale 
de l’oscillateur. 
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La même méthode de calcul que celle conduisant à (18) donne 
£ (b*b} = -T {btb} + T” (21) 


Les processus d'émission spontanée amortissent donc Pénergie 
moyenne fiwp(b*b) de æ avec un taux I alors que les processus 
d'absorption et d'émission stimulée alimentent en énergie avec un 
taux I”. En régime stationnaire 


E 
D 


Si le réservoir Z est en équilibre thermodynamique, l’utilisation de (15) 
montre alors que 


{b*b},, = (22) 


1 
{b*b}, — (n(@o)? = greot | (23) 
qui est bien la valeur correspondant à un oscillateur s% lui aussi en 
équilibre thermodynamique. 


4. Equation pilote dans une base d’états cohérents 


En mécanique statistique classique, l’état de l’oscillateur sf serait 
défini par la donnée d’une distribution de probabilité dans l’espace des 
phases. Quantiquement, les relations d’incertitude entre x et p empê- 
chent de définir un état qui correspondrait à un point de l’espace des 
phases. On peut cependant remplacer ces points par des états d’incerti- 
tude minimum, comme les états cohérents, et développer o sous forme 
d’une somme de projecteurs sur de tels états. L’équation d’évolution de 
la quasi-probabilité décrivant ø sur une telle base a une forme simple 
d’équation de Fokker-Planck. On peut l'intégrer exactement et détermi- 
ner ainsi de nombreuses propriétés de l’oscillateur harmonique amorti. 


a) BREFS RAPPELS SUR LES ÉTATS COHÉRENTS ET SUR LA REPRÉSENTA- 
TION Py DE L'OPÉRATEUR DENSITÉ (*) 


Les états cohérents de l’oscillateur .@ sont les états propres de 
l'opérateur d’annihilation b, de valeur propre B 


bIB) = BIB) (24.a) 
(B1b* = B*E] (24.b) 


(*) Pour plus de détails, voir par exemple « Photons et Atomes- Introduction à 
l'Electrodynamique Quantique », $C-4 du chapitre III et exercices5 et6 du 
complément D ;;r. 
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Ils peuvent être également écrits sous la forme 


|B) = e` PP /2e8b°10) (25) 


puisque le développement de la seconde exponentielle redonne pour 
|B) l'expression bien connue 


IB) = e7882 ÿ B- in) (26) 


n=0 n! 


L'opérateur densité « admet une représentation P y (dite également 
« représentation de Glauber »), s’il peut être écrit sous la forme : 


Le l dB Pa(B,B*) |B) (BI (27) 


où d’B = dReB dimB. L'intérêt de la fonction P,(B,B *) est qu’elle 
ressemble beaucoup, par certains côtés, à une distribution de probabi- 
lité classique. L’hermiticité de o(o =æ*) et sa normalisation 
(Tr o = 1) entraînent en effet que P,(B,B *) est une fonction réelle et 
normée. Par ailleurs, on peut montrer aisément que la valeur moyenne 
dans l’état o de toute fonction de b et b* rangée dans l’ordre normal 
(c’est-à-dire avec tous les b* à gauche des b) s’exprime très simplement 
en fonction de P,(B,B *) (c’est là l’origine de l’indice N pour normal 
de Py): 


Tr o(b*}(b)" = f d’B (B*Y(B)” Pa(B,B*) (28) 


La fonction P\(B,8 *) peut cependant prendre des valeurs négatives et 
des relations aussi simples que (28) ne restent pas valables pour des 
ordres autres que l’ordre normal. C’est la raison pour laquelle 
Px{B,B *) est en fait une distribution de « quasi-probabilité » et non de 
probabilité. 


Remarque 


D’autres distributions de quasi-probabilité sont également utilisées. Par 
exemple, la distribution P ,(B,B *) donne des expressions aussi simples 
que (28) pour les valeurs moyennes de produits d'opérateurs b”{b*)! 
rangés dans l’ordre antinormal. De même, la distribution de Wigner 
W(B,,B;) est adaptée au calcul des valeurs moyennes de produits 
symétrisés des opérateurs hermitiques b; = (b+b*)/ V2 et 
b, = i(b* — b)/ V2. On peut montrer (*) que P, et W s'expriment en 


(*) Voir par exemple H. Haken, Rev. Mod. Phys. 47, 67 (1975), en particulier la 
page 116, et les références citées. 
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fonction de Py 
PA(B.8") = À | ar Palyy epl 18 - +1) 29) 


WBB) = 2 | dy Patry e= 21y =p -ipa G0) 


b) EQUATION D'ÉVOLUTION POUR Pp(B.,B *,t) 


Lorsque le développement (27) est reporté dans léquation pilote 
(14), on voit apparaître des termes de la forme b|B)(B| et 
|8) <B |b* qui, d’après (24), valent 818) <B | et B*|B) <B | respecti- 
vement. D’autres termes, de la forme bt|8)<8| et |8) <8l]b, 
apparaissent également et nous expliquons maintenant comment les 
calculer. Considérons B et B * comme des variables indépendantes (au 
lieu de ReB et ImB) et dérivons par rapport à B ou B * l'expression 


18) (81 =e Pr eP oy 0] e5* (31) 
déduite de (25). Il vient 


zg 8) (BI = -B8*I8)(B1+b*18) 81 
32) 
ð 
zg PPI = -B818>(81+1B8><B81b 
d’où l’on déduit 
b*|B>(B]| = (P*+38 ) 1B) B| 
(33) 
IBY <Blb = GET z) I6) <B] 


Montrons maintenant comment il est possible de transformer chacun 
des termes obtenus après le report de (27) dans (14). Considérons par 
exemple les termes en b*b ø de (14). Ils s'écrivent, compte tenu de 
(24) et (33) 


pisz fag PA(B,8 *)b*b |B) <B] 
= [es Pa(B,B*) B b* |B)<B]| (34) 
2 [ee B Pueg) (8* +5) IB) <B] 


En intégrant par parties le terme en ð/əß et en supposant que 
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Px{B,B *) s’annule à l'infini, on obtient alors 
bo = | arg {pe PA(B.P")- STP P(B} 18) (BI 69 


Des calculs analogues peuvent être faits pour tous les autres termes de 
(14). En égalant à zéro le coefficient de |£} (8| dans l'intégrale sur 
dB, on obtient : 


à) 3 ER [BP n(B ,B *,0)] + 


ð KN 
g nE P*a) = ( + 
he a. 


+T gag PNB B t) (36) 


où lon a posé &5 = wg + À. 


c) DISCUSSION PHYSIQUE 


Les deux premiers termes de (36), en 3/aß et 3/Əß *, sont des termes 
de dérive décrivant comment la distribution de quasi-probabilité se 
déplace au cours du temps. Le dernier terme, en / 8B8B *, est un 
terme de diffusion décrivant l'élargissement de la distribution. 

Les équations du type (36) sont appelées équations de Fokker-Planck 
et sont utilisées de façon très générale pour décrire de façon approchée 
l’évolution de certaines distributions de probabilité (voir par exemple 
l'équation (E.53)). Il faut noter que, pour le modèle simple étudié ici, 
l'équation de Fokker-Planck a été établie sans approximation à partir 
de l’équation pilote. 

On peut vérifier par substitution que la fonction 


= (7 +180) (2-10) 

1 aoo E Jie * — Bi'e ] 
m (n(wo)}(1 -e7 (n(wo)) (= e7" i 
(37) 


qui se réduit à ê(8 — Bo) ê(8 * — B) pour t = 0, est solution de (36) 
et est donc la fonction de Green de cette équation. C’est une gaussienne 
centrée en un point du plan complexe qui décrit, à la vitesse angulaire 
— õp, une spirale de rayon décroissant exponentiellement avec le 
temps, la largeur de la gaussienne croissant avec le temps, de la valeur 0 
pour t = 0 à la valeur ,/ (n(ws)) pout t = œ . Pour t — æ , l’expres- 


320 Equation pilote pour les particules B;y-4 
sion (37) donne la représentation P y de l’état d'équilibre 
1 B*B 
PB ,B *) = ————— ex ÈS | 38 
s maad)? (T ao) o2 


(n(wg)) étant donné par (E.17) s’il s’agit d’un équilibre thermodynami- 
que. 


Remarque 


Notons une propriété remarquable de P, (8,8 *) : si {n(w,)} = 0, c'est-à- 
dire si le réservoir est dans l’état fondamental |0), la fonction de Green 
(37) reste une fonction delta de largeur nulle quel que soit ż. Un tel résultat 
exprime que, si un oscillateur matériel est initialement dans un état 
cohérent (dont la représentation Py est une fonction delta), sans aucun 
photon incident, il continue à rester dans un état cohérent lorsqu'il se 
désexcite par émission spontanée. 


RÉFÉRENCES 


W.H. Louisell and J.H. Marburger, LE.E.E. J. Quant. Elec. QE3, 
348 (1967) et les références qui y sont citées. Louisell, chapitre VI. 
Glauber, $$ 8 et 9. 
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COMPLÉMENT Cy 


ÉQUATIONS DE LANGEVIN QUANTIQUES 
POUR UN SYSTÈME PHYSIQUE SIMPLE 


L'équation pilote établie dans ce chapitre décrit, dans le point de vue 
de Schrödinger, comment un petit système .æ évolue sous l'effet de son 
couplage avec un grand réservoir Æ. Le but de ce complément est de 
reprendre le même problème dans le point de vue de Heisenberg. Pour 
simplifier au maximum les calculs, nous nous limiterons au modèle 
simple, introduit dans le complément B y, d’un oscillateur harmonique 
Á couplé à un réservoir Æ d’oscillateurs harmoniques. Notre objectif 
est double : tout d’abord, montrer que les équations de Heisenberg des 
observables de # peuvent être mises sous une forme qui rappelle les 
équations de Langevin du mouvement Brownien classique ; utiliser 
ensuite ces équations de Heisenberg-Langevin pour analyser les relations 
qui existent entre fluctuations et dissipation et calculer les fonctions de 
corrélation des observables de <£. 

Nous commençons ($ 1) par rappeler les grandes lignes de la théorie 
classique du mouvement Brownien et par analyser l’équation de 
Langevin utilisée pour décrire un tel mouvement. Nous établissons 
ensuite ($ 2) les équations de Heisenberg-Langevin quantiques relatives 
au modèle simple du complément Bzy et discutons sur ces équations le 
théorème fluctuation-dissipation ainsi que le théorème de régression 
quantique relatif aux fonctions de corrélation de s£. 


1. Rappels sur la théorie classique du mouvement Brownien 


a) EQUATION DE LANGEVIN 


Une grosse particule, de masse M, d'impulsion p, est plongée dans un 
fluide homogène de particules plus légères avec lesquelles elle subit des 
collisions incessantes qui confèrent à son mouvement un caractère 
erratique. L’équation introduite par Langevin pour décrire phénoméno- 
logiquement un tel mouvement s'écrit (pour une composante p de 
p): 


d 
FPO =- y PO + FO) o) 
La force totale agissant sur la particule est séparée en deux parties. La 


première, — y p(t), décrit l'effet cumulatif des collisions qui est 
d’amortir l'impulsion de la particule avec un coefficient de friction 
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y. La seconde est une force fluctuante F(t), appelée force de Langevin, 
qui décrit les fluctuations de la force instantanée autour de sa valeur 
moyenne. Dans l’équation (1), F(t) est considérée comme une force 
extérieure, indépendante de p(t), décrite par une fonction aléatoire 
stationnaire de ft, satisfaisant aux propriétés suivantes : 


(i) La valeur moyenne de F(t) est nulle : 


FD =0 (2.a) 


(ii) La fonction de corrélation de la force de Langevin, qui décrit la 
dynamique des fluctuations de F(r), est de la forme : 


FF) =2 D g(t -t') (2.b) 


où D est un coefficient (qui sera interprété plus loin) et g(t — t') une 
fonction paire de t—t', de largeur r, et dont lintégrale sur 
t —t' est égale à 1. Les propriétés de parité et d’invariance par 
translation dans le temps de g résultent du fait que F()F(r") est une 
fonction d’autocorrélation classique stationnaire. Le temps de corréla- 
tion 7, de F(t) est de l’ordre du temps de collision entre la particule 
Brownienne et une particule du fluide. Il est beaucoup plus court que le 
temps d'amortissement Tg = y`! de pr), car il faut de nombreuses 
collisions pour changer appréciablement l'impulsion de la particule 
lourde. 


Te ETR=Y | (3) 


Vis-à-vis des fonctions de ż-— t’ variant lentement à l’échelle de 
To, g(t — t’) apparaît donc comme une fonction delta, de sorte que la 
fonction de corrélation (2.b) peut être approximée par 


FOF(r) = 2 D &(t-1') (4) 


b) INTERPRÉTATION DU COEFFICIENT D. LIEN ENTRE FLUCTUATIONS 
ET DISSIPATION 


Etudions l’évolution de p(t) à partir d’une valeur initiale bien définie 
P(to) = Po. L'intégration de (1) donne : 
t 
PO = poe f'ar Peyer» © 
to 


Compte tenu de (2.a), nous obtenons alors pour p(t) 


PO = poe "7" (6) 


L'impulsion moyenne s’amortit donc avec un taux y. Calculons 
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+ 4 P F 2 : 
maintenant l’évolution de la variance o;(t) de p(t) : 


v 20 = POP - POF = PO - POP G) 
D’après (5) et (6), 


f 
pr) — pG) = f FEJE 9 (8) 
to 
de sorte que : 
t t 
À) | ar | d" FOJE) e -O et (0) 
to to 


Les deux exponentielles de (9) varient lentement à Pécheile de 
Te L'utilisation de (4) donne alors (pour t — to > Te): 


t 
ot) = 2D f der a A 2727-10) (10) 
to Y 

L’équation (10) montre que CHOR c’est-à-dire la dispersion sur 
p, commence par croître linéairement avec t — to: 


okt) =2D(t— to) pour T, &t-to& y! (11) 


Un tel résultat fait apparaître D comme un coefficient de diffusion de 
l'impulsion. 

Aux temps longs (t — to > y_’), oĝ(t) tend d’après (10) vers une 
valeur d'équilibre, D/7, indépendante de ft, alors que p(t) tend d’après 
(6) vers zéro. On en déduit d’après (7) que la valeur d’équilibre de 
p? est 


Pae 
F + (12) 


Si le fluide est en équilibre thermodynamique, cette valeur d'équilibre 
doit satisfaire 


kT (13) 
L'identification de (12) et (13) donne alors la relation d’Einstein 
D=MkgT Y (14) 


établissant un lien entre le coefficient de diffusion D caractérisant les 
fluctuations de la force de Langevin agissant sur p et le coefficient de 
friction y caractérisant la force de dissipation agissant sur cette même 
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variable p. Rappelons que, d’après (11), D apparaît également comme 
le coefficient de diffusion de p. 


Remarque 
Soit 
Sp(t) = p(to + 8t) — PUo) = P(to + 8t) — Po (15) 


l'accroissement de p(t) entre fọ et + ôt avec r, < ô1< y !. Les 
équations (6) et (11) donnent 


Sp) = po e7” — Po = — Po Y ôt (16) 
[5p —- SpF = [POF - [EPOP = 2D 8 t (17) 


Comme {5p{r)|? varie en pêy’ôt? d'après (16) et est donc négligeable 
devant D 8t, on peut écrire (17) sous la forme 
[pA = 2 D ôt (18) 


Les équations (16) et (18) donnent les moments d'ordre 1 et 2 de 
l'accroissement ôp de p sur un temps court. 


c) ETUDE DE QUELQUES FONCTIONS DE CORRÉLATION 


Faisons tendre tọ vers moins linfini dans (5). La fonction aléatoire 
0 . 
p(t) a alors perdu tout souvenir des conditions initiales et s'écrit à un 
instant ż' : 


i 
pe = | dt" F(t") e710- (19) 
-%0 


a) Fonction de corrélation impulsion - force de Langevin 


Multiplions les deux membres de (19) par F(t) et prenons la valeur 
moyenne. Il vient : 


$ 
PUF) = | dt" FGF e7 "1 (20) 
-%0 


Si t est dans le futur de f’ et si t—-t'>7T,, on a dans (20) 
t — t"> T, (puisque t” <t'), de sorte que F@JF(t) est nul 


PEF =0 si 1-t'>7, (21) 


L’équation (21) exprime que p(r'), qui dépend de la force de Langevin 
dans le passé de t’, ne peut être corrélé avec la force de Langevin 
F(t) à un instant ż dans le futur de t' si t- t'> Ta 

Si t est dans le passé de t' et si t’ — t > T,, on peut utiliser (4) et 
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l'équation (20) donne alors : 


PCF =2De 9 si t=t>rT, (22) 


Enfin, pour t voisin de t’ (|t —t'| = r,), p&t)F(t) varie très rapide- 
ment entre 2 D et 0 sur un intervalle de largeur 7, en prenant une 
valeur égale à D pour t = t', compte tenu de l’équation (20) écrite pour 
t' =t et du caractère pair de FEFA). 

Tous ces résultats sont regroupés sur la figure 1 qui représente les 
variations avec t de p{")F(t). Le point important, qui nous servira pour 
la suite, est que p(t’) est décorrélé de F(t) sit = t’, sauf dans un petit 
intervalle de largeur 7, au voisinage de t = t', où p@ JFE) reste fini et 
de l’ordre de D. 


Pt)FG) 


Figure 1. Variations avec t de p(”)F(). 


B) Fonction d'autocorrélation de l'impulsion 


Multiplions les deux membres de (1) par p(t') et prenons la valeur 
moyenne. Il vient 


2 POPE) =- y POPU) + POPC) (23) 


Le deuxième terme du second membre de (23) peut être négligé pour 
tæt'. En effet, à partir de l'instant initial {= pour lequel 
POP) vaut p°, ce terme décroît d’une valeur D à zéro sur un 


intervalle de l’ordre de 7, (voir figure 1). Lors de l'intégration de (23) 
t 

pour t > t', il contribuera de la quantité | dt” F(@")p@) qui, d’après 
i 

les considérations précédentes, vaut au maximum Dr,. D’après (3), 

cette quantité est petite devant D y~! qui mest autre que p4, d’après 

(12). En définitive, le dernier terme de (23) n'apporte, pour t =t’, 


326 Equation pilote pour les particules C-l 


qu'une petite correction à p{t)p(t) ; p@p@ Y) est donc solution de 
l'équation 


+ d + T 
tæt x POPG j = — y ppt) (24) 


On trouve ainsi que p{f)p@”) décroît exponentiellement avec t — t’ à 
partir d’une valeur initiale donnée par (12). Comme p{r}p(t”) est une 
fonction d’autocorrélation et est donc paire en t — t’, il vient finalement 


pop) =pe-vli-"l (25) 


L’équation (25) exprime que les corrélations entre p(t) et p(t') 
décroissent, c’est-à-dire encore « régressent », de la même manière que 
la valeur moyenne p(f), qui obéit à l'équation 


LPO = - 7 PO (26) 


analogue à (24). 

On aurait pu aboutir directement à l'expression (25) à partir de (19) et 
de (4). La dérivation présentée ici a l'avantage de se généraliser en 
théorie quantique et de conduire au théorème de « régression quanti- 
que » (voir $ 2-g ci-dessous). 


Remarque 

L'effet de la correction introduite par le dernier terme de (23) est 
« d’arrondir» le point auguleux de (25) en t =!" et de faire partir 
pOpt) avec une tangente horizontale en ce point. Pour établir aisément 
un tel résultat, considérons les transformées de Fourier P(w) et 
Ê(w) de p(t) et F(t). L'équation (1) entraîne que 


“| 2 
KOES an 

y +w 
Or, d’après le théorème de Wiener-Khinchine, les transformées de Fourier 
de |P(w)|? et |F (w)|? sont (à un coefficient multiplicatif près) les 
fonctions d’autocorrélation pp) et FOFGY. D'après (27), OpY 
est donc le produit de convolution de la transformée de Fourier de 
(yY?+ ol, c'est-à-dire e7*l‘-"l, par la transformée de Fourier de 
LÉ(w)|?, c’est-à-dire g(t — t'). Comme la largeur r, de g(t 1") est 
beaucoup plus petite que celle, y”, de exp( — y |t —t'|), on retrouve 
bien que p@)p(r) est pratiquement égal à exp(- y}r-1'|), à des 
corrections en r,/Tk près qui arrondissent le point anguleux en 

=t' sùr un intervalle de largeur 7,. 
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2. Equations de Heisenberg-Langevin pour un oscillateur harmonique 
amorti 


Nous reprenons maintenant le modèle, introduit dans le 
complément B;y, d’un oscillateur harmonique æ (de fréquence 
wg, d'opérateurs de création et d’annihilation bt et b) couplé à un 
réservoir d’oscillateurs i (de fréquence w; et d'opérateurs de création et 
d’annihilation a et a;). L’hamiltonien total H a pour expression : 


H=H,+Hg+V 
1 1 
= hwglb+b + 5) + CE + 2 ) + 2 (@b'ai + gba; ) (28) 


où g; est une constante de couplage. 


a) EQUATIONS DE HEISENBERG COUPLÉES 


L'équation de Heisenberg pour b(t) s'écrit : 
„d 
ih J b(t) = [b(t),H] = ho b(t) + F g: a(t) (29) 


Elle dépend des opérateurs a;(t) du réservoir dont l’équation d’évolu- 
tion a une forme analogue 


in $ a() = la, Æ] = h w, alt) + g DO) (30) 


Les évolutions des opérateurs d’annihilation b(t) et a;(t) sont donc 
couplées entre elles par les équations linéaires (29) et (30). Il convient 
de noter que la simplicité de ces équations provient de la forme 
bilinéaire en b ou b* et a; ou at que nous avons choisie pour 
l'interaction V et du fait que les commutateurs [b,b*] et [a;,a] sont 
simplement égaux à 1. Nous étudierons dans le complément À, le cas 
où l’oscillateur y est remplacé par un système à deux niveaux. Le 
dernier terme de équation analogue à (29) est alors non linéaire car il 
dépend dans ce cas, non seulement des 4;(f), mais aussi des opérateurs 
de #. 

Il sera commode pour la suite de poser : 


b(t) = be" (31.a) 
a(t) = â(t)e7"** (31.b) 


de manière que b et å; n’évoluent que sous l'effet de V. Les équations 
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(29) et (30) deviennent alors 
„de i(wg- w) 
iñ g tO = 28 ä(te (32) 
i hE al) = gë bee) e1 eo (33) 


b) EQUATION DE LANGEVIN ET FORCE DE LANGEVIN QUANTIQUES 


Intégrons formellement l'équation (33) sous la forme 


> t À : 
GE) = (to) -3 87 | dr” bg’) eTe (34) 
to 
et reportons le résultat obtenu dans (32). Il vient 
d A t -to A " 
Ti b(t) = — | dr k(r) b(t — r) + F(t) (35) 
0 
où 
1 i(wg-— w;)T 
«(7 = Sale (36) 
A i i(wg-— w;}t 
FE) = - ñ 28 ä(to)e ° (37) 


Considérons tout d’abord la fonction k(r) donnée en (36). Comme 
A est un réservoir, les fréquences w; des oscillateurs couvrent une plage 
très étendue. Par ailleurs, |g;|? varie en général lentement avec 
w;. Il s'ensuit que l’ensemble des exponentielles de (36) se brouille très 
rapidement quand 7 croît à partir de 0, de sorte que «(r) devient 
négligeable dès que 7 > Te, où T, est le temps de corrélation du 
réservoir. Par ailleurs, b(t — 7) varie beaucoup plus lentement avec 
T, Sur une échelle de temps TR > T, où T, est le temps d'amortissement 
de s. On peut donc négliger la variation avec r de b(t — r) devant 
celle de «(r) dans l'intégrale de (35), c’est-à-dire remplacer b(t — 7) 
par b(t) qui peut être alors sorti de l'intégrale, ce qui fait apparaître 
(nous supposons t — to > T.) 


| K(r)dr = L Lim D FAK F eleo oi Enr re 
0 K 5 


n—0, i 


À 2 ne ; 1 
= XIE Ir oia] 


+i À (38) 


ol 


Cr-2 Equations de Langevin quantiques 329 


où T et #A sont les paramètres introduits dans les expressions (11.a) et 
(12.a) du complément B ;y et décrivant respectivement le taux d’émis- 
sion spontanée et le déplacement radiatif spontané de l’oscillateur. 
L’équation (35) peut donc être réécrite : 

das ( Lu a) bl + P(A) (39) 

dt 2 

Pour montrer que l'équation (39) peut être considérée comme une 

équation de Langevin, il nous faut maintenant étudier les propriétés de 
l'opérateur Ê(t). D’après (37), Ê(t) est un opérateur de réservoir. A 
l'instant initial tọ, où les deux points de vue de Schrödinger et de 
Heisenberg coïncident, nous supposons que l'opérateur densité du 
système global est factorisé sous la forme «4, ® 0 pg où ok est donné par 
le mélange statistique des états [n1n,-n;) avec des poids p(n;nn;) 
(voir formule (E.8)). Comme a;(tọ) n’a pas d'éléments diagonaux dans 
l’état |n,), il s'ensuit que : f 


CÉ(E)) = Tr o yo F(t) = 0 (40) 
L'équation (39) donne donc en valeur moyenne 
2 GO =- (7 +i4) 60) (1) 


ce qui coïncide bien avec l’équation (18) du complément B;y (quand on 
revient de b(t) à b(t) par (31.a)). Calculons maintenant les fonctions de 
corrélation de F(t) et F*(t). Comme seuls les produits du type 
a (to) a;(to) ou a;(t) a? (to) ont des valeurs moyennes non nulles dans 
l'état (E.8) du réservoir, égales respectivement à €n,) et €n;) +1, il 
vient 


PÊA) = (PUP D) =0 (42) 
(Ê+ (ÊG) = D [gi [2 m) ete t (43) 


(POP E)Y = De Le Ce) + Dee m0 (4) 


Comme plus haut, les sommes d’exponentielles apparaissant dans 
(43) et (44) se brouillent très vite dès que |t — t'| > Te Les moyennes à 
deux temps (43) et (44) sont donc des fonctions très étroites de 
T=t-1t",. Appelons 2 D, et 2 D, les intégrales sur 7 de ces fonctions 
entre — 00 et + 


2 Dy = Í Bee (Ê+ Ct- rÊ) Y (45) 


œ 
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2D, = | h dr (POP G- r)) (46) 


(les indices N et À sont relatifs à l’ordre normal ou antinormal de 
Ê+ et Ê). D'après (43), (44) et les formules (11.a) et (11.b) du 
complément B;y, ces intégrales valent 


2 Dy = L dr Y | [2n PaaS a (47) 
N k a Si i 

TAE P jg m) +1) eTe (48) 
À = re £ T 4 |g: ni + e + 


On peut donc réécrire (43) et (44) sous la forme 


ET ÊE) = 2 Dy gnG — 1°) (49) 
(ÊP E) = 2 Da ga — t) (50) 


où gn(r) et g,(7) sont deux fonctions de 7, de largeur 7, et d’intégrale 
égale à 1 (*). 

Si nous supposons enfin que €n;) ne dépend que de w;, on peut 
utiliser la relation (15) du complément B;y, T" =T {n(ws)), (où 
{n(ws)) est le nombre moyen de quanta du réservoir de même 
fréquence wg que s), pour réécrire (47) et (48) sous la forme 


2 Dy =T n(wo)) (51) 
2D4 = T (1+ (n(wo)}) (52) 


Les opérateurs Ê et F* peuvent donc bien être considérés comme des 
forces de Langevin fluctuant très rapidement autour d’une valeur 
moyenne nulle. Il faut bien noter cependant que ce sont ici des 
opérateurs ne commutant pas entre eux, comme le montre la différence 
entre (51) et (52). 


c) LIEN ENTRE FLUCTUATIONS ET DISSIPATION 


Les équations (51) et (52) établissent un lien quantitatif entre les 
fluctuations de Ê et F*, caractérisées par Dy et D4, et l'amortissement 


I caractérisant la dissipation associée aux mouvements de b et 
b*. Si le réservoir est en équilibre thermodynamique, {n(w)} est égal 


(*) Les fonctions gy et g, n’ont pas une parité bien définie en 7. Vis-à-vis des fonctions 
de r variant sur des échelles de temps Tg > 7, elles peuvent être considérées comme une 
somme de fonctions 8, 8’, 8”... A l’ordre le plus bas en r,/T}, on peut les remplacer par 
une fonction &(r). 
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à [exp(hwo/kBT) — 1]7 ! et l'expression (51) par exemple devient 


r 


2 Dy = groot 


(53) 


équation qui peut être considérée comme l'expression d’un théorème 
fluctuation-dissipation quantique. Contrairement à ce que nous avons 
fait dans le paragraphe 1-b plus haut, la relation (53) n’est pas déduite 
d’une équation phénoménologique, mais des équations de Heisenberg 
du mouvement. Elle est valable également quelles que soient les valeurs 
relatives de hwg et kgT. En particulier, si hwg < k,T, l'équation (53) 
devient 


2 Dy = (54) 
et fait bien apparaître, comme en (14), une proportionnalité entre 
D et l'Kk;T. 

La relation (53) entre Dy et I a été déduite de (51), c’est-à-dire 
encore du calcul explicite de la moyenne à deux temps (Ê* (t — r)F(t)) 
des forces de Langevin apparaissant dans l'expression (45) de 
2 Dy. Il est possible également de relier le coefficient Dy à la vitesse 
d’augmentation de la variance « croisée » de b* et b définie comme 


Yn) = CO O)EECHO)EUODE (55) 
le coefficient D, étant relié à la vitesse d'augmentation de la variance 
VAE = OEA — EE) t E (56) 


correspondant à l’ordre antinormal de b et b*. Un tel résultat, qui sera 
établi dans le paragraphe 2-e ci-dessous, généralise en quelque sorte la 
relation (11) démontrée plus haut à propos de l'équation de Langevin 
classique, et exprimant que la vitesse d'augmentation de la variance de 
p est proportionnelle à D. 

Avant de calculer dY y/dt et dY 4/dt, nous allons commencer par 
établir quelques résultats relatifs aux moyennes à deux temps 
(Ê+ (t)b(«")) ou (b*(t')É(+)), résultats qui nous seront utiles pour la 
suite. 


d) MOYENNES À DEUX TEMPS MIXTES FAISANT INTERVENIR LES FOR- 
CES DE LANGEVIN ET LES OPÉRATEURS b ET b* DE £ 


Intégrons l’équation (39) entre tọ et t’ 


{Luna ee r - (2+a)e-r) 
bC) = b(to) e CEA oaf dt" F(t")e CS 


to 


(57) 
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Pour tọ — — © , le premier terme de (57) est négligeable et on obtient 
alors, en multipliant les deux membres de (57) par F* (t) : 


E ( Ei 0 ” 

i pi Pa TPA -= ztia) ( 1) 

CF*()b(")) = | dt” (FDF) e (58) 
to 

Le même raisonnement que celui fait dans le paragraphe 1-c-« plus 


haut donne alors, pour les variations avec £ de (F*(#)b(«')}, des 
résultats analogues à ceux représentés sur la figure 1. Pour t —t", 


É+(t) n’est pas corrélé avec b(t’), sauf dans un intervalle de largeur 
T, au voisinage de # = t’ ; quand f est balayé autour de t' par valeurs 


croissantes, (É* (#)b(t')} passe d’une valeur 2 Dy à 0 sur un intervalle 
de largeur 7. En particulier, la valeur pour { = t' est donnée par 


t E - va t-t 
obo) = | ar (Propan e (7) 


t 
z f dt” (Ê+ (ÊY (59) 
to 

puisque (É+(#)É(t")) varie beaucoup plus vite avec ¢ — t” que l'expo- 
nentielle. De la même façon, on trouve 


t A 
GORO) = | a” (e 0) (60) 
to i 

Le changement de variable r = t — t” et la stationnarité des moyennes 
à deux temps de F* et Ê permettent alors de regrouper (59) et (60) sous 
la forme 


a à $ $ + (t —- to) H f: 
OEY + (EOD) = f I dr (F* (t - T)F(t)) =2 Dy 


(61) 


Nous avons utilisé (45) et supposé £ — to > Te 


e) VITESSES DE VARIATION DES VARIANCES Ÿ y ET Ÿ 4 


L'évolution de la valeur moyenne (b(t)y est déterminée par l’équa- 
tion de relaxation (41). L’équation d'évolution (39) de lopérateur lui- 
même fait apparaître le même taux de variation, que nous appelerons 
terme de « dérive », et que nous noterons Z(b(r)) : 


2(b(t)) = - ( 5+ ia) bl) (62) 
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La vitesse de variation de b(t) est alors simplement la somme du terme 
de dérive et de la force de Langevin 


À bti) = DÉU) + FO) (63) 
De la même façon 
£ bte) = DB (D) + F+) (64) 
avec 
a6) = (-3+i4) EO (65) 


Considérons maintenant la vitesse d'évolution des opérateurs b* b et 
bbt apparaissant dans les variances #°, et Y 4 définies en (55) et (56). 
Pour +b, on obtient tout d’abord 


LG 060) = (EE © )80 +8 (EEE) = 
= D(b* (MEA + E HAE) + Ê b + *(OÉË() (66) 


Prenons la valeur moyenne des deux membres de (66) et utilisons 
(61) (*). Il vient 


E (ODO) = (26 (80) + ODA) +2Dx (67 
c'est-à-dire encore, compte tenu de (62) et (65) : 
À EOE) =- T Ê+ OEO) +2Dn (68) 
Par ailleurs, on a d’après (63) et (64) 
L (6) E) = LDA) EA) + È) CDE) 
-T (6* (> CO) (69) 


de sorte que, par soustraction, les équations (68) et (69) donnent, 
compte tenu de (55) 


EVs == TV ME) +2 Da (70) 


(*) Le fait que les deux derniers termes de (66) aient, d'après (61), une valeur 
moyenne non nulle empêche de considérer leur somme comme la force de Langevin dans 
l'équation du mouvement de l'opérateur b*(1)b(r). 
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Des calculs analogues aux précédents permettent d’établir 


À CEDEO) =- T DOE) +2 D, Gi) 
et par suite 
SV =_TYi(D+2D, (72) 


Les variances ont donc tendance à croître linéairement avec 
t sous l’action des forces de Langevin, dont l’effet est représenté par les 
termes constants 2 Dy et 2 D, de (70) et (72). Ces termes peuvent donc 
bien être considérés comme des coefficients de diffusion. L’amortisse- 
ment T limite ce mouvement de diffusion et les valeurs d’équilibre de 
(70) et (72) redonnent les relations entre les coefficients D, Ir et la 
température (voir (53)). 


Remarque 


Le fait que D, et D, soient différents résulte de la nature quantique de 
F(t) et F*(t) et est essentiel pour préserver la relation de commutation 
entre b et b*. En retranchant (68) de (71), on trouve en effet qu’une 


condition nécessaire pour que <[b(r),6*(r)]) reste égal à 1 est que 


F 
Da-Dr=z, (73) 


condition qui est bien satisfaite par (47) et (48). 


f) GÉNÉRALISATION DE LA RELATION D'EINSTEIN 


Revenons à l'équation (67). Comme l’opérateur b*(#)(t) est un 
opérateur du petit système æ, on peut lui associer une vitesse de dérive 
g(b* b) dont la valeur moyenne est par définition la vitesse de variation 
de (b*b). 


KOO), = (2(*()b()) (74) 


L’équation pilote de & permet en principe de calculer d (bt by /dt et 
donc d’en déduire Z(b*b). Ainsi, l'équation (21) du complément By 
donne : 


Gb* (ObO) = -T HOLOT (75) 
L’équation (74) permet de réécrire (67) sous la forme 


2 Dy = (2(6*b) - 2(6+) b — b* Z(b)) (76) 
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tous les opérateurs du second membre de (76) étant pris au même 
instant £. L’équation (76) peut être considérée comme une généralisa- 
tion de la relation d’Einstein (14) entre D et I. Elle exprime le 
coefficient de diffusion Dy relatif à b+ en fonction des vitesses de 
dérive qui décrivent l’amortissement de b* É, b* et b et qui peuvent être 
toutes calculées à partir de l’équation pilote. 

Il apparaît aussi clairement sur (76) que le coefficient de diffusion 
Dy est associé uniquement à la partie non hamiltonienne des vitesses de 
dérive. Si l’on avait en effet, pour tout opérateur G4 de £ 


2(G4) = z [H,G4] (17) 
2 Dy serait nul puisque 


[H,b+ 6] — LH,6*] 6 — 6* [Hb] = 0 (78) 


C’est la raison pour laquelle les déplacements radiatifs des niveaux de 
æA , qui peuvent être décrits par un hamiltonien effectif, n’apparaissent 
pas dans l'expression des coefficients de diffusion. 

Dans le cas particulier qui nous intéresse ici, il suffit de reporter (75), 
(62) et (65) dans (76) pour obtenir immédiatement l’expression (47) de 


N° 


g) CALCUL DES MOYENNES À DEUX TEMPS DES OPÉRATEURS DE 
A. THÉORÈME DE RÉGRESSION QUANTIQUE 


Prenons l’adjoint de l’équation (39), multiplions les deux membres 
par b(r') à droite et prenons la valeur moyenne. Il vient 


Z OBED =- (3-14) OBE) + P OBED O9) 


Supposons { = t'. D’après ce que nous avons vu dans le paragraphe 2-d 
plus haut sur les moyennes à deux temps (Ê+ (t)b(t')Y , le dernier terme 
de (79) est nul sauf dans un petit intervalle de largeur 7, au voisinage de 
t = t', où il est de l’ordre de Dy. Il est donc tout à fait légitime de 
négliger un tel terme pour t = t', l'erreur commise sur (b*(r)b(r')} 
étant de l’ordre de Dy Te c’est-à-dire d’après (51) de l’ordre de 
T'r,<1. Les moyennes à deux temps (b* ()b(«')) peuvent donc, 
avec une très bonne approximation, être considérées comme obéissant 
à l'équation : 


er ROBE) =- (Fia) Eob (80) 
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tout à fait analogue à l’adjoint de l’équation (41) 


per EGO) = (5-14) TON (81) 


donnant l’évolution des moyennes à un temps. 

Le résultat précédent constitue le théorème de régression quantique 
qui permet de calculer l’évolution des moyennes à deux temps à partir 
d'équations ayant la même structure que celles donnant l’évolution des 
moyennes à un temps, c’est-à-dire encore à partir de l’équation pilote. 

Finalement, nous avons pu, sur ce modèle simple d’un oscillateur 
couplé à un réservoir d’oscillateurs, étendre à un système quantique la 
plupart des résultats obtenus à partir de l’équation de Langevin du 
mouvement Brownien. Nous verrons dans le complément Ay qu’il est 
possible aussi de généraliser ces résultats au cas d’un atome à deux 
niveaux couplé à un réservoir d’oscillateurs (en l’occurrence, les modes 
du rayonnement), et d’obtenir ainsi les équations de Biloch-Langevin. 
Une telle généralisation est non triviale car un atome à deux niveaux est 
non linéaire, ce qui fait apparaître dans les équations d’évolution 
couplées des termes non linéaires rendant le maniement de ces 
équations plus délicat que dans le cas linéaire étudié ici. 
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CHAPITRE V 


Equations de Bloch optiques 


Après avoir étudié, dans le chapitre précédent, l’évolution d’un 
système atomique placé dans le vide de rayonnement ou en présence 
d’un rayonnement à large bande spectrale, nous abordons maintenant 
l'étude de situations où l’atome interagit avec un rayonnement incident 
monochromatique, dont la fréquence est très proche d’une fréquence 
propre atomique. Notre objectif est de comprendre, d’une part 
l’évolution temporelle du système atomique, d’autre part les caractéris- 
tiques essentielles de la lumière que l’atome réémet en présence du 
rayonnement qui l’excite («lumière de fluorescence »). 

Le traitement que nous allons présenter n’est pas perturbatif vis-à-vis 
du champ incident. En effet, nous désirons pouvoir étudier le cas où 
l'intensité lumineuse incidente est suffisamment élevée pour « saturer » 
la transition atomique (fréquence de Rabi associée grande devant la 
largeur naturelle des niveaux). Une telle situation est courante dans les 
expériences utilisant des sources laser. Il n’est plus possible alors de se 
contenter de calculer la réponse linéaire de l’atome ou d’étudier des 
processus de diffusion à un seul photon incident, comme nous l'avons 
fait dans la partie C du chapitre II ou dans le complément B zyz. 

Le problème physique étudié dans ce chapitre ne peut pas non plus 
être abordé simplement à partir des méthodes non perturbatives du 
chapitre III, qui sont basées sur le calcul de la résolvante G(z) de 
l'hamiltonien dans un sous-espace ĝo d'états privilégiés. En effet, 
lorsque le rayonnement incident contient plusieurs photons et qu'il 
excite une transition atomique partant de l’état fondamental a, un très 
grand nombre d'états du système global atome + champ doivent être 
pris en compte (voir § C-4-f du chapitre IJI). Ces états correspondent 
aux nombreux « cycles de fluorescence » que l’atome peut effectuer à 
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partir de l’état fondamental a (en passant de a à b par absorption d’un 
photon incident ke, puis en retournant de b à a par émission spontanée 
d’un photon dans un autre mode k'e’). Le sous-espace o d'états 
privilégiés a alors une dimension trop élevée pour que l’on puisse 
effectuer des calculs simples sur la restriction de G(z) dans ce 
sous-espace. 

Plutôt que d’étudier l’évolution du système global atome + champ, 
on peut alors songer plus modestement à établir une équation d’évolu- 
tion pour le système atomique seul. Ii est clair cependant que les 
méthodes du chapitre IV ne sont pas directement applicables au 
problème étudié ici, car le rayonnement ne peut plus être considéré 
comme un réservoir. Le temps de corrélation du rayonnement incident 
monochromatique est en effet infiniment long. Il est donc impossible 
d'établir des équations analogues aux équations (E.15) et (E.21) du 
chapitre IV permettant de décrire les phénomènes physiques en termes 
de taux de transition entre niveaux, associés aux processus d'absorption, 
d'émission induite et d'émission spontanée. 

Par ailleurs, s’il était possible de ne tenir compte que du couplage de 
l'atome avec le rayonnement incident, considéré comme un champ 
extérieur monochromatique, on pourrait bien sûr écrire l’équation de 
Schrödinger décrivant l’évolution du vecteur d’état atomique sous 
l'effet de cette perturbation sinusoïdale. Mais il est indispensable ici de 
tenir compte également du couplage de l’atome avec les modes vides du 
champ. Ce sont en effet ces couplages et les processus de relaxation 
correspondants qui permettent à l’atome d’atteindre un régime station- 
naire, résultant de la compétition entre l'excitation par londe incidente 
et l’amortissement par émission spontanée. De plus, la lumière que 
l’atome réémet et que nous désirons analyser n’est autre que la lumière 
apparaissant dans ces modes initialement vides. 

Les équations de Bloch optiques, que nous étudions dans ce chapitre, 
expriment précisément que la vitesse de variation de la matrice densité 
atomique est une somme de deux termes décrivant respectivement la 
contribution du couplage avec l’onde incidente et celle du couplage 
avec les modes vides. Nous commençons dans la partie A par établir ces 
équations de Bloch optiques pour un atome à deux niveaux et par 
préciser les diverses écritures possibles de ces équations. Nous analysons 
ensuite, dans la partie B, le contenu physique des équations de Bloch 
optiques en insistant sur ce qui les différencie d’autres types d’équations 
d'évolution. Nous passons enfin en revue un certain nombre de 
problèmes physiques que ces équations permettent d’aborder. La 
partie C est consacrée à une étude de l’évolution temporelle des divers 
degrés de liberté internes et externes de l’atome. La partie D précise 
enfin diverses propriétés (intensité totale, répartition spectrale, ...) de 
la lumière de fluorescence émise par l'atome. Une telle analyse repose 
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sur létude des fonctions de corrélation du dipôle atomique et utilise le 
théorème de régression quantique qui est établi dans le complément A y 
à partir des équations de Heisenberg couplées de l’atome et du champ. 
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A - ÉQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES 
POUR UN ATOME A DEUX NIVEAUX 


Pour simplifier au maximum les calculs, nous considérons un seul 
atome, immobile à l’origine 0 des coordonnées, avec seulement deux 
niveaux discrets non dégénérés, l’état fondamental a et le premier état 
excité b, situé à une distance hwg au-dessus de a et de largeur naturelle 
T. 


1. Description du rayonnement incident 


Le rayonnement incident sera traité comme un champ extérieur, et 
donc décrit par une fonction classique donnée du temps. Les particules 
interagissent, d’une part avec ce champ extérieur, d’autre part avec le 
champ de rayonnement quantique que nous supposons initialement 
dans l’état vide |0). L’hamiltonien du système atome + champ s'écrit 
donc (à l’approximation des grandes longueurs d’onde et dans le point 
de vue dipolaire électrique) 


H = H; + Hp — d.[E,(0,r) + E, (0)] (A.1) 


où H, est l’hamiltonien de l’atome, Hpg celui du champ, d le moment 
dipolaire électrique de l'atome, E, le champ extérieur associé au 
rayonnement incident, E, (0) le champ de rayonnement quantique. 

Nous supposerons de plus le champ incident monochromatique, de 
fréquence w; et d'amplitude &. 


E,(0,:) = 60 cos wrt (A.2) 


Remarques 


(i) La description du rayonnement incident par un champ extérieur n’est 
pas une approximation si le champ quantique est initialement dans un état 
cohérent. Ce résultat est démontré dans l’exercice 17. 


(ii) Nous négligeons également ici toute modification du rayonnement 
incident due à son interaction avec l’atome. Plus précisément, nous 
considérons un seul atome soumis à un rayonnement incident « macrosco- 
pique» tel que celui issu d’une source laser. Nous pouvons alors 
valablement négliger l'absorption ou l’amplification d’un tel rayonnement 
par l'atome. Notre traitement exclut donc des situations où un ensemble 
d’atomes interagit avec un champ dont ils sont eux-mêmes la source. Une 
telle situation se rencontre par exemple pour des atomes dans une cavité, 
ou pour des milieux optiquement épais. Dans ce cas, il faut résoudre des 
équations d’évolution couplées pour les atomes et le champ appelées 
parfois «équations de Bloch-Maxwell» (*). 


(*) Voir par exemple Sargent, Scully and Lamb, chapitre VIII ; Allen and Eberly, 
chapitre IV. 
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2. Approximation des vitesses de variation indépendantes 


Si le champ extérieur (A.2) était nul, nous saurions écrire l’équation 
d'évolution de la matrice densité atomique o. En effet, lorsque l’état 
initial du champ total est le vide, le rayonnement peut être traité 
comme un réservoir. L’équation d’évolution de a est alors l’équation 
pilote décrivant l'effet de l'émission spontanée sur un atome à deux 
niveaux (voir équations (E.S5) et (E.6) du chapitre IV). 

Par ailleurs, si nous pouvions négliger l’effet du couplage avec le 
champ quantique E, (0) dans (A.1), l’évolution de œ serait simplement 
donnée par l'équation de Schrödinger 


iño = [HA = d., cos © rt , œ | (A3) 


L'approximation des vitesses de variation indépendantes consiste à 
ajouter indépendamment les vitesses de variation de a associées aux 
deux couplages précédents, — d.6, cos w ,t et — d.E, (0), et calculées 
comme si chaque couplage agissait fout seul. En explicitant l'équation 
(A.3) dans la base { |a),|b) } et en ajoutant les termes d’amortisse- 
ment des équations (E.5) et (E.6) du chapitre IV décrivant l'effet de 
l'émission spontanée, nous obtenons 


O bb = iQ, CoS w ji (T ba _ Tap) — Toy (A.4.a) 
© ga = — if, cos wrt (Opa — Ta) +I (A.4.b) 
Ó ab = iwp Fo — iN, cos wrt (Thb = Ton) ai a O ab (A.4.c) 
pa = — iwo Opa + iS] COS wrt (Fpp — Oaa) 2 Ta (A.4.d) 


2. 


Nous avons supposé que les déplacements radiatifs de a et b étaient 
réintégrés dans la fréquence atomique wg, et nous avons posé 


ANQ = d,p.69 (AS) 
où 


da = (aldib) = (bld|a) (A.6) 


est l’élément de matrice de d, supposé réel. La fréquence #2, est 
appelée « fréquence de Rabi ». Elle caractérise l’intensité du couplage 
entre l'atome et londe incidente. Chacune des deux vitesses que nous 
avons ajoutées en (A.4) conserve la normalisation de o, c’est-à-dire 
satisfait à dpa + dy = 0. 

En utilisant pour décrire l'effet de l’émission spontanée les mêmes 
termes qu’en l’absence de rayonnement, nous négligeons les modifica- 
tions de l’émission spontanée liées à la présence du rayonnement 
incident. Une telle approximation est valable si l'effet du couplage avec 
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ce rayonnement peut être négligé pendant le temps de corrélation 
T, des fluctuations du vide, responsables de l’émission spontanée. On 
peut montrer (nous reviendrons plus loin sur ce point dans le 
complément Ay et dans le chapitre VI) que tel est bien le cas si la 
fréquence de Rabi Q, est très petite devant la fréquence wọ de la 
transition a + b 


2; < wg (A.7) 


Une telle condition est d’ailleurs sous-jacente à approximation consis- 
tant à ne tenir compte que de deux niveaux atomiques. Si elle n’était 
pas satisfaite, il faudrait en plus tenir compte du couplage entre Ponde 
incidente et toutes les autres transitions atomiques. Pour pouvoir nous 
limiter à deux niveaux, nous devons d’ailleurs, en plus de (A.7), 
supposer que 


[wr — wo] € wo (A.8) 


condition exprimant que le rayonnement incident, de fréquence 
w,, est quasirésonnant avec la transition a — b. 


Remarque 

Le seul processus de relaxation considéré ici est émission spontanée dont 
le temps de corrélation est plus court que la période optique wÿ 1. If serait 
possible d'inclure dans les équations (A.4) des termes décrivant l'effet 
d’autres processus de relaxation, comme par exemple des collisions (voir 
par exemple l’exercice 18). L’approximation consistant à ajouter indépen- 
damment les vitesses de variation n’est alors valable que si 


Qa rI! (A.7') 
Joz — wo < r! (A.8') 


où 7, est le temps de corrélation de ces processus de relaxation 
supplémentaires. Dans le cas de la relaxation collisionnelle, 7, est de 
l'ordre du temps de collision et les conditions (A.7’) et (A.8') définissent la 
« limite d'impact » (voir complément B,;). 


3. Approximation du champ tournant 


a) ÉLIMINATION DES TERMES ANTIRÉSONNANTS 


Le dipôle d, qui est purement non diagonal dans la base { |a) ,[b} }, 
peut être écrit, d’après (A.6) 


d=d,(|b) <a] + |a) (b|) = d, +d. (A9) 
avec 
d. = dy F (A.10.a) 
F, = |b) lal (A.10.b) 
F = |a) <b] (A.10.c) 
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Les opérateurs S, et S_ font respectivement « monter » et « descen- 
dre» l'atome de a à b et de b à a. Réexprimons l’hamiltonien 
d'interaction, — d.6, cos w ,f, en fonction de S ,, S _ et des exponen- 
tielles exp( — jw,t) et exp( + iw ft) qui proviennent de cos wf et qui 


sont respectivement associées à l’absorption et à l'émission d’un 
photon. Il vient, compte tenu de (A.5) 


— d.6,C0sw zt = ; AQ [Ze "2 Fe "+ Pre tot CS 


(A.11) 


Les deux premiers termes du crochet décrivent des processus où 
latome monte de a à b en absorbant un photon ou descend de 
b à a en émettant un photon. Ces processus sont résonnants au 
voisinage de w = wọ et sont beaucoup plus importants que les 
processus non résonnants associés aux deux derniers termes de (A.11) 
(l’atome descend de b à a en absorbant un photon ou monte de 
a à b en émettant un photon). Nous négligerons (*) donc dans la suite 
de ce chapitre les deux derniers termes de (A.11). L’approximation 
correspondante est appelée approximation du « champ tournant » pour 
des raisons qui apparaïitront plus loin ($ A.4). 


b) FORME INDÉPENDANTE DU TEMPS DES ÉQUATIONS DE BLOCH 
OPTIQUES 


Si Pon ne conserve que les deux premiers termes de (A.11}, les 
équations (A.4) sont modifiées: oz, COS wt et op COS wyt sont 
respectivement remplacés par T palexpliw st) ]/2 et 
'plexp(—-iwit)}]/2 au second membre de (A.4.a) et (A.4.b); 
cos w,t est remplacé par (expiw,t)/2 dans (A.4.c) et par 
(exp — iw,t)/2 dans (A.4.d). II est possible alors de faire disparaître 
toute dépendance temporelle dans les coefficients des équations au 
moyen du changement de variables 


a toi 
ha = Oba 
A -iwz 
G ab = O ab e reL (A.12) 
Ô mua = F aa Obb = Ohh 
qui conduit aux équations suivantes 
d . Ri, ` 3 
g f =i -y (Ôn — Gap) T 8w (A.13.a) 


(*} Nous perdons ainsi certains effets physiques, comme le déplacement de Bloch- 
Siegert de la résonance wg = w, sur lesquels nous reviendrons dans le complément À ņ;. 
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dns ere (A.13.b) 
dt ” 2 ba ab bb 

d , ; A EU à T 

gle 7 ~i Ör Ôa — i -y (Öso — an) — 7 Êab (A.13.c) 
d TR A E PE r. 

F ba = Í 81 pa +i (Sob Oaa) = 3 Poe (A.13.d) 


où 
EE PATA (A.14) 
est le désaccord entre la fréquence w; de Ponde incidente et la 


fréquence atomique wọ. Notons que nous avons toujours 


c) AUTRES FORMES DES ÉQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES 


Il sera utile pour la suite de réécrire les équations (A.13) en termes de 
valeurs moyennes d'opérateurs. Introduisons pour cela les trois opéra- 
teurs 


S,=e "sg, =e" |b) la| (A.15.a) 
= et gp = e”! [aY (b] (A.15.b) 
Sz = 3(1b) <b] — la) (al) (A.15.c) 
dont les valeurs moyennes valent 
(S4) = To F,e "= oge "= 6 (A.16.a) 


(S) = Tr(a S e") = oue" = ôy (A.16.b) 
(52) = Trio 3 (10) <b] — la (al)] = 5 (uw du) (A6) 

Jointes à la condition de normalisation 
Tan + bb = Foa + Pb = À (A.17) 


ces équations permettent de réécrire (A.13) sous la forme 
s à T ; 
(Sy = (i8i+r) 6S4) -ia (Sz) (A18.a) 
E (-i 5+3) (SY +i N, (Sz) (A.18.b) 


; iQ, 1 
(Sa) = RS) KS- È 6S2) +3) (418) 
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Introduisons enfin d’autres variables 


u = 3 (Gun + On) (A.19.2) 
Eyi 

v= zj (Ô — Ôba) (A.19.b) 

= 3 (Ou sea (A.19.c) 


qui sont très souvent utilisées dans ce type de problèmes (u, v, w sont 
les trois composantes du «vecteur de Bloch»). Réexprimées en 
fonction de u, v, w, les équations (A.13) deviennent 


ù = HET (A.20.a) 
ù = = Bu Qw- Tv (A.20.b) 


w représente la moitié de la différence entre les populations des deux 
niveaux b et a. Pour interpréter u et v, calculons la valeur moyenne de 
d 


(d) z Tr(o d) br dala + ba) 


= feu 


dE a eve + € 
2 d, (u cos w jt — v sin w zt) (A.21) 


La comparaison de (A.21) et (A.2) montre que u et v sont respective- 
ment proportionnels aux composantes de (d) en phase et en quadrature 
avance avec le champ incident (puisque — sin wzt = cos(w zt + æ/2)). 


4. Représentation géométrique en termes de spin À fictif 


Tout système à deux niveaux est formellement équivalent à un spin 
ł fictif. Associons ainsi aux états |a) et |b les états | — >) et 
| +) d’un tel spin 


la) -=| =>) 1b»<1+) (A.22) 
et introduisons les opérateurs de spin (sans dimensions) Sy, Fy, 
S,, représentés dans la base { | + ),| — > } par les matrices 


1 0 1 1 0-i 1 1 0 
aez J eal ala AP 


` 


qui ne sont autres, à un facteur } près, que les matrices de Pauli. 
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Chaque opérateur du système à deux niveaux est représenté dans la 
base {]|b),la) } par une matrice 2x2 qui peut toujours être 
développée sur les trois matrices (A.23) et la matrice unité (1). Ainsi 


h 
(H) = hoo! a -TOA +hof(7) (A24) 


0 1 
1 0 


Les hamiltoniens H, et — d.6, cos w;t peuvent donc être considérés 
comme des hamiltoniens décrivant l'interaction du spin fictif avec des 
champs magnétiques Bo et 2B, cos w/,f, respectivement parallèles à 
Oz et Ox, et d’amplitudes telles que les fréquences de précession de 
Larmor du spin autour de ces deux champs soient wọ et 2 N, cos wt 
(figure 1.a). 


(— d.6çcosw zt) = AN cosw rt ( ) = 2AN ,coswt(S,) (A.24.b) 


2 B; cos w, t 
x 29,cosw;,t 


(a) (b) 


Figure 1. Champs magnétiques agissant sur le spin fictif 
a - Dans le référentiel du laboratoire Oxyz 
b- Dans le référentiel OXYZ tournant autour de 0z à la fréquence 
w; (la composante du champ tournani en sens inverse étant négligée). 


Le champ 2B, cos w,t parallèle à Ox peut être décomposé en deux 
champs, de même amplitude B;, tournant dans le plan x0y à la 
fréquence w; dans le sens direct et dans le sens inverse. Si 
wr, = wg, la composante tournant dans le sens direct accompagne le 
spin dans sa précession de Larmor autour de B, et peut donc agir 
efficacement sur lui, alors que l’autre composante tourne beaucoup 
trop vite par rapport au spin (à la fréquence — 2w ;) pour avoir un effet 
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appréciable. L’approximation du champ tournant consiste précisément 
à ne conserver que la composante tournant dans le même sens que le 
spin, d’où le nom donné à cette approximation. 

Plaçons-nous alors dans le référentiel OXYZ tournant autour de 
0z à la fréquence wz. Dans ce référentiel, la composante tournante que 
nous conservons du champ 2B, cos w,f devient un champ fixe 
B, parallèle à OX et le champ le long de OZ est réduit de Bọ à 
bo puisque la précession de Larmor du spin autour de OZ est réduite de 
wg à wg — wp (figure 1.b). Dans le référentiel tournant, le spin « voit » 
donc la résultante B, de bọ et B,, appelée champ efficace, autour de 
laquelle il précesse à la fréquence 


n=,/a?+56? (A.25) 


A résonance (ô; = w; — wọ = 0), bo est nul et le spin précesse autour 
de B, à la fréquence de Rabi 2,. Nous retrouvons bien l’oscillation de 
Rabi du système entre les deux niveaux a et b. 

Montrons d’ailleurs que les variables u, v, w introduites en (A.19) 
sont en fait les valeurs moyennes des composantes du spin dans le 
référentiel tournant. Notons pour cela que la correspondance (A.22) et 
les formules (A.23) entraînent les relations habituelles 
Sı = P,+iS, Ainsi, la définition (A.19.a) de u et les relations 
(A.16) permettent d’écrire u sous la forme 


u = ATAOI, tiS pe,- iS) e) 
= (F } cos œpt + (Fp) sin wyt (A.26) 
(S) ex 


où ey est le vecteur unitaire de laxe OX du référentiel tournant. Des 
relations semblables peuvent être établies pour v et w, de sorte que 


u= (x) = (Fn w= (2) (A.27) 


Le fait que v soit en quadrature avance par rapport à u est alors évident 
géométriquement. Avec ces nouvelles notations, les équations (A.20) 
deviennent 


Lx) = En (Pr) -S (Fr) (A.28.a) 
Z (Ir) = -81 (Fx) -M (F2) -7 (Pr) (A28.b) 
LP) = (FN -T (FD -S (A.28.c) 


et ressemblent tout à fait aux équations de Bloch de la résonance 
magnétique (avec des temps de relaxation T) et T, qui valent ici, pour 
l'émission spontanée, 1/1° et 2/7). 
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B - DISCUSSION PHYSIQUE - 
DIFFÉRENCES AVEC D’AUTRES 
ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION 


1. Différences avec des équations de relaxation. Couplages entre popula- 
tions et cohérences 


Contrairement aux équations de relaxation étudiées dans le chapi- 
tre IV, les équations de Bloch (A.13) ne se séparent pas en deux 
groupes distincts où n'apparaissent que les populations &,, et 
p des deux niveaux, ou que les « cohérences » „p et &,, (éléments 
non diagonaux de la matrice densité). Il n’est donc pas possible de les 
interpréter directement en termes de taux de transition entre les 
niveaux a et b. 

Le fait que les termes en (2, des équations (A.13) couplent entre elles 
populations et cohérences est lié au caractère cohérent du champ 
extérieur. La différence de phase entre l’oscillation du moment 
dipolaire électrique moyen (d) et Ponde incidente &, cos w,f est en 
effet cruciale pour déterminer si l’atome va absorber de l'énergie 
(Sp — aa augmente) ou en perdre (Ôp — &,, diminue). La vitesse de 
variation de p, - & 4 dépend donc nécessairement de (d), c'est-à- 
dire, d’après (A.21), de 6,, et & 4 (plus précisément de la composante 
en quadrature v = (6, — Ôba) /2i qui intervient dans le travail effectué 
par le champ sur le dipôle). 


Remarque 


Il existe des situations où les équations de Bloch peuvent être transformées 
en équations de relaxation pour les seules populations. Si les cohérences 
évoluent beaucoup plus vite que les populations (par suite d’un processus 
de relaxation supplémentaire qui les amortit beaucoup plus efficacement 
que les différences de population), elles peuvent «suivre adiabatique- 
ment » l’évolution des populations, c’est-à-dire atteindre à chaque instant 
le régime stationnaire correspondant à la valeur des populations supposées 
« figées » à cet instant. Il est alors possible de réexprimer à chaque instant 
les cohérences en fonction des populations au même instant et d’obtenir 
ainsi des équations d'évolution pour les seules populations. Un exemple de 
problème physique où les cohérences peuvent être éliminées adiabatique- 
ment est analysé dans l'exercice 18 qui étudie le cas d’un atome à deux 
niveaux subissant des collisions qui introduisent un élargissement collision- 
nel bien supérieur à F. 


2. Différences avec des équations d’évolution hamiltoniennes 


Nous avons vu dans le chapitre IJI que l'instabilité de l’état excité 
b, due à l'émission spontanée, pouvait souvent être décrite par 
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l’adjonction d’une partie imaginaire, — ihl /2, à l’énergie E, = how, de 
cet état (nous prenons E, = 0). On peut donc se demander s’il ne serait 
pas possible d’écrire les équations (A.4) sous forme hamiltonienne, en 
remplaçant dans l’équation (A.3) l’hamiltonien atomique H, par 
« l’hamiltonien non hermitique » 


dsa) (B.1) 


et en remplaçant de plus le commutateur Ho -o H, par 
H'ag — e H'i, de manière à préserver l’hermiticité de da /dt, et donc 
de ø. Il se trouve effectivement qu’une telle procédure redonne bien les 
«bonnes » équations d'évolution (A.4.a), (A.4.c) et (A.4.d) pour 
Obb» Tabs Oba: Par contre, l'équation d'évolution obtenue de cette 
manière pour d,, ne contient pas le terme de transfert de b vers 
a, Toy, figurant au second membre de l'équation correcte (A.4.b). 

Il n’est donc pas possible de trouver un hamiltonien atomique, même 
généralisé de manière à inclure des énergies complexes, qui permette 
d'écrire les équations de Bloch optiques comme une équation de 
Schrôdinger. Ceci montre en particulier qu’il est indispensable de 
décrire le système atomique par un opérateur densité, et que toute 
description de l’effet de l’émission spontanée en termes de vitesse de 
variation d’un vecteur d’état atomique est impossible. Ceci est bien sûr 
lié au fait que les équations de Bloch optiques décrivent l’évolution d’un 
sous-système (l’atome) qui fait partie d’un ensemble plus vaste 
(l'atome + le rayonnement quantique). 


3. Différences avec des équations de Heisenberg-Langevin 


Écrites sous la forme (A.18), les équations de Bloch optiques 
apparaissent comme des équations d’évolution de valeurs moyennes 
d'opérateurs atomiques $,,S_, $, On peut se demander s’il serait 
correct d’écrire les mêmes équations pour les opérateurs eux-mêmes au 
lieu des valeurs moyennes. 

Un contre-exemple simple permet de montrer qu’une telle démarche 
serait incorrecte. Réécrites dans le cas particulier R, = 0, et sans valeur 
moyenne, les équations (A.18.a) et (A.18.b) entraîneraient en effet que 
S, et S_ décroissent tous deux exponentiellement vers zéro, ce qui est 
incompatible avec l'identité  opératoriellk S,S_ +S_S, = 
|b) <b| + |a} (a| = 1, qui découle de (A.15) et qui doit être vérifiée 
quel que soit t. 

En fait, les équations de Heisenberg pour $,, S_, S, peuvent être 
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mises sous une forme voisine de (A.18), mais où apparaissent en plus au 
second membre des « forces de Langevin » F,, F_, F,, qui représentent 
en quelque sorte la partie fluctuante de la « force » exercée sur l’atome 
par le rayonnement quantique, l'effet cumulatif de cette force étant 
représenté par les termes de « friction » en I (voir complément A y). 
De manière plus précise, si les équations de Bloch (A.18) pour les 


valeurs moyennes (S,) (avec g =+,-—,2z) s'écrivent sous forme 
condensée 
So = D Buls) + Ag» (B.2) 
g=+,-,z 


les équations de Heisenberg-Langevin pour les opérateurs S, 


Sa= D Ba So + Aa t Fa (B.3) 
=+,- 

en diffèrent par le terme F,, qui est un opérateur agissant à la fois sur 
les degrés de liberté de l’atome et du rayonnement. La valeur moyenne 
de F, est nulle, de sorte que les équations de Heisenberg-Langevin 
(B.3) redonnent bien en valeur moyenne les équations de Bloch (B.2). 
La présence de F, est cependant indispensable dans l'équation opérato- 
rielle (B.3) pour assurer que les diverses relations de commutation 
entre S,, S_, S, soient préservées au cours du temps. Notons enfin que 
F, fluctue très vite, dans la mesure où les moyennes à deux temps 
(FA, (t + T)) décroissent très vite avec r, sur une échelle de temps 
T, (temps de corrélation des fluctuations du vide) beaucoup plus courte 
que le temps de relaxation 1°! associé à l'émission spontanée ou la 
période de Rabi 9; 
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C - PREMIÈRE APPLICATION - ÉVOLUTION DES 
VALEURS MOYENNES ATOMIQUES 


L'étude des solutions des équations de Bloch optiques permet tout 
d’abord d’analyser l’évolution temporelle des quantités u, v, w qui sont 
des valeurs moyennes d’observables atomiques « internes », comme le 
dipôle moyen ou la différence de population entre les états b et 
a. C’est ce que nous faisons dans le paragraphe 1 de cette partie. Il est 
possible également d’exprimer en fonction de u et v la force moyenne 
exercée par le rayonnement incident sur le dipôle atomique oscillant. 
Les équations de Bloch optiques permettent donc aussi d'analyser les 
« forces radiatives » moyennes exercées par un faisceau lumineux sur un 
atome. Ces forces, qui agissent sur les degrés de liberté « externes » ou 
de translation de l’atome, sont étudiées dans le paragraphe 2. 


1. Degrés de liberté internes 


a) ALLURE DU RÉGIME TRANSITOIRE 


Les équations de Bloch optiques (A.20) ou (B.2) sont des équations 
différentielles linéaires à coefficients constants. Les solutions de ces 
équations sont donc des superpositions d’exponentielles exp( — r,t). 
Nous ne donnerons pas ici expression générale des racines caractéristi- 
ques — r, associées à la matrice de Bloch (Z,,.). Nous nous contente- 
rons plutôt d'étudier quelques cas limites. 

A la limite 9, — 0 et pour wr = wọ (ô; = 0), il apparaît sur (A.18) 
que deux racines r, sont égales à 1°/2, la troisième à T. Aux intensités 
très faibles, et à résonance, le régime transitoire est donc purement 
amorti (sans oscillations). 

Par contre, pour Q, > T et 6, toujours nul, le régime transitoire doit 
refléter l’oscillation de Rabi à la fréquence {2,. On peut le voir très 
simplement sur la représentation du problème en termes de spin fictif 
} (voir figure 1.b). Dans le référentiel tournant OXYZ, le champ 
bo est nul et le spin précesse à la fréquence Q, autour de B, qui est 
aligné sur OX. La composante du spin dans le plan YOZ tourne donc très 
vite à la fréquence Q, en passant successivement sur les axes 
OY et OZ où les taux d’amortissement sont respectivement égaux à 
T/2 et T. On s’attend donc à ce que le taux d'amortissement moyen (au 
cours d’une période 27 /42;) soit la demi-somme de T /2 et F, c’est-à- 
dire 31° /4. Deux des exponentielles du régime transitoire doivent donc 
être exp( + i Qt) exp( — 31 1/4). La troisième correspond au mouve- 
ment du spin le long de OX, qui est purement amorti avec un taux 
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T/2. Un calcul de 7,, r, r; confirme effectivement que 


si Q,>Tetôr =0 
nsin + messe n= 


à (C.1) 


Considérons enfin le cas |6,| > |Q], I. Le champ efficace 
B, de la figure 1.b est alors pratiquement aligné sur 0Z. Le mouvement 
du spin dans le plan XOY est dans ce cas une précession à la fréquence 
ô, amortie avec un taux [/2, alors que le mouvement sur OZ est 
purement amorti avec un taux I. On trouve effectivement que 


si |ê | > R, T 


n=ið + n=-iðr+5 n=rT (C.2) 


b) ÉTUDE DU RÉGIME STATIONNAIRE 


La solution stationnaire des équations de Bloch (A.20) vaut 


Ug = 2, pp ao ( ? -a) 
5? For 
r 
N 2 
va = -7 F0 (C.3.b) 
ô? tyta 
1 nf 1 
LE AO 
4 2 


Nous avons donné la valeur de w, + à plutôt que celle de wy, car elle 
représente la population stationnaire de l’état supérieur b (voir (A.17) 
et (A.19.c)). 

Il apparaît sur les équations (C.3) que la composante en quadrature 
du dipole (v,) et la population de l’état supérieur varient avec le 
désaccord ô; = w; — wg comme une courbe d’absorption, centrée en 
8, = 0 et de demi-largeur [I ?/4 + (Q2/2)}°, alors que la composante 
en phase (w,) varie comme une courbe de dispersion. Quand, 
ô; étant fixé, N; augmente, u,, et v, commencent par croître 
linéairement en {,, puis passent par un maximum et tendent vers zéro 
pour N, très grand. Aux très fortes intensités, le dipôle moyen est donc 
nul. Quant à la population oÿ,, elle commence par croître quadratique- 
ment en N,, puis tend vers une valeur limite égale à À quand 
N tend vers linfini. Une excitation intense égalise donc les populations 


V.C.1 Première application 353 


des deux niveaux. On dit que la transition est alors « saturée ». Il est 
d’ailleurs courant d’exprimer la solution (C.3) en fonction du « paramè- 
tre de saturation » 


s= (C.4) 


qui représente le degré de saturation de la transition. Il vient alors 


PR. pulse op 
R I+s * 2A0,1+s A 


s 
uy — (C5 

Notons enfin que la présence de 2? au dénominateur des équations 
(C.3) entraîne que ces expressions ne sont pas perturbatives vis-à-vis du 
champ incident puisque le développement en série des fractions fait 
apparaître des puissances arbitrairement élevées de 4. 


c) BILAN D'ÉNERGIE. NOMBRE MOYEN DE PHOTONS INCIDENTS ABSOR- 
BÉS PAR UNITÉ DE TEMPS 


Entre t et t + dt, l’électron atomique se déplace de dr et le champ 
incident & cos w ,t effectue sur lui un travail 


dW = q 69 cos wt.dr (C.6) 

La puissance moyenne absorbée par l’atome vaut donc, compte tenu du 
fait que gr) = (d) : 

a 

dt 

Reportons alors dans (C.7) expression (A.21) donnant (d) en 


fonction de u et v, et moyennons (C.7) sur une période optique. Il 
vient : 


) = & cos wt. (å) (C.7) 


(T) = —2 dp- %0, [cos w zt v + Sin wpf COS wrt u] 


t 
AN, wr V (C.8) 


il 


où nous avons utilisé la définition (A.5) de Q. Il apparaît ainsi 
clairement que la puissance moyenne absorbée n’est reliée qu’à la 
composante en quadrature v du dipôle moyen de l'atome. Il suffit enfin 
de diviser (C.8) par l'énergie A w, de chaque photon incident pour 
obtenir le nombre moyen de photons absorbés par unité de temps par 
l'atome. 

(2 


T) = N,v (C.9) 
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L'équation (C.9) permet alors d'interpréter très simplement la 
troisième équation de Bloch (A.20.c). En remplaçant w par 
(Tbb — Faa) /2 = Cpp — (1/2) dans cette équation, on obtient en effet : 


; aN 
= (T) Tow (C.10) 


Toute disparition d’un photon incident correspond à un passage de 
l'atome de a à b. C’est ce qu’exprime le premier terme de (C.10). Toute 
émission spontanée d’un photon correspond à un départ de l’atome de 
l'état b. C’est ce qu’exprime le second terme de (C.10). En régime 
stationnaire, ó, est nul. Le nombre de photons absorbés par unité de 
temps est alors égal au nombre de photons émis spontanément par unité 
de temps 


T) =T oğ, (C.11) 
st 


2. Degrés de liberté externes. Forces radiatives moyennes 


Jusqu'ici, nous avons considéré un atome infiniment lourd, immobile 
à l’origine des coordonnées. Si l’on veut tenir compte de ses degrés de 
liberté de translation, il faut remplacer l’hamiltonien (A.1) par 


H= a + H, + HR dJE(R;) + E, (R)] (C.12) 


où P et R sont l'impulsion et la position du centre de masse de l’atome, 
M la masse totale. Le premier terme de (C.12) représente l’énergie 
cinétique de translation de l’atome. Le champ extérieur et le champ de 
rayonnement sont maintenant évalués au centre de masse R de l’atome. 


a) ÉQUATION DU MOUVEMENT DU CENTRE DU PAQUET D'ONDES 
ATOMIQUE 


Les équations de Heisenberg pour R et P s'écrivent : 


_ə3H_ P 
TP M 


P-MR-- 2a = 5 dE (RO + E, ;(R)] (C.13.b) 


j=xyz 


(C.13.a) 


L’équation (C.13.b) prise en valeur moyenne dans la fonction d’onde 
atomique donne (équation d’'Ehrenfest) : 


MR) = Y (diVRLE,(R:t) + E, ;j(R)]) (C.14) 


j 
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Soit rg = (R) le centre du paquet d’ondes atomique. Le membre de 
gauche de (C.14) n’est autre que Mfs. Pour évaluer le membre de 
droite, nous allons introduire deux approximations. 


(i) Limite des petits paquets d'ondes atomiques 

Compte tenu de la valeur élevée de M, la longueur d'onde de 
de Broglie de l’atome, À pg = h/Mv, est en général beaucoup plus 
petite que la longueur d’onde lumineuse À, qui caractérise l’échelle des 
variations spatiales du rayonnement incident. Il est donc possible de 
construire des paquets d’onde atomiques dont les dimensions sont très 
petites devant la longueur d’onde lumineuse. Pour de tels paquets 
d'ondes, il est tout à fait légitime de remplacer au second membre de 
(C.14) l’opérateur R par sa valeur moyenne (Rò =rç. On peut 
montrer que le dernier terme de (C.14), qui représente la contribution 
du gradient du champ de rayonnement quantique en rg, est nul (*). 
L’équation (C.14) s’écrit alors : 


Mic= Ÿ (dj) VE(roit) (C.15) 


J=xys 


Le second membre peut être interprété comme la force qui régit le 
mouvement du centre du paquet d’ondes atomique. Cette force 
s'exprime en fonction du rayonnement incident évalué en ce même 
point rç- 

(ii) Existence de deux échelles de temps distinctes pour l’évolu- 
tion des degrés de liberté internes et externes 

Comme nous l’avons vu plus haut, les degrés de liberté internes de 
l’atome évoluent appréciablement sur des échelles de temps de l’ordre 
de Ty = 1! (ou Qr! si Q,> T). Nous ne considérons ici que des 
atomes de vitesse v très lente, dont le déplacement v Tim = 0 I -l est 
supposé très petit devant l’échelle de variation de Ponde lumineuse (de 
l’ordre de À). Par ailleurs, nous verrons plus loin que, sous l'effet des 
forces radiatives, la vitesse elle-même évolue sur des échelles de temps 
de l’ordre de Ty = h/Exe Où Eec = #?k?/2M est l'énergie de recul de 
l'atome lors de l'absorption d’un photon ke. Pour la plupart des 
transitions permises, A l > Eeo ce qui entraîne que Tim < Tex (par 
exemple, pour les raies jaunes du sodium, A I = 400 Eec). 

La grande différence entre Tim et Te« entraîne que, si ro est 
initialement immmobile en r = 0, le dipôle moyen <d} a le temps 
d’atteindre le régime stationnaire calculé dans le paragraphe C-1-b 
avant que rç n'ait eu le temps de se déplacer appréciablement sous 
l'effet de la force radiative moyenne écrite au second membre de 
(C.15). Dans la suite de cette partie, nous nous intéresserons à la force 


(*) Voir la remarque à la fin du paragraphe 2 du complément A y. 
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radiative moyenne s’exerçant sur un atome initialement immobile en 
0. Nous pourrons donc, pour calculer une telle force, remplacer dans 
(C.15) (d; par sa valeur stationnaire calculée plus haut. 


Remarques 

(i) On peut bien sûr s'intéresser aussi à la force radiative moyenne agissant 
sur un atome de vitesse v. Là encore, la condition Tim € Tew permet de 
négliger la variation de v pendant le temps nécessaire pour que 
{d;) atteigne un régime forcé. Les équations de Bloch utilisées pour le 
calcul de <d;} doivent alors tenir compte du fait que le rayonnement 
incident « vu » par un atome en mouvement n’est pas le même que pour un 
atome immobile. L'intérêt des forces radiatives dépendant de la vitesse de 
l'atome est qu’elles permettent dans certains cas d’amortir la vitesse de 
l'atome et constituent donc un moyen efficace de refroidissement. 

(ii) Dans toute cette partie, nous nous intéressons uniquement à la force 
radiative moyenne s’exerçant sur l'atome. Les fluctuations de cette force 
autour de sa valeur moyenne sont responsables d’une diffusion de 
l'impulsion atomique et d’un échauffement des degrés de liberté de 
translation. Ces phénomènes physiques peuvent être analysés à partir 
d'équations de Bloch-Langevin analogues à celles introduites dans le 
complément A y (”?. 


b) LES DEUX TYPES DE FORCES POUR UN ATOME INITIALEMENT IMMO- 
BILE 


Au voisinage de l’origine 0 où se trouve l’atome, le champ incident 
s'écrit 
E.(r,n) = e £ olr) cos[w rt + b(r)] (C.16) 


Jl a une amplitude &#{r) et une phase b(r) qui varient dans l’espace. 
Par contre, nous supposons que le vecteur polarisation e ne dépend pas 
de r. L'origine des temps peut toujours être choisie de façon que la 
phase (r) soit nulle en r = 0. 


$0) = 0 (C.17) 


Nous retrouvons ainsi le champ (A.2) introduit plus haut. 
Compte tenu de (C.16) et (C.17), le gradient de champ apparaissant 
dans (C.15) s’écrit : 


V Ej = ej [cos wrt V £o- sin wrt EV D] (C.18) 
où VE,,, V Eo V D, Ê sont évalués en r = 0. Par ailleurs, nous avons 
j 0 


vu dans le paragraphe précédent qu’il est possible de prendre, pour le 


(*) Voir par exemple J. P. Gordon and A. Ashkin, Phys. Rev. A21, 1606 (1980). 
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dipôle moyen (dð, l'expression (A.21) obtenue plus haut où u et 
v sont remplacés par leur valeurs stationnaires. 


<d; = 2(da); [u, cos wrt — Vy sin wzt] (C.19) 


Reportons alors (C.18) et (C.19) dans (C.15) et prenons la moyenne sur 
une période optique. Nous obtenons pour la force radiative moyenne 
F s’exerçant sur l'atome l'expression 


F = J (l) V Eg = (eda) [tu V Eo + vu EV p]  (C.20) 
J 


qui fait apparaître deux types de force : une force proportionnelle au 
gradient d’amplitude et à la composante en phase du dipôle, force que 
nous appellerons « réactive » 


F react = (e.d,;) Us V ĝo (C.21) 


et une force proportionnelle au gradient de phase et à la composante en 
quadrature du dipôle, force que nous appellerons « dissipative » 


F iisip = (€-dap) Va Eo V D (C.22) 


Il sera commode pour la suite de réexprimer ces deux forces en 
fonction de la fréquence de Rabi N, qui s'écrit, d’après (A.5) et 
(C.16) : 


N, = — d,4.e o/h (C.23) 
On obtient alors : 
Frac FT ANQ, Ug Q (C.24.a) 
avec 
va, 
es (C.24.b) 
i 
et 
F âissip =— AN Va B (C.25.a) 
avec 
B=Vé (C.25.b) 


c) FORCE DISSIPATIVE - PRESSION DE RADIATION 


L'exemple le plus simple d'onde lumineuse possédant un gradient de 
phase est londe plane de vecteur d’onde kz 


E,(r,r) = e & 9 cos(w;t — k;.r) (C.26) 
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qui a une amplitude constante et une phase D(r) = — k,.r de sorte que 
B=Vh=-k, (C.27) 


Pour une telle onde, la force réactive est nulle (puisque V &, = 0) et la 
force dissipative s'écrit, compte tenu de (C.25) et (C.27) : 


F âissip = N, Us h kz (C.28) 
L'égalité (C.9) permet alors de transformer (C.28) en 


aN 
F iisip = ( 4 ). h kz (C.29) 


où (dN /dt),, est le nombre moyen de photons incidents disparaissant 
par unité de temps en régime stationnaire. L'interprétation physique de 
équation (C.29) est très claire. Chaque photon incident transporte une 
impulsion # k; qui est gagnée par l’atome lors de l’absorption d’un tel 
photon. Si l’atome retourne à l’état fondamental par émission stimulée 
d’un photon, il perd cette impulsion au profit du faisceau incident qui 
récupère ainsi l'impulsion correspondante. Par contre, si l’atome 
retourne à l’état fondamental par émission spontanée, la perte d’impul- 
sion est nulle en moyenne, car l'émission spontanée peut avoir lieu avec 
des probabilités égales dans deux directions opposées. De plus, un cycle 
de fluorescence, c’est-à-dire un cycle absorption-émission spontanée, 
fait disparaître définitivement un photon du faisceau incident. On 
comprend ainsi pourquoi l’impulsion moyenne gagnée par unité de 
temps par l'atome, c’est-à-dire encore la force moyenne qu'il subit, est 
ñ k; fois le nombre moyen de photons incidents qui disparaissent par 
unité de temps. La force (C.29) est souvent appelée pour cette raison 
« force de pression de radiation » ou « force de diffusion résonnante ». 

L’équation (C.11) permet également d'écrire (C.29) sous la forme 


F disip = T oip Å kg (C.30) 


et montre que la force dissipative est aussi égale à å k; fois le nombre de 
photons émis spontanément par unité de temps. Le remplacement de 
œÿ par sa valeur (C.3.c) donne 


r ni/2 
F iisip =} k; 72 j r? GE (C.31) 
(wr — wo) tyty 


La force dissipative varie avec le désaccord ô; = œw; — wg comme une 
lorentzienne centrée en w; = wp, de largeur totale à mi-hauteur 
[T? +22}. A faible intensité, la force est proportionnelle à (22, donc 
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à l'intensité. A haute intensité, elle tend vers une limite 


Fac kk a (C.32) 
indépendante de l'intensité. 
Remarques 
(i) Donnons un ordre de grandeur de F, ou plutôt de l'accélération 
F sai 
y= M (C.33) 


qu'une telle force est susceptible de communiquer. Pour l'atome de 
sodium excité sur les raies jaunes, on trouve |y| = 10°%m/s?, soit environ 
10° fois l'accélération de la pesanteur. 


(ii) Les résultats précédents permettent d'évaluer un ordre de grandeur du 
temps T,„ caractérisant les variations temporelles des degrés de liberté 
externes. Considérons un atome initialement immobile, éclairé par une 
onde lumineuse plane résonnante. Sous l'effet de la pression de radiation 
correspondante, sa vitesse va croître à partir de 0 en yt, où y est donné par 
le module de (C.33). Le temps T,„ est le temps au bout duquel la vitesse a 
atteint une valeur v, telle que l’atome «sort de résonance » par effet 
Doppler vis-à-vis de Ponde incidente et ne subit donc plus l'effet de cette 
onde. Le temps T,„ et la vitesse v,, sont donnés par les équations 


Yi Toxt = M r Tex =W (C.34.a) 
km =T (C.34.b) 

L’élimination de v„ entre ces deux équations donne 
sr (C.35) 


C a EPE CE 
h ki Es 


ce qui justifie la valeur ñ/E,,, prise plus haut comme ordre de grandeur de 
T, 


ext’ 


d) FORCE RÉACTIVE - FORCE DIPOLAIRE 


Une onde plane n’a pas de gradient d'amplitude, Pour avoir 
Vp et par suite F eat, non nuls, il faut donc nécessairement 
superposer plusieurs ondes planes de vecteurs d’onde différents. 

Considérons pour fixer les idées le cas simple d’une onde stationnaire 
résultant de la superposition de deux ondes planes de vecteurs d'onde 
opposés +k; et —k,. Si k, est parallèle à Oz et e parallèle à 
0x, Ponde incidente (C.16) s'écrit 


E,(r,t) = e, g cos kyz cos w pt (C.36) 
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et a une amplitude variant sinusoïdalement dans l’espace avec une 
période À = 27 /k,;. Par contre, la phase de Ponde est constante. 

La force réactive, qui dépend d'après (C.21) de la composante 
u du dipôle en phase avec la champ incident, ne fait pas intervenir 
d'échange d’énergie entre l’atome et le champ incident. Ces échanges 
ne dépendent en effet, d’après (C.8), que de la composante en 
quadrature v. L'absence d’échange global d'énergie entre l’atome et le 
champ n'implique pas cependant l’absence de redistribution d'énergie 
entre les différentes ondes planes constituant l’onde incidente. Par 
exemple, un atome dans une onde stationnaire peut très bien absorber 
un photon dans Ponde +k,, puis émettre de manière stimulée un 
photon dans l’autre onde — kz. A l'issue de ce cycle, absorption dans 
une onde puis émission stimulée dans une autre onde, l'énergie globale 
du champ n’a pas changé. Mais un photon est passé de Ponde 
+k; à l'onde —k;, ce qui fait varier l'impulsion du champ de 
—2#hk,, et donc celle de l’atome de +2#%k;. 

Pour préciser le raisonnement précédent, représentons dans le plan 
complexe (voir Fig. 2) les champs E, et E, de deux ondes planes 
k; et — k; en un point où nous supposons par exemple que ces champs 
sont en quadrature (pour plus de généralité, nous prenons Æ; et 
E, d’amplitudes différentes). Considérons la réponse réactive u du 
dipôle au champ total E. Cette réponse u est en phase (ou en opposition 
de phase suivant le signe du désaccord w; — wọ) avec E. 


Figure 2. Représentation dans le plan complexe d’un champ E résultant de 
la superposition de deux champs E, et E, en quadrature. u, ui, u, sont les 
dipôles en phase respectivement avec E, E;, E 


Soient u; et u, les projections de u sur E, et E,. La composante 
u, en phase avec E] n’absorbe pas d'énergie sur £. Il en est de même 
pour u, et E,. Par contre, u, est en quadrature avance sur E}, alors que 
u; est en quadrature retard sur E,. Si Ponde E, perd de l'énergie en 
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interagissant avec u,, Fonde E, en gagne en interagissant avec 
u, De plus, comme ]E,|]uz| = | E2] |ui], l'énergie perdue par une 
onde est gagnée par lautre. Le schéma précédent permet ainsi de 
comprendre, d’une part l'existence d’une redistribution d'énergie entre 
les deux ondes, d’autre part le caractère cohérent de cette redistribution 
puisque son sens (1 — 2 ou 2 — 1) dépend des phases relatives des deux 
ondes au point où se trouve atome. Notons enfin que, suivant que 
u est en phase ou en opposition de phase avec E, le sens de la 
distribution est différent. Le même schéma permet donc de prévoir 
également que le sens de la redistribution, et donc le signe de la force 
réactive, dépendent du signe du désaccord w; — wo. 

Pour obtenir l’expression générale de la force réactive, reportons 
l’expression (C.3.a) de u,, dans (C.24.a). Il vient : 


Alw — wo) W2) 


F reaa = — (C.37) 


2 Q? 
E E Ea 
(wr wg) + 4 + 5 


On retrouve bien que F4, qui varie avec le désaccord wz — wg 
comme une courbe de dispersion, change de signe avec w; — wg. Pour 
w; < wg (désaccord vers le rouge), la force attire l’atome vers les 
régions d'intensité élevée. Pour wy > wọ (désaccord vers le bleu), elle 
le repousse hors de ces régions. 

Pour chaque valeur de l'intensité, donc de 427, la valeur du désaccord 
6, = w; — wg qui maximise [F..,4| est différente. On trouve que 
cette valeur de |8;| est de l’ordre de |2,|, de sorte que la valeur 
maximale de |F eat| est de l’ordre de 


|v 2?]| 


| F racl ds n, 


~A IVR] (C.38) 


A la différence de la force dissipative, la force réactive croît indéfini- 
ment quand l'intensité de Ponde croît. Comme |V 9,| est au maximum 
de l’ordre de k, 924, où k; = 2r /À, on voit que la valeur maximale de 
|Freaxl est de l’ordre de $ k, ,, ce qui correspond à des échanges 
d’impulsion de h k; se produisant avec un taux 92,, comme il se doit 
pour une force faisant intervenir des cycles absorption-émission induite. 
Un tel résultat est à comparer avec la valeur maximale (C.32) de la 
force dissipative qui est de l’ordre de h# k; fois le taux d’émission 
spontanée T°. 
Notons enfin que la force réactive (C.37} dérive d’un potentiel 


F eaa = — VU (C.39) 
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2 

U = eo 2o) Log| 1 + = — 3 (C.40) 

(wr — wo)? + di 

4 

Pour un désaccord vers le rouge, les régions d’intensité maximale, 

comme la zone focale d’un faisceau laser, apparaissent donc comme des 

puits de potentiel pour latome. De tels puits peuvent être utilisés pour 
piéger des atomes neutres. 

La force réactive F ean est encore appelée force dipolaire. Nous 
verrons dans le chapitre VI qu’on peut en donner une autre interpréta- 
tion physique, en termes de niveaux d’énergie de l’atome habillé par les 
photons incidents. Cette image nous permettra également de compren- 
dre le mécanisme des fluctuations de cette force autour de sa valeur 
moyenne, fluctuations qui limitent considérablement la stabilité des 
pièges optiques que cette force permet de réaliser. 
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D - PROPRIÉTÉS DE LA LUMIÈRE 
ÉMISE PAR L’ATOME 


Dans cette dernière partie, nous montrons que les équations de Bloch 
optiques, qui sont des équations d'évolution atomiques, permettent 
aussi d’analyser les propriétés de la lumière de fluorescence émise par 
l'atome. Nous utilisons pour cela le fait que le champ rayonné par 
l'atome au niveau du photodétecteur observant la lumière émise est 
proportionnel au dipôle atomique. Les signaux de photodétection qui, 
d’après les résultats du complément A;;, sont proportionnels à des 
fonctions de corrélation du champ arrivant sur le détecteur, peuvent 
donc être réexprimés en termes de moyennes à un ou deux temps du 
dipôle émetteur ($1). Un exemple important de signal lumineux 
proportionnel à une moyenne à un temps est l'intensité totale émise. 
Nous montrons sur cet exemple simple comment il est possible de 
distinguer, dans la lumière émise, la contribution du dipôle moyen et 
celle des fluctuations du dipôle autour de sa valeur moyenne ($ 2). La 
plupart des autres signaux sont proportionnels à des moyennes à deux 
temps. Le théorème de régression quantique, établi dans le 
complément Ay, permet d'étudier l’évolution des moyennes à deux 
temps du dipôle atomique à partir des équations de Bloch optiques. 
Nous l’appliquons ici à l'étude de la répartition spectrale de la lumière 
émise ($ 3). 


1. Signaux de photodétection et moyennes à un ou deux temps du dipôle 
émetteur 


a) LIEN ENTRE LE CHAMP RAYONNÉ ET LE DIPÔLE ÉMETTEUR 


Considérons le champ rayonné à l’emplacement rp du détecteur et à 
Pinstant t par l’atome placé en 0. Ce champ est proportionnel au dipôle 
d de l’atome (*) à l'instant t — (r,/c): 


Ees nd(r-2) (D.1) 


où ņ est un coefficient de proportionnalité. Pour simplifier les 
notations, nous avons ignoré le caractère vectoriel de E et d. L’équation 
(D.1) est valable entre opérateurs dans le point de vue de Heisenberg. 
Nous nous intéressons aux mouvements des opérateurs dont les 
fréquences sont voisines de + w, (ou + wo). Notons E+? et EC? les 


(*) En toute rigueur, £ est proportionnel à d (voir « Photons et Atomes - Introduction 
à l’Electrodynamique Quantique », exercice 6 du complément E,,). Mais nous nous 
intéressons ici aux mouvements de d dont la fréquence est proche de w, de sorte que 
d=-— w? d. 
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composantes de fréquence positive et négative de l’opérateur E(rp,t). 
De même, d’après (A.9), (A.10) et (A.15), le dipôle d peut être 
décomposé en deux termes de fréquences opposées, S_ exp( — iw zt) et 
S, exp( +iw,t). A partir de (D.i) il est donc possible d'écrire : 


Fiw PL 
EErnt)=ne A i je (-2) (D.2) 


Remarque 

En toute rigueur, l’expression (D.1) ne représente pas le champ total au 
niveau du détecteur même si, comme nous le supposons ici, ce détecteur 
est situé hors du faisceau laser incident, de sorte que E,(rp,t) = 0. 
L'intégration des équations du mouvement des opérateurs a et a* du 
champ en présence des sources fait en effet apparaître deux contributions 
(voir par exemple les équations (23) à (26) du éomplément A y) : l’une qui 
dépend du dipôle émetteur et qui donne naissance au champ rayonné ou 
«champ des sources », l’autre qui est indépendante du dipôle et qui 
représente le « champ quantique du vide ». On peut cependant montrer 
que ce dernier ne contribue pas aux signaux de photodétection (voir 
remarques (ii) et (iii) à la fin du paragraphe b suivant). Nous l’ignorons 
donc ici. 


b) EXPRESSION DES SIGNAUX DE PHOTODÉTECTION 


Dans le complément A;r, nous avons introduit deux fonctions de 
corrélation du champ Æ arrivant sur le détecteur 


Citer) = CE rit + T)EC Xrpit)) (D:3) 
C(t,7) = (EC Xrpt)ECXrpt + T)EC pit + DEC rpit))  (D.4) 


à partir desquelles il est possible d’exprimer un certain nombre de 
signaux de photodétection. Ainsi, 


Ci14,0) = (EC Xrp:t) EC Xrpt)) = (1), (D.5) 


qui est une moyenne à un temps, donne l'intensité totale moyenne à 
l'instant ż, telle qu’elle est mesurée par un photodétecteur à bande 
large. La transformée de Fourier de C;(#,r) par rapport à 7 


+% 


I (w) = = | dre” ie (EC rit + 7) EC Xrp,t)) (D.6) 


donne la densité spectrale du rayonnement, telle qu’elle est mesurée par 
un photodétecteur à bande étroite. Enfin, C:(1,7) représente un signal 
de corrélation de photons, proportionnel à la densité de probabilité de 
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détecter un photoélectron à l'instant ft et un autre à l'instant 
L+T. 

Dans les deux paragraphes qui suivent, nous étudions successivement 
l'intensité totale (D.5) et la répartition spectrale (D.6) de la lumière 
émise, la discussion du signal de corrélation de photons (D.4) étant 
reportée au paragraphe E-3 du chapitre VI. L'utilisation de (D.2) dans 
(D.5) et (D.6) donne alors : 


CIA) = n°8: — (o/c) S- C — (rn/c))} (D? 
Ilw) = a ij dr gt x 
x (S, +T = (rp/c)) S-E- (o/c) (D-8) 
Remarques 


(i) Comme nous tenons compte ici des sources du champ E, ce dernier 
n’est pas libre et les deux opérateurs E+? de (D.4) ne commutent pas entre 
eux, de même que les deux E“). Rappelons alors que l'interprétation de 
(D.4) comme un signal de corrélation de photons n’est valable que si 
T est positif (voir remarque à la fin du complément À,,;). 


(ii) Revenons sur la contribution du champ du vide aux signaux de 
photodétection. L’équation (D.2) doit être remplacée par : 


Ernst) = EE Xrp:t) + 
+n e7 eL- D/o) S; (G Ez (rp/€)) (D.9) 


où E, est le champ quantique du vide. De nombreux termes dépendant de 
Ef“) apparaissent alors dans les expressions de C} et C, lors du report de 
(D.9) dans (D.3) et (D.4). Il est possible cependant de montrer que tous 
ces nouveaux termes sont nuls. Considérons par exemple la fonction 
C. Comme l’état du champ quantique est le vide, 


Il 


E$" Xrpt)|0) = 0 (D.10.a) 
(OIES" Xrpst) = 0 (D.10.b) 


Or les E{*? apparaissent dans l’ordre normal dans (D.3). L'utilisation de 
(D.10) montre alors que tous les termes nouveaux apparaissant dans 
C, sont nuls. 

(iii) La démonstration précédente ne s'applique pas à C,. Il reste en effet 
des termes de la forme 


(0ÏS, (6 — (rn/c)) S,( + 7 — (rn/c)) x 
x E$*Xrpst + 7)S_(t — (rp/c)) [0> (D.11) 
pour lesquels la présence de S_ à droite de Ef +? empêche de faire agir 


E{*? sur |0). Le fait que r soit positif dans C, (voir remarque (i)) permet 
cependant de montrer que E{*Xrp,t + r) commute avec S$_(t — (r,/c))} et 
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peut donc agir sur |0 pour donner un résultat nul. Nous nous 
contenterons ici d’un argument physique simple pour faire comprendre ce 
résultat”. Le champ quantique E{*"(r,, t + r) ne commute pas avec le 
champ quantique Ef$”{r't') si r'f' est sur le cône de lumière de 
rp, t+7. Un tel cône de lumière coupe l'axe des temps de l’atome 
émetteur situé en 0 au temps rt + T — (r,/c) qui est dans le futur du temps 
t — (rpc) apparaissant dans l'opérateur S_ de (D.11), puisque 7 est positif. 
Or, le dipôle S_(1-—-(rh/c)) ne dépend que du champ quantique 
Ef*) en son emplacement qui a agi sur lui dans le passé de £ -(r,/c). Il 
commute donc avec Ef*Xrp, t + 7) pour r > 0. 


2. Intensité totale de la lumière émise 
a) PROPORTIONNALITÉ À LA POPULATION DU NIVEAU ATOMIQUE 
EXCITÉ 


Comme les deux opérateurs S$, et S_ apparaissant dans l’expression 
(D.7) de (I(t) sont pris au même instant, on peut utiliser la relation 
S,S_ = |b} <b| qui donne 


CIC) = n° opt — (rD/c)) (D.12) 


Un tel résultat exprime physiquement que l’énergie lumineuse arrivant 


sur le détecteur à l'instant £ est proportionnelle à la population 
O de l’état atomique excité à l’instant t — (r,/c). Il est à la base des 
méthodes de détection optique qui consistent à suivre sur le signal 
donné par le photodétecteur à bande large l’évolution des populations 
atomiques opp Et Oaa = 1 — Cpp, aussi bien en régime transitoire que 
stationnaire. Dans ce dernier cas, l'étude des variations de o,, avec 
wz — wg permet de détecter le phénomène de résonance optique. 


b) DIFFUSION COHÉRENTE ET DIFFUSION INCOHÉRENTE 


Réécrivons les opérateurs S, de (D.7) sous la forme 


S(t — (rn/c)) = {S4 (t — (rn/c))) + 8 S4 (t — (rn/c)) (D.13) 
où €S,) est la valeur moyenne de S, et où 


8S. (t — (rn/c)) = S4 @ — (rn/c)) — (S,G — (rn/c))} (D.14) 


est l’écart de $, par rapport à sa valeur moyenne, satisfaisant à 


CS. ( — (rn/c))) = 0 (D.15) 


(*) Pour une démonstration plus détaillée, voir par exemple B.R. Mollow, J. Phys. A8, 
L130 (1975). 
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Une telle séparation permet de distinguer dans la lumière rayonnée 
par le dipôle «instantané » S$, deux composantes. Tout d’abord, le 
rayonnement du dipôle moyen (S,) qui est le rayonnement d’un 
dipôle classique oscillant avec une phase bien définie par rapport aù 
champ laser incident. La lumière rayonnée par ($,) peut donc 
interférer avec le champ incident. C’est pourquoi le rayonnement de 
(S, est souvent associé à un processus de diffusion cohérente. L'autre 
composante ôS, de S, rayonne un champ qui n’a pas de phase bien 
définie par rapport au champ incident puisque ce rayonnement provient 
de la partie fluctuante du dipôle atomique. La diffusion correspondante 
est appelée incohérente. 


c) CONTRIBUTIONS RESPECTIVES DE LA DIFFUSION COHÉRENTE ET 
INCOHÉRENTE À L'INTENSITÉ TOTALE ÉMISE EN RÉGIME STATION- 
NAIRE 


En régime stationnaire, (S, (t)) et <S, (t) S_(t)) ne dépendent pas 
de #. En reportant (D.13) dans (D.7) on obtient 


(D = n? S4) (S2) +n? 8S, 58) (D.16) 


Le premier terme de (D.16) représente la contribution à <I(t)) du 
dipôle moyen, le second celle des fluctuations du dipôle. Nous 
appellerons (leon) et (Zincon) ces deux contributions. 

Pour calculer (Zeon) et €Lixon) ; il suffit d'utiliser la solution station- 
naire des équations de Bloch optiques donnée dans le paragraphe C-1-b 
plus haut. On obtient ainsi, compte tenu de (A.15), (A.16), (A.19) et 
(C.S) : 


S 


1 ; 1 
pa Ve) = L&5,) = [us +i CEET (D.17) 
où s est le paramètre de saturation défini en (C.4) 
1 
pr (L incon? = (S, S) = KOS) |? 
= Tp zi | Hs +i val? 
1 s? 
= = ——; D.18 
2(1+5)° 


La figure 3 représente les variations de (Zn) et <lison) avec 
s (qui est proportionnel à l’intensité laser incidente 7,). Pour des faibles 
valeurs de 7,(s < 1), (14) est proportionnel à s, donc à Z,, alors que 
(linon) est proportionnel à s?, donc à /?. La diffusion est alors 
essentiellement cohérente et on peut lui associer une section efficace de 
diffusion, puisque l'intensité totale rayonnée est proportionnelle à 
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0,5 


CI incon? /n° 


(Leon? /n° 


0 5 s 


Figure 3. Variations de (Zon? et llinon? 
avec le paramètre de saturation s défini en (C.4). 


1,, donc au flux incident. A haute intensité (s > 1), (Zon? tend vers 
zéro. En effet, par suite de la saturation de la transition atomique, le 
dipôle moyen (S, } tend vers zéro. Par contre, (Zinon) est important et 
devient pratiquement indépendant de 7,. Un tel résultat exprime que 
l'atome passe alors la moitié de son temps dans l’état supérieur 
b. Il ne peut donc émettre plus de T'/2 photons par unité de temps, 
quelle que soit l’intensité incidente. Il apparaît ainsi finalement qu’à 
haute intensité la diffusion est essentiellement incohérente. 


3. Répartition spectrale de la lumière émise en régime stationnaire 


a) CONTRIBUTIONS RESPECTIVES DE LA DIFFUSION COHÉRENTE ET 
INCOHÉRENTE - SPECTRES ÉLASTIQUE ET INÉLASTIQUE 


En régime stationnaire, (S, ne dépend pas du temps. Le report de 
(D.13) dans (D.8) donne : 


I (w) = F onlo) + À incon( ©) (D.19) 
où 
n? (+> ilw,- w)r à 
OTE [PT ar etre çs, y] (D.20 
ii ie: i(@p — w)r 
P LE | dr e't% (85, (t + 1) 8S_()) (D.21) 
2T Jo 


L'intégration de (D.20) donne, compte tenu de (D.17) : 
I onl) = llon) lo — w) (D.22) 
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La lumière émise en régime stationnaire par le dipôle moyen est donc 
monochromatique, de fréquence wz. Un tel résultat est bien conforme 
à l’image physique d’un dipôle moyen oscillant en régime forcé à la 
fréquence w, sous l’effet de l'excitation laser, et rayonnant donc un 
champ de même fréquence. A la limite des faibles intensités, le 
processus de diffusion correspondant est bien décrit par le diagramme 
de diffusion élastique d’ordre le plus bas, représenté sur la figure 29a 
du chapitre II. Le spectre (D.22) est donc un spectre de diffusion 
élastique. 

La contribution (D.21) de la diffusion incohérente à #(w) n’est autre 
que la densité spectrale des fluctuations du dipôle. Nous montrons plus 
loin qu’une telle densité n’est pas monochromatique. C’est pourquoi 
J incon(w) est un spectre de diffusion inélastique. 


b) PRINCIPE DU CALCUL DU SPECTRE INÉLASTIQUE 


En régime stationnaire, la moyenne à deux temps qui figure dans 
(D.21) ne dépend pas de r et est égale à (85, (7) 8S_ (0)}. Le fait que 
S, = (S_)* et l’invariance par translation dans le temps entraînent que 


(8S,(Tr)8S_(0)) = (8S,(0)8S_(r)) * = (8S, (— 7)8S_(0)) *, 


(D.23) 
ce qui permet de réécrire (D.21) sous une forme 


2 + © f 
F incolo) = L 2 Re f dr e't- (8S, (7)8S_(0)) (D.24) 
0 


qui ne fait plus intervenir que les valeurs positives de 7. 

Ecrivons alors les équations de Bloch-Langevin satisfaites par les trois 
opérateurs ôS,(r) (avec q = + , — , z). Retranchons pour cela de (B.3) 
l'équation (B.2) satisfaite par les valeurs moyennes (S). Les termes 
sources À, disparaissent et il vient 


8s (Tr) = 2 Bag 8847) + FÂT) (D.25) 


où #,4 est la matrice de Bloch et F,(r) la force de Langevin agissant 
sur $,(r). Comme 7 est positif dans (D.24), on peut alors utiliser le 
théorème de régression quantique, établi dans le complément À y, et 
qui indique que, pour r 0, les trois moyennes à deux temps 
(8S (7) 8S_(0)) obéissent aux mêmes équations que les trois moyen- 
nes à un temps (8S,(7)}, c’est-à-dire encore 


srzi A (BSr)85_(0)) = F Bar (85y(7)85-(0)) (D26) 


Il apparaît ainsi que (65,(r)8S_(0)) est une superposition de trois 
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exponentielles exp{ — rT) où les — r, (À = 1,2,3) sont les trois racines 
caractéristiques de la matrice de Bloch Z,,.. 

Dans le paragraphe c suivant, nous nous limitons à l'étude de 
quelques cas limites déjà considérés dans le paragraphe C-1-a plus haut 
à propos de l’évolution transitoire des moyennes à un temps. Un calcul 
plus complet peut être fait, utilisant par exemple une transformation de 
Fourier-Laplace des équations (D.26) (voir références à la fin du 
chapitre). 


c) ALLURE DU SPECTRE INÉLASTIQUE DANS QUELQUES CAS LIMITES 


Supposons tout d’abord w; = wọ et 12, < T (excitation résonnante 
de faible intensité). Nous avons vu plus haut (voir $ C-1-a) que deux 
racines r, sont égales à [°/2, la troisième à PF. Le spectre inélastique est 
formé alors, d’après (D.24), de deux raies de largeur totale à mi- 
hauteur 2 F et I, centrées toutes deux en wz. 

Considérons maintenant la limite |w; — w| > (,, IT qui est celle 
d’une excitation non résonnante. D’après la formule (C.2) donnée plus 
haut, le spectre $,,..(w) est formé de trois raies : une raie centrale en 
wz, de largeur 2 1° (racine r,) et deux raies latérales centrées en 
w; +(w; -wp) =2©;-0w9 et w, — (wr, — w) = wo de largeur 
T (associées respectivement aux racines r; et r3). Il est possible de 
comprendre perturbativement un tel spectre. Les deux raies latérales 
sont associées au processus de diffusion non linéaire d’ordre 2 de la 
figure 296 du chapitre H (voir aussi la figure 30 de ce chapitre). Quant à 
la raie centrale de largeur 2 F, elle peut être interprétée comme étant 
associée à un processus de diffusion inverse à partir de l’état excité 
b (émission spontanée d’un photon w à partir de b puis absorption d’un 
photon laser w; et retour dans l’état b), l’atome étant préparé 
initialement dans l’état b par le processus à trois photons représenté sur 
la figure 28 du chapitre II. 

Enfin, à forte intensité et pour une excitation résonnante 
(9, >T, œw; = wg), nous pouvons utiliser le résultat (C.1) qui entraîne 
que le spectre inélastique est formé d’une raie centrale en w, de largeur 
T (racine r;), et de deux raies latérales centrées en w; + R, et 
w; — Q, de largeur 31/2 (racines r; et r,)°). Il s’agit là du triplet de 
fluorescence pour lequel il n’est pas possible de donner une interpréta- 
tion perturbative en termes de processus de diffusion impliquant 
plusieurs photons. Nous reprendrons ce problème au chapitre VI à 


(*) Pour les observations expérimentales de ce spectre, voir F. Schuda, C.R. Stroud 
and M. Hercher, J. Phys. B7, L 198 (1974); R.E. Grove, F.Y. Wu and S. Ezekiel, 
Phys. Rev. A15, 227 (1977); J.D. Cresser, J. Hager, G. Leuchs, M. Rateike and 
H. Walther, in « Dissipative Systems in Quantum Optics », Topics in Current Physics 27, 
p. 21, ed. R. Bonifacio (Springer Verlag, 1982). 
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partir de l'approche atome habillé et nous étudierons également l’autre 
signal de détection optique : 


Ca(t,7) = n {S (t — (rn/0)}S,( + T — (rn/0)) x 
x S_(@+7—(r2/c))}S_( — (rn/c))) 


qui, pour T = 0, représente un signal de corrélation de photons. 


(D.27) 
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COMPLÉMENT Ay 


ÉQUATIONS DE BLOCH-LANGEVIN 
THÉORÈME DE RÉGRESSION QUANTIQUE 


Dans la partie D du chapitre, nous avons montré que les caractéristi- 
ques de la lumière émise par un atome excité par un faisceau laser 
étaient reliées à des « moyennes à deux temps » du dipôle atomique 
émetteur. Le but de ce complément est de montrer que la dynamique 
de ces moyennes à deux temps est déterminée par des équations tout à 
fait analogues aux équations de Bloch optiques. Il s’agit en fait de 
généraliser à un atome à deux niveaux les résultats obtenus dans le 
complément C ;y pour un oscillateur harmonique. Notons tout de suite 
qu'une telle généralisation n’est pas immédiate par suite des non- 
linéarités associées à un système à deux niveaux. 

Pour parvenir au résultat cherché, nous commençons ($ 1) par écrire 
les équations de Heisenberg, pour le dipôle atomique et pour le champ 
de rayonnement quantique en présence du champ incident supposé 
monochromatique et de fréquence proche de la fréquence propre 
atomique. Puis, en résolvant formellement les équations du mouvement 
des champs, nous décomposons le champ quantique total en deux 
parties, le champ libre et le champ produit par le dipôle ($ 2). Lorsque 
cette expression du champ total est reportée dans léquation de 
Heisenberg du dipôle atomique, cette dernière prend la forme d’une 
équation de Langevin. La vitesse de variation des observables atomi- 
ques apparaît en effet comme la somme d’une vitesse moyenne 
analogue à celle des équations de Bloch, et d’une force de Langevin, 
dont nous montrons qu’elle est nulle en moyenne et fluctue rapidement 
($ 3). A partir de ces « équations de Bloch-Langevin », nous établissons 
enfin le théorème de régression quantique, qui exprime que les 
corrélations quantiques « régressent » comme les valeurs moyennes. 


1. Equations de Heisenberg couplées de l’atome et du champ 


Nous considérons exactement le même système que dans le chapitre. 
Un atome, représenté par un système à deux niveaux, est immobile à 
l’origine 0 des coordonnées. I! interagit avec le rayonnement incident 
E,(0,:) de fréquence w; donné en (A.2) et avec le champ de 
rayonnement quantique E(0), supposé initialement dans l’état vide 


10). 
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a) HAMILTONIEN ET BASE D'OPÉRATEURS DU SYSTÈME 


A l’approximation des grandes longueurs d’onde, et dans le point de 
vue dipolaire électrique, l’hamiltonien du système est celui déjà utilisé 
dans le chapitre et donné en (A.1). Ecrivons-le sous la forme : 


H = H4 + Hg + Hire +H; (1) 

H, est lhamiltonien atomique dans lequel nous supposons que 

l'énergie propre dipolaire ex, (voir formule (76) de appendice) a été 

réintégrée. L’atome est assimilé à un système à deux niveaux, et 

l'origine des énergies est prise égale à celle de l’état fondamental 
Ja), de sorte que H, s'écrit simplement : 


Ha = ħæo|b) (b| (2) 


Hp est l’hamiltonien du rayonnement quantique 


He = f dk Y ho [at (ka (k) +4] (3) 


elk 


Dans l'approximation des grandes longueurs d’onde, la somme sur les 
modes ke est limitée à |k| < ky, ky vérifiant la condition de grande 
longueur d'onde. 

L'opérateur moment dipolaire électrique d est supposé avoir un 
élément de matrice réel entre ja) et |b, dirigé le long de 
0z et noté d,e, : 


d= (|b) (al + la) <b] ) dap €, (4) 
L’hamiltonien d'interaction avec le rayonnement incident H,, s’écrit : 


Hy = —d.E,(0) 
h0,(}b) <a] + Ja) <b|) cos wrt (5) 


il 


où N, est la fréquence de Rabi définie par (A.5). Enfin, H, est 
l'hamiltonien d'interaction avec le champ quantique : 


H; = —dE, (0) 
— da E1 (0) (|b) (al + Ja) bI) (6) 


Rappelons que le champ E, (r) est défini par l'expression (89) de 
appendice 


H 


E (r)=i l dk $ 8, (a.(k) € ext — at (k) e e7 ™") (7) 


elk 


dans laquelle la somme sur k est limitée à |k| < kym. 
L’équivalence du système à deux niveaux avec un spin ł, décrite au 
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paragraphe A-4 du chapitre, permet d'exprimer toute observable 
atomique comme combinaison linéaire des quatre opérateurs 


{Fi Fao F1} (8) 
avec 
F, = |b) <a] (9.a) 
#- = |a) <b] (9.b) 
F, = 3116) 4b] - la) (al] (9.c) 
1 étant opérateur unité. Ainsi, 
H, = fol, +23] (10.a) 


Hie + H; = [AR cos wit — dE, (ONF, +7.)  (10.b) 


De la même façon, les observables du champ s’expriment en fonction 
des opérateurs 


{a (k) , at (k),...) (11) 


de sorte que la connaissance de l’évolution des opérateurs (8) et (11) 
suffit à déterminer l’évolution du système total. 


b) ÉQUATIONS D'ÉVOLUTION DES OBSERVABLES DE L'ATOME ET DU 
CHAMP 


Dans le point de vue de Heisenberg, les opérateurs atomiques 
dépendent du temps, et leurs relations de commutation à un instant 
t donné, 


F0- O= 29,0) (12.a) 
17:070] = +70 (12.b) 


permettent d’expliciter équation de Heisenberg 


ÀO = 3 AO.) (13) 
pour chacun des trois opérateurs S ,, S, S, Il vient ainsi 
d 1 
P7 P) = Th F, Oho) + )] + 
+R 2O90 +401 AR coso — da E, (0) 


d 
=iwn#,(t)-2i F(t) (Acosu — 700) 


ñ (14) 
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L’adjoint de (14) donne l’équation pour S _ (t): 

d 3 i dab 

PT S(O) =— iwo _()+2if At) | R cosw;t — T E (0,4) } (15) 


De la même façon, on obtient pour S ,(t) : 


d 

ZIO = -i (9O -IA (acoso -FE 0) (16) 
Nous avons utilisé, pour établir ces équations, le fait que l'opérateur 
champ E,,(0,f) commute avec les opérateurs atomiques au même 
instant. 

L'évolution du champ est entièrement déterminée par celle des 
opérateurs a,(k) et de leurs adjoints. L'opérateur a,(k) commute avec 
les opérateurs atomiques pris au même instant, et vérifie les relations de 
commutations habituelles des opérateurs création et annihilation. Son 
équation de Heisenberg s’écrit : 


à) = zy la. DH] 


leo), He) — dE, (0,)] 


sr kia g Eed) a) 


c) APPROXIMATION DU CHAMP TOURNANT. CHANGEMENT DE VARIA- 
BLES 


Comme dans le chapitre, nous nous intéressons uniquement aux 
processus radiatifs quasi résonnants et faisons donc l’approximation du 
champ tournant. Dans le point de vue de Heisenberg, une telle 
approximation consiste à négliger au second membre des équations du 
mouvement (14), (15), (16), (17) les termes de couplage entre l’atome 
et le champ dont les fréquences propres sont très différentes de celles de 
l'opérateur figurant au premier membre. Par exemple, dans l'équation 
(14), nous ne gardons que la composante (expi w ,;t)/2 de cos wzt et que 
les termes en ał (k) de E, ,(0,r). Il est également commode d’introduire 
des opérateurs dont les vitesses de variation sont lentes par rapport aux 
fréquences optiques. Pour l’atome, nous utilisons ainsi les opérateurs 
S,, S,, S_, définis par (A.15). Pour le champ, nous utilisons les 
opérateurs : 


a.(k,t) = à,(k,r) e71” 
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Les équations (14), (15), (16), (17) deviennent ainsi 
à d, -iw 
$, (t) =- iô;S, (t) —iQ,5,(r) + 2i = EX0,)e St) (18.a) 
| d ; 
$_(t)=iô,S_(t) +iRS,(t) -2i z EO, e SA) (18.b) 
N A Q; . da (a) iwgt 
$) =i -5 (S-0) - S, (0) +i -y Er Ote "S, () — 
š dab —iont 
ri E(0,ne "#5 (1) (18.0) 


å,(k,t) = : 8. c, ds (jet "2 (19) 


où 6, a été défini en (A.14) 
ô; = Ør— Wp (20) 


et où E® et EO sont les parties de E, , comprenant respectivement les 
opérateurs annihilation et création des différents modes. En utilisant les 
opérateurs â et 4*, elles s'écrivent : 


EM = | dk Giga) e 1) 


E(0,r) = (E®0,1))* (22) 


Notons qu’en l'absence d'interaction entre l'atome et les modes vides 
du rayonnement, les équations (18) forment un système d’équations 
linéaires à coefficients constants dont les fréquences propres sont celles 
du spin dans le référentiel tournant, c’est-à-dire + , / NR? + 5? et, 
tandis que ä,(k) est constant. D’après les hypothèses faites, ces 
fréquences sont petites par rapport à w; et wo. 


d) COMPARAISON AVEC LE CAS DE L'OSCILLATEUR HARMONIQUE 


Pour établir l'équation de Heisenberg-Langevin relative à l’atome, 
nous suivrons dans le paragraphe suivant une démarche tout à fait 
semblable à celle du complément C ;y, où l’atome était représenté par 
un oscillateur harmonique. Comparons auparavant les équations de 
Heisenberg des deux systèmes. 

L'équation (19) est tout à fait semblable à l’équation (33) de 
Crv qui donnait l’évolution de â;. Elle s'intègre formellement de la 
même façon : 


ee dé 


ä,(k,r) = à (k;to) + i 


t-t, : 
| dr S_(t- 7) e"? 7.20- (23) 
9 
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Muitipliés par exp( — iwt) et portés dans l’expression quantique des 
champs, les deux termes de (23) donnent respectivement le champ 
initial ayant évolué librement de tọ à t, et le champ créé par le dipôle 
atomique entre ces deux instants. Les deux termes de (23) représentent 
donc ce qu’on nomme habituellement le « champ libre » et le « champ 
des sources » (voir références à la fin du chapitre). 

Les trois équations (18) sont l'équivalent de l'équation du mouvement 


(32) de Ê dans Cv, et de celle de bt. On peut noter une première 
différence entre ces équations: le champ extérieur introduit des 
couplages entre les évolutions de S,, S$, S_, alors que Ê et 


b* évoluent indépendamment en l'absence de couplage avec le 
réservoir. Toutefois cette différence n’est pas essentielle, car on 
pourrait combiner linéairement les trois équations (18) et faire apparafî- 
tre les modes propres d'évolution des observables atomiques en 
présence du champ extérieur. Une deuxième différence plus importante 
tient à la forme des termes de couplage avec le réservoir, représenté ici 
par le champ quantique dans l’état vide. Alors que ces termes de 
couplage ne dépendaient que d'opérateurs du réservoir, jouant ainsi le 
rôle de termes sources dans l'équation du mouvement de Ê, ils 
apparaissent ici comme des produits d’un opérateur atomique par un 
opérateur du champ. Cette propriété est reliée au fait que la réponse du 
système à deux niveaux à un champ est non linéaire (la réponse à la 
somme de deux champs n’est pas la somme des réponses à chacun 
d'eux). Elle rend plus délicat le passage à l’équation de Heisenberg- 
Langevin, car il faut faire attention à l’ordre dans lequel sont écrits les 
deux opérateurs du produit. Les opérateurs atomiques 
S(t) (q = + „z, — ) et ceux du champ, E(0,r) et E(0;,r), commutent 
lorsqu'ils sont pris au même instant. Il n’en est pas de même pour le 
champ libre et le champ des sources séparément. En effet, le champ 
libre dépend de ä,(k;t,) alors que le champ des sources dépend de 
S, (t — 7) (premier et deuxième termes de (23)). Ces deux opérateurs 
ne commutent pas nécessairement avec S,(t). Ainsi, les termes de 
couplage avec le champ libre et le champ des sources se présenteront de 
façon différente suivant l’ordre choisi pour écrire le produit de 
S(t) par E,,(0,1). Nous utiliserons cette possibilité dans le paragraphe 
suivant pour simplifier au maximum les calculs. 


2. Etablissement des équations de Heisenberg-Langevin 


Dans les équations (18), les champs E{X(0r) et E{%0,r) sont 
maintenant décomposés en une partie « champ libre » et une partie 
« champ des sources ». 


Ef(0,r) = Ef0,r) + ECX0;r) (24.a) 
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EPO) = ERON) + ERO) (24.b) 
où 
EO) z | dk 2 ie, fo â (k;to) e” toi (25) 
ENO = | AKE $ eE daet x 
t-t r 
x | ar SG re Te (26) 
0 
et 
E = (EPY ; EP = (EPY en 


a) CHOIX DE L'ORDRE NORMAL 


Nous aurons plus tard à prendre la moyenne dans le vide des 
équations (18), ou d'équations analogues donnant l’évolution de 
produits d'opérateurs atomiques, qui s’en déduisent aisément. Il est 
alors commode de faire figurer, dans les produits d'opérateurs, les 
opérateurs à,(k,f,) à droite et les opérateurs âf (k,f)) à gauche, dans la 
mesure où les relations 


à (k;t)[0) = 0 (28.a) 
(0jâ: (kto) = 0 (28.b) 


peuvent être utilisées pour tous les modes k,€. Ainsi, dans les seconds 
membres des équations (18), plaçons les opérateurs E®X0,t) à droite 
des opérateurs $,(1), et les opérateurs E{%(0,r) à gauche (ce qui est 
possible puisque ces opérateurs commutent). Les contributions de 
E® et E à ces termes seront alors nulles en moyenne. Seuls les 
champs des sources E{% et EŻ contribueront aux moyennes. Cette 
façon d’ordonner les opérateurs correspond à ce qu’on appelle l’ordre 
normal. Avec ce choix, explicitons par exemple l'équation (18.a) à 
l’aide de (24.b), (27) et (26) : 


2i 


5 d -iw 
Š, (t)= -iô S, (t) -iQS(t) + i ESXO,t)e “YS t) + 
d}, eg ilw — wj}r 
+2 dk y 28? [ dre TS (5 7)S,(e) (29) 


L'avant dernier terme provient de Ef°. Il est nul en moyenne dans le 
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vide et nous verrons plus loin que ce terme peut être considéré comme 
la force de Langevin F, (t) agissant sur S,. Le dernier terme représente 
la contribution du champ des sources que nous allons maintenant 
évaluer. Auparavant notons que équation pour S_(#) s'obtient en 
prenant l’hermitique conjugué de (29), tandis que l’équation pour 
S(t) s'écrit 


$0) = -i (S_( - 5,0) + A Le 25, ()ERO,t) - h.c. ] - 


d? t-t auy 
-Z | kF e28} | ar fe "07 (S-17) + h.c] 
e 0 


K 
(30) 


b) CONTRIBUTION DU CHAMP DES SOURCES 


Les derniers termes de (29) et (30) se présentent sous la forme d’une 
intégrale sur 7 du produit de S,(t — T) par la fonction 


f(r) = | d'k Y eg Zeen" (31) 


ou par f*(r). Les opérateurs S(t — T) sont des fonctions lentement 
variables de r à l’échelle des fréquences w, et wz. Au contraire, 
l'intégrale sur k dans (31) conduit à sommer sur un spectre de 
fréquences très large (entre 0 et cky), de sorte que la fonction 
f(T) est très étroite en 7 autour de r = 0, de largeur l/ck,,. Sur un 
intervalle de temps aussi court, il est raisonnable d’approximer l’évolu- 
tion de S,(t — 7) par son évolution non perturbée. On peut choisir pour 
une telle évolution, soit celle en présence du champ extérieur qui se fait 
aux fréquences + \ / N? + 5? et O, soit l’évolution en absence de tout 
couplage avec le champ qui se fait aux fréquences + 6, et 0. Ces deux 
choix conduisent à des résultats identiques à des termes en 92,/wg ou 
5/9 près, qui sont du même ordre que ceux négligés dans l’approxi- 
mation du champ tournant. Nous prendrons ici la deuxième option, qui 
donne des expressions comparables directement à celles utilisées dans 
le chapitre pour les équations de Bloch. Nous remplaçons donc dans 
(29) et (30) S, (t — 7) par 


S(t — 1) = S, (eE (32) 


Apparaissent ainsi dans le dernier terme de (29), d’une part l’opérateur 
S,()5,() qui, d’après l'algèbre des matrices de Pauli, est égal à 
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— S, (t)/2, d’autre part l'intégrale 
d2, 


r= to i(w — wg)r 
2 | “ps | dre “= 
K 0 


1 


= AUD 2 61 |- EP + r Slo - w0)| 


-2{-ia+5| (33) 


où T est le taux d'émission spontanée à partir du niveau b (formule 
(E.4.a) du chapitre IV) et AA le déplacement radiatif du niveau 
b (formule (E.7.b) du même chapitre ; à l’approximation du champ 
tournant, le déplacement radiatif du niveau a est nul). La contribution 
du champ des sources au deuxième membre de (29) s'écrit donc 
finalement 


(-5+i4) S, (9) (34) 


En procédant de la même façon, on trouve pour la contribution du 
champ des sources à (30): 
2 


d2, 
E farge 82 x 


t—-t9 s r 
À | dr [e~ 9S, (S_ (9 + e"? 7S, (DS_ (0] = 
0 


zere ohet ( s+ ) (35) 


c) RÉCAPITULATION. DISCUSSION PHYSIQUE 


Compte tenu de (34) et (35), les équations du mouvement de 
S, (£), S(t), S_ (t) s'écrivent : 


SO = = (i81 +5 ) SO -iS + F6) (36.a) 
SE) = -i = S, (t) -TS (t) +i =: S_() -> Z+ F(t)  (36.b) 
SO = 080 - (-i8+5 )s. (O) +F) (36.0) 

où 
8L=w, -wå (36.d) 


est le désaccord entre la fréquence du laser w, et la fréquence atomique 
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corrigée du déplacement radiatif À, et où les forces de Langevin sont 
données par 


F,() = d EKO, t) e7 rS) (37.a) 
F(t) = = [eS QERKO) — h.c. ] (37.b) 


F_(f) e” tS (OERO) (37.c) 


2id, 
h 


Dans la suite, nous prendrons les valeurs moyennes des opérateurs du 
point de vue de Heisenberg dans un état du système global de la forme 
|#4:0) représentant latome dans l’état | y4) en présence du champ 
quantique dans l’état vide. Les valeurs moyennes des forces de 
Langevin (37) dans un tel état sont nulles grâce aux relations (28). Il 
reste à montrer que leur temps de corrélation est court, ce que nous 
ferons au paragraphe suivant. 

Les équations (36) sont les équations de Bloch-Langevin. Elles ne 
diffèrent des équations de Bloch (A.18) que par les forces de Langevin. 
En valeur moyenne dans le vide, elles redonnent exactement les 
équations de Bloch, de sorte que la dérivation des équations (36) 
donnée dans ce complément constitue une justification de l’approxima- 
tion des vitesses de variation indépendantes, moyennant les hypothèses 
181,9; € wwo. 

Revenons pour terminer sur l'interprétation physique des calculs 
présentés dans ce paragraphe. Ils pourraient laisser croire que l’amortis- 
sement et le déplacement radiatifs sont dûs uniquement à l'interaction 
de l’atome avec son propre champ (réaction de rayonnement) alors que 
les fluctuations du champ libre n’interviennent que dans les forces de 
Langevin. Ii faut cependant préciser qu’un autre choix que l’ordre 
normal aurait conduit à des conclusions différentes, l’effet global sur 
l'évolution de (S,) restant bien sûr le même. 

En fait, pour pouvoir donner une interprétation physique à chacune 
des vitesses de variation, celle due à la réaction de rayonnement, et 
celle due aux fluctuations du vide, il faut veiller à ne considérer que des 
grandeurs hermitiques du système, et à imposer que leurs diverses 
vitesses de variations soient séparément hermitiques. On peut montrer 
alors (*) que ces conditions ne sont satisfaites que si les produits 
S(t) E, :(0,t) avec (q = x,y,z) sont symétrisés. Les conclusions qui en 
découlent concernant le rôle de la réaction de rayonnement et celui des 
fluctuations du vide sont alors en plein accord avec celles exposées dans 
le complément À y- 


(*) J. Dalibard, J. Dupont-Roc et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique, 43 (1982) 1617 ; 
45, (1984) 637. 


382 Equations de Bloch optiques Ay.3 


Remarque 

On peut noter que dans (23) le terme relatif au champ des sources ne 
dépend que de w et €,. Il est donc pair en k. Il en résulte que le champ des 
sources est pair en r. En particulier, son gradient à l’origine est nul. La 
force exercée sur l’atome par son champ propre est ainsi nulle, comme 
nous l’avons admis dans le paragraphe (C-2-a) du chapitre. Il en est 
d’ailleurs de même de la force moyenne due au champ du vide (25). Pour 
le voir, il suffit par exemple de choisir l'ordre normal dans l'expression 
(C.14). 


3. Propriétés des forces de Langevin 


Nous avons montré dans le paragraphe 2 précédent que les trois 
opérateurs S,(4) (q = + ,z, — ) obéissent aux équations de Bloch-Lan- 
gevin (36) qui peuvent être écrites sous la forme 


Z s0 g L® ag Salt) + Ag + Fi) G8) 


où les Bgy et À, sont des coefficients constants identiques à ceux qui 
figurent dans les équations de Bloch optiques (A.18), et où les 
F(t) sont des forces, données en (37), et de valeur moyenne nulle 


(F4Q)) = 0 (39) 


Pour pouvoir considérer ces forces comme des forces de Langevin, il 
nous faut maintenant calculer leurs fonctions de corrélation et montrer 
qu’elles sont caractérisées par un temps de corrélation r, très court 
devant l'-!. Nous allons pour cela établir que 


Bu) = CPS OF) = 2 Dag 8-1) (40) 


où Dg est un « coefficient de diffusion », de l’ordre de F, et où 
g(t — t') est une fonction de : — t’ de largeur 7, = 1/ck,, et d’intégrale 
égale à 1 (qui n’est pas forcément paire en ż — t’ par suite du caractère 
quantique des forces F,). 

Dans le cas de l'oscillateur harmonique étudié dans le 
complément Cv, les forces de Langevin ne dépendent que des 
opérateurs du champ, et le calcul de leurs fonctions de corrélation est 
très facile. Les expressions (37) montrent que les forces de Langevin du 
système à deux niveaux sont des produits d'opérateurs du champ libre 
et d'opérateurs atomiques. Le calcul de leurs fonctions de corrélation 
nécessite donc la connaissance préalable des relations de commutation 
entre opérateurs atomiques et opérateurs du champ libre (*). 


(*) Voir aussi B.R. Mollow, J. Phys. A8, L130 (1975). 
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a) RELATIONS DE COMMUTATION ENTRE DIPÔLE ATOMIQUE ET 
CHAMP LIBRE 


Explicitons le commutateur [S,(f:),E0,f)] à l’aide de (25) : 
(S(2),E%0,11)] = | dky i e,6 [S t) à.kto)le (41) 


Grâce à (23), on peut réexprimer â,(k,tọ) en fonction de â,(k;f,), qui 
commute avec S,(r) puisqu'il est pris au même instant, et du champ des 
sources. Il vient 


(SGD EC] =- | dk ZE Ada x 


n-i ah i 
x f T dr [S 62S- t2- 7)]e inn gilem enla =i) (42) 
0 


La somme sur k et € fait apparaître à nouveau la fonction f introduite 
en (31), mais avec l’argument + — (t, -t,). La fonction f est très 
étroite, de largeur 1/ck,, autour de O0, et l'intégrale sur r s'étend 
uniquement aux valeurs de 7 positives puisque t, — tọ est positif. 
Supposons tout d’abord t, <t,, plus précisément t, — tı « — 1/cky. 
L'intégrale de f(r —-(t;-—t:)) est alors nulle puisque l’intervalle 
d'intégration [0,r, — tọ] ne contient pas l'intervalle de largeur 1/cky 
autour de t, — {, dans lequel f est appréciable. Il s'ensuit que : 


[S,(2),E(0,11)] =0 si Et — (/cku) (43) 


Un tel résultat est satisfaisant physiquement. L'opérateur S,(f,) ne 
dépend en effet que du champ du vide Ef<?(0,r') qui a agi sur le dipôle 
atomique à des instants £’ situés dans le passé de #,(1’ <t,). Cet 
opérateur commute donc avec le champ du vide ES (0,1) dans le futur 
de t (ti > t2) (*). 

Supposons maintenant |t, — t| = 1/cky. L'intégrale sur 7 de (42) 
n’est plus nulle et peut être calculée au moyen de l'approximation (32) 
qui s'écrit ici 


Sas: (he Et a 
et il vient 
(Sa), ERO) = — [S,(2),5_ (le x 
Hl į & — o pee 
x fax i ee? P 2 o (w — wo)le” 0)(2 — t) (45) 


(*) Rappelons en effet que le commutateur [E{*(r,,1,),E{7 Xr,1:)] n’est différent de 
zéro que si les deux événements (r,,',) et (r,,f,) sont situés sur un même cône de lumière. 
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C’est une fonction de f, et t,, dont l’ordre de grandeur est celui de 
T'h/d,. En prenant l’hermitique conjuguée de (43) et (45), on obtient 
des relations analogues pour Ef‘(0;r). 


b) CALCUL DES FONCTIONS DE CORRÉLATION DES FORCES DE LANGE- 
VIN 


Calculons par exemple la fonction de corrélation %,, = 
(Fi (t)F,(t')} où F, est défini en (37.a) 


g, (1) = a (SANDERO e "0 EXO) S) (46) 
Inversons l’ordre des deux champs. L’équation (25) donne 
ef" OTERO), EROL)] = 
= f d'k F e382 fr) (47) 


On retrouve la fonction f définie par l'expression (31). La fonction 
f(t —t') est centrée en t—-t'=0 et a une largeur de l’ordre de 
1/cky. L'expression (46) s'écrit donc : 


4d?, 
g ,,() = na ESOS,(")> fE- t) + 
2 
+ 4 # (SAECO, t NEROS, Nyet D) (48) 


Dans le premier terme, S,(t') est lentement variable à l'échelle de la 
largeur 1/cky de la fonction f(t-t'). On peut donc remplacer 
t' par t. Il apparaît ainsi Sr) qui vaut 1/4. On peut noter que l’intégrale 
sur t de ce premier terme de — o à +œ n’est autre, compte tenu de 
(31), que la somme sur tous les modes de (d2,/h?)e2 E} 2m (w — wz). 
D'après (33), cette somme est égale à l. Ainsi, ce premier terme peut 
s'écrire simplement l g(t — t') où g(r), proportionnel à f(T), est une 
fonction de 7 de largeur 1/cky et d’intégrale 1. Le deuxième terme de 
(48) est négligeable : en effet, si |t — t’ | > 1/cky, on peut utiliser (43) 
et son analogue pour Æf, pour faire commuter, soit S,(f) avec 
Ef%(0;:'), soit Ef%(0,r) avec S,(t’) suivant le signe de ¢ — t'. L'un ou 
l’autre de ces champs agit alors directement sur l’état |#,;0) qui 
intervient dans la valeur moyenne de (46) et donne un résultat nul ; si 
jt —t'] s 1/cky, les commutateurs précédents restent finis, de l’ordre 
Th/d,y d'après (45), de sorte que le second terme est de l’ordre de 
(d2,/RYTh/d,) = T2. Dans le même intervalle de largeur 1/cky, le 
premier terme vaut l'(cky) > T2 Il est ainsi justifié de négliger le 
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second terme de (48) par rapport au premier et il reste finalement : 
G, t) =T g(t-1) (49.a) 

ce qui donne 
2D, =T (49.b) 


Des calculs analogues donnent pour les autres coefficients de 
diffusion 


D__=D_, =D, =D, =D_,=0 (50.a) 
2D, = T((S,) +1) (50.b) 
2D,, =T CS) (50.c) 
2D,, =T 45) (50.4) 


c) THÉORÈME DE RÉGRESSION QUANTIQUE 


Ce théorème est une conséquence des propriétés (39) et (40) des 
forces de Langevin, et de l’existence de deux échelles de temps très 
distinctes, T7! et T, =1/cky, avec T,< 1°”! Pour l’établir, nous 
suivons une démarche très analogue à celle du complément C ;y. Nous 
nous contentons den donner ici les grandes lignes. 

Comme dans le paragraphe 2-d du complément C ;y, nous commen- 
çons par établir que 


(Fat) Spt) =0 si t-t >r, (51) 


Il suffit pour cela d'intégrer formellement le système d’équations 
linéaires (38) pour montrer que S,(1") dépend linéairement des forces 
de Langevin F(t") dans le passé de t’ et ne peut être donc corrélé, 
compte tenu de (40), avec la force de Langevin F(t) pour t suffisam- 
ment loin dans le futur de f”. 

Multiplions alors les deux membres de (38) par S,(1’) (après avoir 
remplacé lindice de sommation q’ par q”) et prenons la valeur 
moyenne. Il vient 


S (O SD) = F Bar (SrO SE) + 
+ Ag (0) + CFO Selt) (52) 


Pour t — t'> T., le dernier terme de (52) est négligeable compte tenu 
de (51). Pour t — t' = r,, on peut montrer qu’il reste fini et de l’ordre de 
D;g> c’est-à-dire de l’ordre de F, de sorte que sa contribution à la 
solution de (52) pour t = t’ est de l’ordre de F 7, < 1. Finalement, on 
peut ignorer le dernier terme de (52) pour ż¢ = t'. Ceci montre que les 
moyennes à deux temps (S(t) S,(1')) obéissent, pour t =1', à des 
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équations 
sitæt' 4 (SU)S,(E")) = 2 Per Get8 00) + àq (Sat) (53) 


ayant la même structure que celle des équations décrivant l’évolution 
des moyennes à un temps (S,(t)Y 


L HO) = E Ba (SO) + A4 (54) 


C'est un tel résultat qui nous a permis, dans la partie D du chapitre, 
d'étudier à partir des équations de Bloch optiques la dynamique des 
fluctuations du dipôle atomique. 


d) RELATIONS D’EINSTEIN GÉNÉRALISÉES 


Pour terminer ce complément, nous allons montrer que les coeffi- 
cients de diffusion D, introduits dans (40) peuvent être calculés 
directement à partir des équations de Bloch optiques, sans qu’il soit 
nécessaire de passer par les expressions (37) des forces de Langevin, 
comme nous l’avons fait dans le paragraphe 3-b plus haut. Nous suivons 
pour cela une démarche tout à fait analogue à celle des paragraphes 2-e 
et 2-f du complément C ;y. 

Revenons à (38) et appelons « vitesse de dérive de $,» la quantité 


P(S) = F Bag Sa + À (55) 
L 


de sorte que la vitesse de variation de S, donnée par (38) est simplement 
la somme de la vitesse de dérive et de la force de Langevin. 


i O = P(S) + F (6) (56) 


Notons que F,(t) étant nul en moyenne, seule la vitesse de dérive 
subsiste pour <S(t)} 


E (S) = (DS) 67) 


Considérons maintenant l'opérateur S; (t)S,(t), qui est un opérateur 
atomique à l'instant t. L’algèbre des matrices de Pauli permet de 
l’exprimer en fonction des S,.(r) et de calculer la vitesse de dérive 
moyenne 


E (SDS) = ASEOS) (58) 
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en fonction des coefficients Z et À apparaissant dans les équations de 
Bloch optiques (54). 
Par ailleurs, on peut écrire directement, compte tenu de (56) : 


LOS) = S OO (SOS) 
= (25 OS D) + (SEOS) + 
+ (F3 (HSy lt) + S3 (Fp) (59) 


Pour calculer le dernier terme de (59), il suffit de noter que, d’après 
(51), les forces F,(t) ne sont pas corrélées avec les opérateurs 
S, (t — At) si At >1/cky. Intégrons donc l'équation (56) entre 
t — At et t, de façon à exprimer $,(t) en fonction de S,(t — At) dans le 
produit (F; (1)S,(#)). Nous choisissons At assez petit devant T- l pour 
qu’une approximation linéaire de la variation de S,(r) entre t — At et 
t soit justifiée. 


Set) = SC — At) + At P(S Ct — At)) + i 


t- 


F(t‘) dt’ (60) 
A 
Lorsqw’on porte cette expression dans le dernier terme de (59), il 
apparaît, compte tenu de la définition (54) de 2(S,), des valeurs 


moyennes du type (F (1)5,-(t — At)} et Ag F3; (t)) , qui sont nulles. Il 
ne reste alors que la contribution du dernier terme de (60). 


(Fi (Sql) + SF OFr) = 
= f dt' FF) + F3 (0)F 4) 
t- At | (61) 
-2D | dt' [gt —r")+g('-t)] 
t- åt 


+ 4 
= 2Dy% f dr g(r) = 2Dy 


Pour établir (61), nous avons utilisé (40) et le fait que l’intégrale de la 
fonction g sur un intervalle grand devant sa largeur vaut 1. 

Le rapprochement de (58), (59) et (61) donne la relation d’Einstein 
généralisée 


2 Dog = (D(SG Sa) — PSG Sy — SG D(Sy)) (62) 


où il est entendu que toutes les quantités sont prises à l'instant 
t. 

Comme la relation semblable (76) établie dans le complément C ;y, 
l'équation (62) est l’expression d’un lien entre fluctuations (caractérisées 
par le coefficient de diffusion D,,.) et dissipation (caractérisée par les 
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coefficients d'amortissement apparaissant dans les vitesses de dérive). Il 
apparaît aussi clairement sur (62) que le coefficient de diffusion est 
associé à la partie non hamiltonienne des vitesses de dérive. 

On peut enfin vérifier sur l'exemple de D, , que le résultat donné par 
(62) coïncide avec clui trouvé plus haut. Il faut pour cela utiliser les 
relations 


1 


SS, = S-S, =-5,+3 (63.a) 
SS, = +55 (63.b) 

P 1 R r 
DSÈS,) = D(- S: +53) =T S, +i- (S, -S-) +5 (63.c) 
DS.) = - (i8, +5 ) S, -i QS, (63.d) 


On obtient ainsi 2 D,, = Il, en accord avec (49.b). 
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CHAPITRE VI 


La méthode de l’atome habillé 


À - INTRODUCTION : L’'ATOME HABILLÉ 


Ce dernier chapitre est, comme le précédent, consacré à l’étude des 
manifestations de l'interaction entre un système atomique et un champ 
laser monochromatique, résonnant ou quasi résonnant. Cependant, au 
lieu de traiter le champ laser comme un champ extérieur classique, nous 
le considérons maintenant comme un champ quantique associé à un 
mode particulier du champ. La motivation d’un tel traitement quantique 
est double. Tout d’abord, comme l’hamiltonien du système global 
atome + champ est indépendant du temps, il est possible d’introduire 
des vrais niveaux d'énergie et d'étudier les manifestations de l’interac- 
tion atome-laser sur les positions et les fonctions d’onde de ces niveaux. 
Ensuite, comme le champ laser est quantifié, il est possible d'identifier 
clairement les processus élémentaires d'absorption et d'émission induite 
de photons laser et les processus d'émission spontanée de photons de 
fluorescence. Nous pourrons ainsi apporter un éclairage nouveau sur 
plusieurs phénomènes physiques importants comme la répartition 
spectrale de la lumière émise ou absorbée par l’atome, les corrélations 
de photons ou les fluctuations des forces dipolaires. 

La figure 1 schématise les divers sous-systèmes considérés dans ce 
chapitre, leurs hamiltoniens respectifs et les divers couplages. Un 
atome A, d’hamiltonien H4, est couplé tout d’abord par l’hamiltonien 
Var à un mode particulier du champ, qui contient initialement des 
photons et que nous appellerons le « mode laser » L, d’hamiltonien 
Hı. L'atome A est également couplé par V4r au «réservoir » 
R des modes initialement vides du champ, d’hamiltonien Hpg. L'hamilto- 
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Réservoir R 


Mode Laser Atome 
q q—— 
L VaL A Var ne 
H, Ha 


Figure 1. Divers sous-systèmes considérés dans ce chapitre, d’hamiltoniens 
respectifs H4, H,, Hg. Les hamiltoniens V 4; et V 4g décrivent les interactions 
entre A et L d’une part, A et R de l'autre. 


nien global du système A + L + R est donc 
H = H+ H +Hgr+VaL+VAR (A.1) 


Dans la partie B ci-dessous, nous commençons par négliger V Air et 
par considérer le système À + L formé par l’atome et le mode laser en 
interaction. L’hamiltonien de À + L est: 


Har = Ha+Hi+ Var (A2) 


Un tel système, que nous appelons « atome habillé par les photons 
laser », possède une échelle infinie de niveaux d’énergie discrets. Nous 
étudions en détail les positions et les fonctions d’onde de ces niveaux et 
montrons comment les processus d’absorption et d'émission stimulée de 
photons laser se manifestent dans la base des niveaux non couplés (états 
propres de H, + H,) et dans la base des niveaux habillés (états propres 
de H AL). 

Nous introduisons ensuite dans la partie C le couplage V 4g. Le fait de 
considérer que c’est le système À + L qui émet spontanément des 
photons dans le réservoir R des modes vides permet d'introduire 
l’image de la cascade radiative de l’atome habillé. Dans cette image, la 
séquence de photons émis par l’atome sous l’effet de l’excitation laser 
apparaît comme une séquence de photons émis en cascade par l’atome 
habillé descendant le long de son échelle de niveaux d'énergie. 
Plusieurs phénomènes physiques sont passés en revue et interprétés 
dans ce point de vue. 

Pour donner un support quantitatif aux images de la partie C, nous 
étudions dans la partie D l’équation pilote qui décrit l’émission 
spontanée de l’atome habillé. Utilisant les résultats du chapitre IV, 
nous établissons l'équation d'évolution de l’opérateur densité o4; de 
l'atome habillé sous l'effet de son couplage avec le réservoir R. La 
projection de cette équation dans la base des niveaux habillés est 
analysée en détail à la limite séculaire où il est possible de négliger les 
couplages entre populations des niveaux habillés et cohérences entre 
niveaux habillés. Nous montrons également que les équations de Bloch 
optiques sont contenues dans ces équations plus générales. 
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Les résultats précédents sont enfin appliqués dans la partie E à un 
certain nombre de problèmes physiques concrets : étude des largeurs et 
des poids des diverses composantes du triplet de fluorescence ; étude du 
spectre d'absorption enregistré sur un second faisceau laser qui sonde, 
soit la transition excitée par le premier faisceau laser, soit une autre 
transition partageant un niveau commun avec la première ; étude des 
signaux de correlations de photons ; étude de la valeur moyenne et des 
fluctuations des forces dipolaires. 

Mentionnons pour finir que deux compléments prolongent les discus- 
sions de ce chapitre dans d’autres directions. Le complément A y; passe 
en revue un certain nombre d'applications de la méthode de l’atome 
habillé dans le domaine des radiofréquences. L'émission spontanée est 
alors négligeable, mais l'intensité du champ peut être assez importante 
pour que la fréquence de Rabi soit comparable à la fréquence propre de 
la transition. Le complément By; montre comment il est possible 
d'aborder, dans le point de vue de l’atome habillé, le problème de la 
redistribution collisionnelle du rayonnement. 
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B - NIVEAUX D'ÉNERGIE DE L’ATOME HABILLÉ 


1. Modélisation du faisceau laser 


Pour simplifier au maximum la description quantique du champ laser, 
nous considérons une cavité sans pertes, dont un seul mode, de 
fréquence w,, est excité et contient des photons. Nous associons ainsi 
au faisceau laser un mode libre d’une cavité, le « mode laser » 
L. L’atome est supposé placé dans la cavité (Fig. 2.b). Le fait qu'il 
puisse absorber et émettre de manière stimulée des photons laser 
représente la seule cause possible de variation du nombre des photons 
laser. 


(a) 


Ne 
"AA 


Atome 


PAS 


Figure 2: a- Expérience réelle. L’atome interagit avec une onde laser 
incidente. 
b - Modélisation utilisée ici. L’atome interagit avec un champ 
monomode d'une cavité sans pertes. 


Dans l’expérience réelle, l’atome n’est pas en général dans une cavité, 
mais interagit dans l’espace libre avec une onde laser incidente 
(Fig. 2.a). Pour que la schématisation de la figure 2.b puisque s’appli- 
quer à l’expérience réelle, un certain nombre de conditions doivent être 
satisfaites. 

(i) Le champ « vu » par l’atome dans la cavité doit avoir la même 
valeur et les mêmes variations spatiales locales que dans l'expérience 
réelle. 

(ii) La cavité doit être suffisamment grande pour ne pas modifier 
Pémission spontanée de l'atome. 

La condition (i) montre que la valeur exacte du nombre moyen 
(Ny de photons dans le mode laser n’a pas d’importance. Seul le 
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rapport {N)/V (où V est le volume de la cavité) est significatif, 
puisqu'il est relié à la densité d'énergie. Par ailleurs, la condition (ii) 
impose de prendre V très grand. En éait, nous ferons tendre 
(NY et V vers linfini en gardant (N/V constant. 

Nous supposons également que la largeur AN de la distribution du 
nombre de photons laser est très grande (par exemple, si le mode laser 
est dans un état cohérent, AN = y (Ny). Par ailleurs, le nombre de 
photons émis spontanément par l’atome au cours du temps d’interaction 
T (correspondant à l’expérience envisagée) est au maximum de l’ordre 
de TT/2, et est égal aussi au nombre de photons qui disparaissent du 
mode laser puisque chaque cycle de fluorescence (absorption-émission 
spontanée) transfère un photon du mode laser vers les modes intitiale- 
ment vides. Dans la limite (NY — œ , V — œ , on peut prendre aussi 
AN — æ et donc AN > TT, ce qui permet de négliger le nombre de 
photons laser absorbés devant AN et de considérer que, pendant toute 
la durée T de l'expérience, atome est soumis à la même intensité laser. 


Remarque 

Il est bien sûr possible de considérer aussi des expériences portant sur des 
atomes situés effectivement dans une cavité de dimensions suffisamment 
petites pour modifier l'émission spontanée de ces atomes. Il faut alors 
considérer explicitement les modes de cette cavité réelle. Nous n’aborde- 
rons pas ici ces «problèmes d’électrodynamique quantique dans une 
cavité» (voir les références données à la fin du paragraphe A-1-c du 
chapitre I). 


Dans tout ce qui suit, nous supposerons donc 


{ND ,AN>1,IT (B.1) 


Nous supposerons aussi que AN, tout en étant très grand devant 1, est 
très petit devant (N) 


{N)>AN>1 (B.2) 


ce qui revient à prendre pour le nombre de photons dans le mode laser 
une dispersion, très grande en valeur absolue, mais très faible en valeur 
relative. 


2. Etats non couplés du système atome + photons laser 


Commençons par négliger l'interaction entre l’atome et les photons 
laser. L'hamiltonien du système global est alors H; + H, où 


H; = hw; (a*a +5 ) (B.3) 
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est l’hamiltonien du mode laser, d'opérateurs de création et d’annihila- 
tion a* et a, et 


H, = hw|b) (b| (B.4) 


est l’hamiltonien atomique, ayant pour états propres les états |b) et 
la) d'énergies hwg et 0. 

Les états propres de H, + H; sont donc repérés par deux nombres 
quantiques : le nombre N de photons laser, le nombre quantique 
atomique b ou a. Les états |a,N +1) et |b,N) sont proches l’un de 
Pautre au voisinage de la résonance, c’est-à-dire lorsque 


|L] < wo (B.5) 


êz = wr — wo (B.6) 


est le désaccord entre la fréquence du laser w, et la fréquence atomique 
wo. L'écart entre ces deux niveaux vaut #6,, le niveau |a,N + 1} étant 
au-dessus de |b,N Y si 6, est positif. Nous noterons 


E(N)={ |a, N +1) ; |bN)} (B.7) 


la multiplicité formée par ces deux niveaux. La figure 3 montre une 
telle multiplicité, située à une distance w; au-dessous de F(N + 1), 
formée de |a,N +2) et |b,N +1) et à une distance hw; au-dessus de 
E(N — 1), formée de |a,N} et |b,N —1) 


4 le, N +2) 

Le hô, À Ib N41) &(N +1) 

lhw, 

1 
EES į ———— la N +1) 

k LEE ES lb, NY E(N) 

l 

fo 

| 

la, N) , 

--t-- ast baay 200 


Figure 3. Multiplicités &(N +1), (N), E(N — 1) d'états non couplés du 
système atome + photons laser. L'écart #6, entre les deux niveaux d’une même 
multiplicité est très petit devant l'écart w, entre deux multiplicités adjacentes. 
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3. Le couplage atome-photons laser 


a) HAMILTONIEN D'INTERACTION 


Dans le point de vue dipolaire électrique (voir appendice, $ 5), 
lhamiltonien d'interaction V 4; entre l’atome et le mode laser s'écrit 
— dE, (R) où d est le dipôle atomique et E, (R) l'opérateur champ 
laser, évalué à la position R de l’atome. Avec un choix convenable de 
l’origine des coordonnées, le champ E, (R) est égal à : 


wr 


h 
ELR) = zey (tat) (B.8) 


où €; est la polarisation du mode laser. Comme 


d=da( f, +) (B.9) 
où d,, = (a|d|b) = (b|d|a) est supposé réel et où 
F, = |b} al] F= |a) <b (B.10) 
V az Sécrit finalement 
Va = -dE (R)=89,+7 Xatet)  (B.11) 


où g est une constante de couplage égale à 


hor 
8g = er. 2e V (B.12) 


b) COUPLAGES RÉSONNANTS ET NON RÉSONNANTS 


L’'hamiltonien d'interaction V ,, couple entre eux les deux états de 
chaque multiplicité &(N). Nous noterons 


vy = CDN |VarleN +1) =gVN +1 (B.13) 


l'élément de matrice correspondant. Physiquement, un tel couplage 
exprime que l'atome dans l’état |a} peut absorber un photon laser et 
passer dans l’état |b}. 

L'état |a,N +1) est couplé également par V 4z à l’état |b,N +2) qui 
appartient à E(N + 2). De même, l’état |b,N } est couplé à |a,N — 1) 
qui appartient à @&(N —2). En plus des couplages résonnants à 
l'intérieur d’une même multiplicité, V ,, introduit donc également des 
couplages non résonnants entre états appartenant à des multiplicités 
différentes, séparées de + 2ħw ;. Nous négligerons ici ces couplages non 
résonnants. Nous verrons dans le complément À y, ($ 4-b) qu'ils sont à 
l’origine du déplacement de Bloch-Siegert en résonance magnétique. 
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c) PÉRIODICITÉ LOCALE DU DIAGRAMME D'ÉNERGIE 


La variation relative du couplage vy sur l’étendue AN de la 
distribution du nombre de photons laser s'écrit, d’après (B.13) 


oN Le (B.14) 


Compte tenu de (B.2), une telle variation peut être négligée, ce qui 
revient à prendre 


Un = 8 V (N) (B.15) 


Le fait de prendre un couplage vy indépendant de N entraîne que le 
diagramme des niveaux d’énergie résultant de la diagonalisation de 
H, + H; + V a, pourra être considéré comme périodique sur une plage 
AN de valeurs de N autour de (NY. 


d) INTRODUCTION DE LA FRÉQUENCE DE RABI 


Supposons que le mode laser soit dans un état cohérent 
|a exp(—iw;t)} (avec a réel). L'équation (B.8) donne alors en 
valeur moyenne, et compte tenu du fait que (N) = a? 


(ae "EE (Rae 2) = &, coswt (B.16.a) 
hw 

&=2€, L VEN) (B.16.b) 
2€0V 


On sait qu’il est alors correct (voir exercice 17) de traiter le champ laser 
comme un champ extérieur classique donné par (B.16.a). C’est ce que 
nous avons fait dans le chapitre V. Nous avions alors posé : 


AN, = — dy. 8g (B.17) 


où NQ, est la fréquence de Rabi que nous supposerons positive. En 
reportant (B.16.b) dans (B.17) et en utilisant (B.12), nous pouvons 
alors écrire (B.15) sous la forme 


ce qui permet d’exprimer le couplage résonnant associé à V,, en 
fonction de la fréquence de Rabi N, introduite au chapitre V. 


4, Les états propres de l’atome habillé 


a) NIVEAUX D'ÉNERGIE ET FONCTIONS D'ONDE 


Lorsqu'on tient compte du couplage Vy entre les deux états 
la,N +1} et |b,N) de &(N) on obtient deux états perturbés que nous 
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appellerons états habillés et noterons |I(N)) et |2(N)). Pour 
N variant dans l'intervalle AN autour de (NY, on peut négliger la 
variation de vy avec N et utiliser (B.18). On trouve alors que les deux 
niveaux sont séparés par un intervalle 


AN =h ,/56? +0? (B.19) 


et sont symétriquement disposés par rapport aux niveaux non perturbés 
(Fig. 4). 


[1(N)) 
jla, N +1) 
hss À 


lb, N) 


~ — ~ 
æ 
© 


12(N)) 


Figure 4. Niveaux non couplés (partie de gauche) 
et niveaux perturbés (partie de droite) de la multiplicité &(N). 


Par convention, l’état |1(N)) sera celui de plus grande énergie, de 
sorte que les états propres |1(N)} et |2(N)) s'écrivent : 


[1(N)) = sin 8 |a,N +1} + cos 8 [b,N) (B.20.a) 
[2(N)) = cos 8 |a,N +1) — sin 8 |b,N) (B.20.b) 


où l'angle 8 est défini par 


5 
cotg 20 = — T 0<20 <r (B.21) 
1 


b) DIAGRAMME D'ÉNERGIE EN FONCTION DE ñw; 


La figure 5 représente les variations avec ñw; des énergies des 
niveaux habillés |1(N)) et |[2(N)). Les énergies sont repérées par 
rapport à l’énergie de l’état non couplé |a,N}. Les droites en traits 
tiretés représentent les énergies des états non couplés |a,N +1) 
(droite de pente 1 passant par l’origine) et |[b,N > (horizontale d’ordon- 
née Awo). Elles se coupent pour hw; = hw,. Les énergies des niveaux 
habillés [1(N)} et |2(N)) forment les deux branches d’une hyperbole 
admettant les droites précédentes comme asymptotes. L'écart minimum 
entre les deux branches de l’hyperbole est réalisé pour hw; = flow, et 
vaut alors AN. 
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Figure 5. Variations avec ñw, des énergies des niveaux habillés |1(N)} et 
|2(N)y (en traits pleins). Les droites en traits tiretés représentent les énergies 
des états non couplés |[a,N +1} et [b,N)}. 


A la différence des états non couplés qui se croisent pour ñw; = hwo, 
les niveaux habillés |1(N)) et |2(N)) se repoussent et forment un 
«anticroisement» (*). L'avantage d’une telle représentation graphique, 
et d’autres qui seront données dans la suite de ce chapitre, est de 
donner une vision globale de plusieurs phénomènes physiques. Ainsi, 
quand on fait varier le désaccord ô; = œw; — wg de valeurs positives à 
des valeurs négatives, on voit sur la figure 5 que l’état |1(N)) passe 
continüment de l’état non couplé |a,N +1} à l’état non couplé 
Ib,N), en passant pour 6, = 0 par une superposition linéaire de ces 
deux états avec des poids égaux. Les écarts entre les niveaux perturbés 
et leurs asymptotes pour |ô,| > Q, représentent les déplacements 
lumineux des états atomiques a et b dus au couplage avec le laser. On 
voit par exemple sur la figure 5 que le déplacement lumineux de l’état 
a est positif pour ô; 0, et négatif pour 6, <0, les conclusions pour 
l’état b étant inversées. 


5, Manifestations physiques des processus d’absorption et d’émission 
induite 


Comme nous l’avons déjà indiqué plus haut, les couplages décrits par 
vy correspondent aux processus d'absorption (|a,N +1) — |b,N)) 
ou d'émission stimulée (|b,N Y — |a,N +1). Les manifestations de 


(*) Rappelons que nous n'avons pas encore tenu compte de l'émission spontanée. 
Lorsqu'on tient compte de ce phénomène, les niveaux perturbés continuent à se croiser si 
N, n’est pas suffisamment grand devant F (voir $ C-3-c du chapitre IH). 
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ces processus peuvent être envisagées d’un point de vue dynamique ou 
statique. 

Commençons par le point de vue dynamique. Supposons le système 
dans l’état |a,N +1) à l'instant r =0. Quelle est la probabilité 
P(t) de le trouver dans létat |[b,N) à l’instant ¢ ? Il s’agit là d’un 
problème bien connu en mécanique quantique. La probabilité P(t) est 
une fonction sinusoïdale du temps, oscillant à la fréquence de Bohr 
N associée aux deux niveaux perturbés |1(N)} et |2(N)). L’oscillation 
est complète quand les deux niveaux perturbés contiennent tous deux 
des proportions égales des états non couplés |a,N +1} et |b,N}. On 
retrouve ainsi le phénomène de « nutation de Rabi » qui, à résonance 
(8, = 0), s'effectue à la fréquence de Rabi 2.. 

D'un point de vue statique, l'effet du couplage se traduit par le fait 
que les nouveaux états stationnaires du système global ont des énergies 
et des fonctions d’onde qui diffèrent de celles des états non couplés. 
Nous verrons dans la suite que ces différences sont à l’origine de 
plusieurs phénomènes importants comme par exemple la modification 
des spectres d'émission ou d’absorption de l’atome lorsqu'il interagit 
avec le faisceau laser. 
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C — LA FLUORESCENCE DE RÉSONANCE 
INTERPRÉTÉE COMME UNE 
CASCADE RADIATIVE DE L’ATOME HABILLÉ 


Après avoir étudié les niveaux d'énergie de l’hamiltonien H,, de 
l'atome habillé, nous introduisons maintenant le couplage de ce 
système avec les modes vides du champ (partie de droite de la figure 1). 
Un tel couplage fait apparaître des photons dans les modes qui étaient 
initialement vides. Ce sont les photons de fluorescence qu’un atome 
émet dans tout l’espace lorsqu'il est excité par une onde laser 
résonnante, et qui apparaissent ici comme des photons émis spontané- 
ment par l'atome habillé. Le but de cette partie est de préciser cette 
image physique et de montrer que la fluorescence de résonance peut 
être effectivement décrite en termes de cascade radiative de l’atome 
habillé descendant le long de son échelle de niveaux d’énergie par une 
suite de processus d'émission spontanée. Nous nous contenterons ici 
d'arguments physiques simples. Une étude plus quantitative sera 
présentée dans les parties D et E suivantes à partir de l’équation pilote 
décrivant l’émission spontanée de l’atome habillé. Après un bref rappel 
des divers temps caractéristiques du problème ($ 1), nous décrivons la 
cascade radiative de l’atome habillé et les divers phénomènes physiques 
qui lui sont associés. Deux bases différentes sont utilisées : la base non 
couplée ($ 2) adaptée à l’aspect temporel des processus, la base des 
niveaux habillés ($ 3) adaptée à l’aspect énergétique. 


1. Les divers temps caractéristiques du problème 


Dans le chapitre IV, nous avons introduit deux temps caractéristiques 
pour un processus de relaxation comme l’émission spontanée : le temps 
de corrélation 7, qui est très court (r, est inférieur à une période 
optique 1/w, car son inverse caractérise l’échelle de variation de la 
densité spectrale des fluctuations du vide qui varie en w?) ; la durée de 
vie radiative Tę = T7! qui est beaucoup plus longue et qui est le temps 
moyen au bout duquel un atome initialement excité émet un photon. 
Quand un atome est excité, on ne peut pas prédire avec certitude 
l'instant d'émission du photon (seule la probabilité d'émission par unité 
de temps 1/rkR est connue). Quand l’émission se produit, le processus 
lui-même dure un temps de l’ordre de r.. 

Considérons maintenant les processus d'absorption et d’émission 
stimulée. D’après le paragraphe B.5 plus haut, le temps caractéristique 
qui leur est associé est la période de nutation de Rabi qui vaut 
A; ! à résonance et N~! dans le cas général (voir (B.19)). Dans tout ce 
chapitre (comme d’ailleurs dans le précédent), nous nous limitons au 
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cas 
r,.æ 07! (C.1) 


La condition (C.1), qui est équivalente à wọ > N4, |z|, exprime que 
la durée 7, d’un processus élémentaire d'émission spontanée est trop 
courte pour que l'interaction avec les photons laser puisse se manifester 
pendant ce temps 7,: les photons laser restent « spectateurs ». Par 
contre, entre deux processus spontanés (échelle de temps 1°” !), l'atome 
et les photons laser ont le temps de se coupler. 

Les images physiques que nous allons donner ci-dessous de la 
fluorescence de résonance dépendent bien sûr de l’expérience envisa- 
gée. Si nous sommes intéressés par l’aspect temporel des phénomènes, 
en mesurant par exemple au moyen d’un photodétecteur à bande très 
large ies instants d'émission des divers photons émis par l’atome, il est 
clair que la description de l’évolution du système sera plus simple dans 
la base non couplée puisque, pour chaque processus élémentaire 
d'émission spontanée, les photons laser restent spectateurs. Si par 
contre nous essayons de mesurer l’énergie des photons émis au moyen 
d’un photodétecteur à bande étroite ôv, le temps de mesure (de l’ordre 
de ôv?) est suffisamment long pour que l’on accède aux fréquences de 
Bohr du système couplé atome + photons laser. La base des niveaux de 
l'atome habillé est alors plus intéressante. 


2. La cascade radiative dans la base non couplée 


a) ÉVOLUTION TEMPORELLE DU SYSTÈME 


Sur la figure 6, nous avons représenté trois multiplicités &(N), 
(N —-1), &Œ(N-2) de niveaux non couplés du système 
atome + photons laser (les niveaux contenant b étant à droite des 
niveaux contenant a). Les couplages induits par V4, entre niveaux 
d’une même multiplicité décrivent les processus d’absorption et d’émis- 
sion stimulée (flèches horizontales dirigées respectivement vers la 
droite et vers la gauche). Comme les photons laser restent spectateurs 
au cours d’un processus élémentaire d'émission spontanée faisant 
passer l’atome de b à a, les transitions correspondantes relient des états 
b et a avec la même valeur de N (flèches ondulées). 

L'évolution temporelle peut alors être décrite de la manière suivante. 
Supposons que le système soit initialement dans &(N) où il effectue une 
oscillation de Rabi entre |a,N +1) et |b,N). A un certain instant, un 
« saut quantique » (de durée 7,) se produit de |[b,N) vers |a,N) avec 
émission spontanée d’un photon. Une nouvelle oscillation de Rabi 
commence alors entre |a,N} et |b,N — 1}, jusqu’au prochain saut 
quantique |b,N — 1} — |a,N — 1), et ainsi de suite... 
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Figure 6. Cascade radiative dans la base non couplée. Les flèches horizonta- 
les correspondent aux processus d’absorption et d'émission stimulée, les flèches 
ondulées obliques aux processus d'émission spontanée. 


b) DÉGROUPEMENT DE PHOTONS 


La discussion précédente montre que, immédiatement après l’émis- 
sion spontanée d’un photon, l’atome se trouve dans l’état inférieur 
a, le système global étant par exemple dans létat |a,N) de 
E(N — 1). Aucune transition spontanée ne part de |a,N} (voir Fig. 6) 
et il faut donc attendre un certain temps pour que l’atome passe dans 
l'état |b,N — 1} (par absorption d’un photon laser) et soit de nouveau 
capable d'émettre spontanément un autre photon. 

Deux émissions spontanées de photons par le même atome sont donc 
nécessairement séparées par un intervalle de temps 7 dont la distribu- 
tion de probabilité tend vers 0 quand 7 — 0. Il s’agit là d’un effet de 
dégroupement de photons qui est typiquement quantique et qui a été 
observé expérimentalement (*). 


c) DÉLAIS ENTRE DEUX ÉMISSIONS SPONTANÉES SUCCESSIVES 


Supposons qu’un photon soit émis à l’instant ż = 0, par exemple au 
cours d’une transition |b,N Y — |a,N}. A t = 0, le système est donc 
dans l’état [a,N ). Comme le photon suivant est nécessairement émis à 
partir de |b,N — 1}, la probabilité pour que l'émission suivante ait lieu 
entre r et r + dr est égale à K(r)dr où K(r) est T fois la probabilité 


(*) H.J. Kimble, M. Dagenais and L. Mandei, Phys. Rev. Lett. 39, 691 (1977) ; M. 
Dagenais and L. Mandel, Phys. Rev. A18, 2217 (1978); J.D. Cresser, J. Hager, 
G. Leuchs, M. Rateike and H. Walther in « Dissipative Systems in Quantum Optics », 
Topics in Current Physics 27, p. 21, ed. R. Bonifacio (Springer Verlag, 1982). 
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d’être dans [b,N —1) à l'instant 7 sachant qu'on est parti de 
|[a,N} à t = 0. Pour calculer K(r), on peut donc se limiter aux deux 
seuls états de la multiplicité &(N — 1). Le problème se réduit à celui de 
l’évolution de deux états couplés, l’un étant stable (|a,N y), Pautre 
instable (|b,N — 1)). Nous avons déjà étudié un tel problème dans le 
paragraphe C.3 du chapitre III et montré que l’évolution dans la 
multiplicité des deux états était décrite par un hamiltonien effectif non 
hermitique. Il nous faut donc ici résoudre le système d’équations : 


i Ča = Ch 


iċ = -ô —i ie; (C.2) 
avec la condition initiale c(0) — 1 c,(0) =0, et en déduire 
K(r) = T'|cy(r)|?. On trouve ainsi, pour une excitation résonnante 


(81 =0): 
nQ? 
K(r) = r si ZE ) e-rr/2 (C.3.a) 


avec  ÀA?= Q?- — (C.3.b) 
(Nous supposons À ? > 0, c’est-à-dire N2; = 1/2. Sinon, il faut changer 
le signe de À? et remplacer sin par sh). 

La fonction K{r) caractérise la répartition des délais r entre deux 
émissions successives. Considérons maintenant la succession des ins- 
tants aléatoires f,,t,...t,... où l’atome a émis spontanément des photons 
au cours de sa cascade radiative. L’instant t, d'émission du n°" photon 
est corrélé avec l'instant #,_, d'émission du photon précédent. C’est 
l'effet de dégroupement mentionné plus haut. Par contre, les intervalles 
Ta =tn— ty 1 Eet Tr-1=th 1-1, _2 Sont des variables aléatoires 
indépendantes puisque, après l’émission d’un photon à l'instant 
t, 1, le système repart d’un état de type |a,N} indépendamment de 
tout ce qui s’est passé avant #,_,. La connaissance de la répartition 
K(r) des délais entre deux émissions successives est donc suffisante 
pour caractériser les propriétés statistiques du processus aléatoire 
formé par la succession des instants d'émission. Si les photons émis sont 
observés avec un photodétecteur et si l'efficacité n du détecteur est 
connue, on conçoit aisément qu'il soit possible de calculer, à partir de 
n et de X(r), toutes les caractéristiques du nombre de photons détectés 
pendant un temps T (signaux de comptage de photons) (*). 

Dans le paragraphe E.3, nous calculerons le signal de corrélation de 


(*) Voir par exemple, S. Reynaud, Ann. Phys. Fr, 8, 315 (1983). 
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photons à partir de l’équation pilote de l’atome habillé. Nous justifie- 
rons ainsi de manière précise l'introduction de la fonction K(r) et 
toutes les images physiques que nous venons de donner. 


3. La cascade radiative dans la base des niveaux habillés 


a) TRANSITIONS PERMISES ENTRE NIVEAUX HABILLÉS 


Pour trouver les transitions spontanées permises entre niveaux 
habillés, il faut déterminer les paires de niveaux habillés entre lesquels 
le dipôle atomique d a un élément de matrice non nul. Nous avons vu 
dans le paragraphe C.2 précédent que, dans la base non couplée, 
d ne peut relier que les deux niveaux |b,N Y et |a,N} appartenant à 
deux multiplicités adjacentes &(N) et E(N — 1) (flèche en traits tiretés 
de la figure 7). Or, les deux niveaux |1(N)) et |2(N)) de &(N) sont 
tous les deux « contaminés » par |b,N}) (voir (B.20)). De même, les 
deux niveaux |1(N —1)} et |2(N —-1)) de &(N — 1) sont tous deux 
contaminés par |a,N}. On en conclut que les quatre transitions reliant 
les deux niveaux habillés de deux multiplicités adjacentes sont toutes 
permises (flèches ondulées de la figure 7). Par contre, comme les deux 
états |1(N)) et [2(N)) ne sont pas contaminés à la fois par 
la Nÿ et |b,N), il ny a pas de transition permise entre les deux 
niveaux habillés |1(N)} et [2(N)> d’une même multiplicité. On 
montrerait de même qu'il ny a pas de transitions permises entre 
E(N) et E(N — p) si p —1. 


11(N)) 
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So hê IAQ EN) 
2(N)) | 
f | ) | 
| | 
ho | 
l l 
| l I1(N -1)) 
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Figure 7. Transitions spontanées permises entre niveaux non couplés 
(partie de gauche) et niveaux habillés (partie de droite). 
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Quantitativement, les quatre éléments de matrice de transition entre 
li(N)} et |j(N —1)) sont proportionnels aux éléments de matrice 
CiN) SF, CN — 1)). Pour N variant dans l'intervalle AN autour de 
{N), on peut utiliser expression (B.20) des états |i(N)). Les 
éléments de matrice entre <i(N)| et |j(N —-1)) de lopérateur 
S, défini en (B.10) sont alors indépendants de N, et sont notés 
(F) Is valent : 


CNIS LIIN —1)) = (F ,)u = sin 8 cos 8 (C.4.a) 


CANJIF LIAN -1)) = (F ,)zn = -sin@cos8 (C.4.b) 
AIS, [AN = D) = (Sn = cos 8 (C.4.c) 
(ANIS, IUN -1)) = (Fin = - sin? 0 (C.4.d) 


b) TRIPLET DE FLUORESCENCE 


Les fréquences centrales des raies émises spontanément dans les 
transitions permises de la figure 7 valent : 


Transition |[1(N)} — |2(N — 1)) : Fréquence w; + Q 
Transition [2(N)) — |1(N — 1)} : Fréquence w; — Q 
Transition [i(N)) — |i(N —1)) :Fréquence w; (C.5) 


l = l, 


Le point de vue de l’atome habillé permet ainsi de comprendre très 
simplement la structure en triplet du spectre de la lumière de 
fluorescence, formé d’une raie centrale en w; et de deux bandes 
latérales en w; + 42. 

Pour déterminer les largeurs de ces trois raies, il ne suffit pas de 
calculer la largeur naturelle de chaque niveau habillé, qui est égale à la 
probabilité par unité de temps d’émission spontanée d’un photon à 
partir de ce niveau (donnée par la règle d’or de Fermi). En effet, 
comme le diagramme des niveaux de l’atome habillé est périodique, des 
transferts de cohérence peuvent se produire (comme pour l’oscillateur 
harmonique ; voir complément B;y, $ 3.b) entre paires de niveaux 
correspondant à la même fréquence de Bohr. Nous verrons plus loin 
comment la résolution de l'équation pilote de atome habillé permet de 
résoudre ce problème. Nous obtiendrons également pour les poids des 
raies des expressions simples en termes de populations des niveaux de 
départ et de taux de transition. 


c) CORRÉLATIONS TEMPORELLES ENTRE PHOTONS DE FLUORESCENCE 
FILTRÉS EN FRÉQUENCE 


Supposons 2 > T. Les trois raies du triplet, dont nous verrons plus 
loin qu’elles ont une largeur de l’ordre de F, sont alors bien séparées. 
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En interposant devant le détecteur à bande large qui observe la lumière 
de fluorescence un filtre en fréquence de largeur êw telle que 


Tewa (C.6) 


et dont la fréquence centrale coïncide avec w,, w, + {2 ou w; — Q, on 
peut déterminer dans quelle raie du triplet le photon détecté a été émis 
tout en conservant une résolution temporelle meilleure que 17! 
Pour interpréter les signaux observés dans de telles conditions, 
l'image de la cascade radiative entre niveaux habillés est particulière- 
ment commode. Par exemple, dans la cascade représentée sur la 
figure 8, le système partant de [1(N)} émet un photon w, + N2, ce qui 
l'amène en |2(N —-i}), puis un photon w, — Q, ce qui l’amène en 
[I(N — 2), puis un photon w,, ce qui amène en |1(N — 3)... 


11(N)) 
rw 12(N)) 
w +N 
[2(N —1)} 
w- NQ 
[2(N - 2)} 
wL 
[1 (N - 3) 
A I2(N -3)) 


Figure 8. Cascade radiative dans la base des niveaux habillés. 


L'image précédente permet de comprendre simplement les corréla- 
tions temporelles entre photons émis dans les diverses raies du triplet. 
Ainsi, après émission d’un « grand » photon (œw; + 2), l’atome habillé 
est dans un niveau de type 2 à partir duquel il ne peut émettre qu’un 
« petit » photon (wz; — &2) ou un « moyen » (wz). Entre deux émissions 
de grands photons (wz; + 9), il doit donc y avoir nécessairement 
émission d’un petit (w; — N), ce qui ramène l'atome habillé d’un 
niveau de type 2 à un niveau de type 1. Les corrélations entre photons 
w; + Q et w; — N ont pu être observées expérimentalement (*). 


(*) A. Aspect, G. Roger, S. Reynaud, J. Dalibard and C. Cohen-Tannoudji, Phys. 
Rev. Lett. 45, 617 (1980). 
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Remarque 


Revenons à l'effet de dégroupement de photons observable avec un 
détecteur à bande large (voir $ C.2.b plus haut). Comment apparaît-il dans 
la base des niveaux habillés ? Immédiatement après la détection d’un 
photon par un détecteur à bande large, on sait que le système est dans un 
état ne contenant que a, par exemple |a,N). Or, l'état |a,N Y est une 
superposition linéaire des deux niveaux habillés [I1(N —-1)) et 
[2(N —1)) qui ne rayonne pas. L'évolution ultérieure fait varier la 
différence de phase entre |1(N — 1) et J2(N —1)) à la vitesse 
Q et rend possible à nouveau l'émission de lumière. En d’autres termes, 
les oscillations de Rabi observées sur la population de |b,N}, et donc sur 
le taux d'émission, apparaissent dans la base habillée comme un signal de 
battements quantiques, la cohérence initiale entre les deux niveaux de 
E(N — 1) étant préparée percusionnellement par la détection du premier 
photon. En mettant devant le détecteur des filtres du type de ceux 
envisagés dans ce paragraphe, on supprime ces battements de la même 
manière que, dans une expérience de battements quantiques, toute 
tentative de déterminer à partir de quel niveau le photon est émis supprime 
l'effet d’interférence qui est à l’origine du battement. 
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D - ÉQUATION PILOTE DE L’ATOME HABILLÉ 


Dans le paragraphe E-1-a du chapitre IV, nous avons établi l’équation 
pilote qui décrit l'émission spontanée d’un atome à deux niveaux 
a et b. Pour la discussion de cette partie D, il est utile de rappeler cette 
équation et de l'écrire sous forme opératorielle 


Soas ElHaod-5 (Sont 087, )+T 048, 


(D.1) 


Dans (D.1), c4 est l'opérateur densité atomique, H, l’hamiltonien 
atomique (B.4), F, et _ les opérateurs donnés plus haut en (B.10). 
La projection de (D.1) sur la base { |a),[b) } donne 


pb = -F Ty 
Oa =T Ty (D.2) 
ab = O9 Tab — 5 Tab 


2 


qui sont bien les équations (E.5) et (E.6) du chapitre IV (nous 
supposons les déplacements radiatifs réinclus dans wọ). 

Dans cette partie D, nous généralisons équation (D.1) pour le 
système atome + mode laser, c’est-à-dire pour l’atome habillé d’hamil- 
tonien Haz = H 1 + H; + Var. Nous commençons ($ 1) par établir la 
forme générale de l’équation pilote dans le cadre de l’approximation 
des vitesses de variation indépendantes. Nous projetons ensuite cette 
équation sur la base des niveaux habillés et interprétons physiquement 
les résultats obtenus à la limite séculaire 9 > T° ($ 2). Nous montrons 
enfin qu’un état quasi stationnaire peut être défini pour la cascade 
radiative de l’atome habillé ($ 3). 


1. Forme générale de l’équation pilote 


a) APPROXIMATION DES VITESSES DE VARIATION INDÉPENDANTES 


La discussion physique du paragraphe C-1 ci-dessus montre que, si la 
condition 7, < N-! est vérifiée, les photons laser restent « spectateurs » 
au cours d’un processus élémentaire d'émission spontanée, car l’oscilla- 
tion de Rabi de fréquence {2 n’a pas le temps de s'effectuer pendant le 
temps de corrélation 7, d’un tel processus. Par contre, entre deux 
processus d’émission spontanée, le couplage V 4z entre l’atome et les 
photons laser a le temps de se manifester. L’approximation des vitesses 
de variation indépendantes consiste à ajouter indépendamment les 
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vitesses de variation de l’opérateur densité ø 4, de l’atome habillé, dues 
respectivement aux processus d’absorption et d’émission induite d’une 
part, d'émission spontanée d’autre part, et calculées comme si chaque 
type de processus agissait seul. Nous généralisons ainsi l'équation (D.1) 
sous la forme 


; | 
P7 TAL = — 5 [HaT az) — 
-E (9, o+ 0n, ) +9 ouf. (D3) 


Il convient de noter la présence de H,, (qui contient V 4z) dans le 
premier terme, au lieu de HV”. Nous reviendrons plus loin (voir 
remarque du paragraphe D-2-b et complément B,,) sur les corrections 
qui peuvent être apportées à l'approximation des vitesses de variation 
indépendantes. 

Les deux derniers termes de (D.3) décrivent l’effet de l’émission 
spontanée. Par projection sur la base non couplée des états propres de 
H, + H, ils donnent 


(bN |ċaLlb, N’) = -T B,NIoxrlb,N'} 

(a, N|óaLla N’) = T (b,N|oazlb,N'} (D.4) 
| ; r 3 

(bN | darla N’) = -5 (BN |oaLla N’) 


On retrouve bien les mêmes équations que pour g4 tout seul (voir 
(D.2)), les nombres quantiques N et N’ des photons laser n'étant pas 
changés lors du processus. 

A partir de maintenant, et pour simplifier les notations, nous écrirons 
o l'opérateur densité de l’atome habillé au lieu de e4,- 


b) COMPARAISON AVEC LES ÉQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES 


Posons 
(S4) =} (aN]olb,N) 


(S-) = E (bN lola N) (D.5) 


(S,) 


SEINS IbN) - (aN |o |aN)] 


Les équation du mouvement de (S,), €S_}, €S,) peuvent être 
obtenues à partir de (D.3). On peut vérifier aisément que ces équations 


(*) Les opérateurs , de (D.3) doivent être aussi compris comme les produits 
tensoriels des opérateurs (B.10) par l'opérateur unité du mode laser. 
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coïincident exactement avec les équations de Bloch optiques (A.18) du 
chapitre V. Pour les termes d'émission spontanée, un tel résultat n’est 
pas surprenant, compte tenu de la similarité entre (D.2) et (D.4). Pour 
les termes d'absorption et d'émission induite (contribution du premier 
terme de (D.3)), il suffit de noter que la restriction de H,, dans une 
multiplicité &(N) de l’atome habillé est représentée, à un terme 
constant près, dans la base { [b,N), |a,N +1) } par la matrice 


hf-êL NR 
: | L ') (D.6) 


Q, ô, 


Or, nous avons introduit dans le chapitre V une représentation 
géométrique de loscillation de Rabi (associée aux processus d’absorp- 
tion et démission induite) en termes de spin fictif couplé à des champs 
magnétiques (voir paragraphe A-4 du chapitre V). Il est facile de voir 
que la matrice (D.6) coïncide avec celle qui représente, dans le 
référentiel tournant OXYZ, l’hamiltonien d'interaction du spin fictif 
avec le champ efficace B, (voir figure 1 du chapitre V). Il existe donc 
une analogie étroite entre les niveaux habillés [1(N)) et [2(N)) d’une 
multiplicité &(N) de l'atome habillé et les états propres du spin fictif le 
long de la direction du champ efficace B.. L’angle 2 8 introduit en 
(B.21) correspond d’ailleurs à langle entre les deux champs B, et 
b, de la figure 1 du chapitre V. 

Nous avons ainsi montré que les équations de Bloch optiques du 
chapitre V sont contenues dans les équations plus générales (D.3). Il ne 
faut pas perdre de vue cependant que l'opération de « réduction » 
associée à (D.5) (sommation sur N) « condense » toutes les multiplicités 
E(N) en une seule, et fait donc perdre l’image de la cascade radiative 
E(N) — E(N — 1) — E(N — 2)... et toutes les interprétations physi- 
ques simples qui en découlent (voir partie précédente C). 


2. Equation pilote dans la base des niveaux habillés à la limite séculaire 


a) AVANTAGES DE LA BASE COUPLÉE À LA LIMITE SÉCULAIRE 


L’équation opératorielle (D.3) peut être projetée sur m'importe 
quelle base. La base des niveaux habillés est particulièrement commode 
pour le premier terme de (D.3) puiqu’elle diagonalise H,,. Par contre, 
les deux derniers termes de (D.3) donnent dans cette base des 
équations moins simples que (D.4). Apparaissent en particulier des 
couplages entre les populations des niveaux habillés et les cohérences 
entre deux niveaux. 

La situation se simplifie cependant si l’écart AQ entre les deux 
niveaux d’une multiplicité est grand devant AF. On peut en effet 
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négliger alors les couplages «non séculaires » entre populations et 
cohérences et retrouver des images physiques simples en termes de taux 
de transfert par émission spontanée entre niveaux habillés. Dans toute 
la suite de cette partie nous supposerons donc 


NR>T (D.7) 


b) ÉVOLUTION DES POPULATIONS 


Projetons équation (D.3) sur |i(N)) à droite, (i(N)| à gauche 
(avec i = 1 ou 2). En négligeant les couplages non-séculaires entre 
populations et cohérences, nous obtenons pour la population 


Tim = (E(N)Io li(N)) (D.8) 
du niveau habillé |i(N)} l'équation d'évolution 


> Ti) TiN) t È Dii Tiny (D.9) 


TiN = — 
j=12 = 1,2 


où les taux de transition 
Tijat (NS N-D STS)? (D10) 
valent, compte tenu de (C.4) 


Dii = l = T cos?0 sin?8 
T, = T sint0 (D.11) 


L'interprétation de léquation (D.9), écrite pour i = 1 


Ti) = — Tin Ei + Ti) + Tanel zi + Tiwani (D.-12) 


est très claire (voir Fig. 9.a). Le niveau |1(N)) se désexcite par 
émission spontanée vers les niveaux [1(N —-1)) (avec un taux 
P1) et |2(N —1)) (avec un taux T',_,) et est alimenté à partir des 
niveaux |1(N +1)} (avec un taux 1, ;) et |2(N +1) (avec un taux 


Ti). 


Remarque 


Au lieu de déduire (D.9) de (D.3), on pourrait utiliser les équations 
générales (C.7) et (C.S) du chapitre IV. Les expressions (D.11) des taux 
de transition ne seraient alors retrouvées que si la densité spectrale des 
fluctuations du vide (qui varie en w°) peut être considérée comme 
constante d’une composante à l’autre du triplet de fluorescence, c'est-à- 
dire si 


w? = (w, — RP = (w, + RP = wg (D.13) 
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[ICN +1) 


[2(N +1) 


11(N)>) 
[2(N )>) 


IIN -1)) 
|2(N -1)) 

(a) (b) 
Figure 9: a- Transferts de populations responsables de la variation de la 


population du niveau |1(N)> 
b - Transfert de cohérence de E(N +1) vers &(N). 


&(N-1) 


La condition (D.13) n’est autre que la condition de validité (C.1) de 
l'approximation des vitesses de variation indépendantes (puisque 
T, S w5 `). On voit ainsi qu’en utilisant directement les résultats généraux 
du chapitre IV, on pourrait corriger l’approximation précédente et obtenir 
une équation pilote pour l’émission spontanée de l’atome habillé, plus 
générale que celle déduite de (D.1) et (D.3). 


c) ÉVOLUTION DES COHÉRENCES - TRANSFERTS DE COHÉRENCE 
La projection de (D.3) à droite sur [2(N)), à gauche sur (1(N)| 
donne 
d r 
a AW)IoT2(N)} = -i9 AN) |2N)) - 
— FuN) |o l2(N)) + Ka ÇI(N +1)|o|2(N +1)) (D.14) 


1 T 
Pos Patrie ia tinas (D.15) 


est la demi-somme de l’ensemble des taux de transition hors des 
niveaux |[1(N)) et [2(N)) et où 


Ka = TV '(UN)|S JIN +1)) (AN +1)1#, F2(N)) 
T(S OSS }n = -T sin? 8 cos? 8 (D.16) 


Le premier terme du second membre de (D.14) décrit l’évolution 
propre de la cohérence (1(N)|o|2(N)) à la fréquence N. Le second 
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décrit l’amortissement dû aux transitions radiatives des deux niveaux 
concernés vers les niveaux inférieurs de &(N — 1). Le dernier terme 
décrit enfin un transfert radiatif de cohérence de (N +1) vers 
E(N) (voir Fig. 9.b). Comme pour l’oscillateur harmonique (voir 
complément B;y, $3-b), il est dû à la périodicité du diagramme 
d'énergie qui donne naissance à des cohérences de même fréquence. 


Remarque 


Il est possible également de considérer des cohérences entre niveaux 
appartenant à des multiplicités différentes (avec |N ~ N'| < AN). Par 
exemple, on obtient pour l'équation d'évolution de €1(N)|æ|2(N')) 
l'expression 


À UNEAN) = -iR + (N = No NUNE [2V)) 
~Pa GUN) o [2N')) + K'a ÇL(N + 1)[o [2(N' +1)} (D.17) 
où l'i, qui est la demi somme des taux de transition de |1(N)} vers 


JI(N —1)} et [2N—1)) et de {2(N')} vers [I(W'-1)} et 
[2(N' — 1), est égal à l et où 


K'a = TD CIN)IS 2 FIN +1)) UN’ +1), P, F2N')> 
= TPS Je = Kn (D:18) 


On en déduit que, au terme d'évolution propre près, les cohérences 
CI(N)|o|2(N')Y et I(N)]o |2(N)) obéissent aux mêmes équations 
d'évolution. Une démarche analogue permettrait de montrer que les 
cohérences &i(N)|o |i(N')}} avec i = 1,2 obéissent, au terme d'évolution 
propre près, aux mêmes équations que les populations 
LICN) L LÉN)) = Tiy: 


d) POPULATIONS RÉDUITES ET COHÉRENCES RÉDUITES 


Les équations d'évolution des grandeurs « réduites » 
i= È Ti) (D.19.a) 
N 


on = } (IN)|ol2{N)} (D.19.b) 


3 
i 


se déduisent aisément des équations (D.9) et (D.14). 
Pour les populations réduites 7, et m, on obtient 


= = ni lit m Taa (D.20) 


ta = — mi laat mi li 
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La solution stationnaire de ces équations 


Pia sintð 
mi = e—a n ————— — D.21.a 
! Titla coso +sin6 ( ) 

T2 cos‘ 0 
TE = D.21.b 
7  Tiz2+lia  sin0 +cos'6 ( ) 

obéit à l'équation 

mi Tia = mil (D.22) 


dite de « bilan détaillé » et bien sûr à la condition de normalisation 
| Pau (D.23) 
Quant au régime transitoire, il s’écrit 
mir) = mt + [m,(0) - mie "7er (D.24) 


où la constante de temps Tpop est Pinverse de 


Loop = Ti + l2 = T(cos*8 + sinto) (D.25) 
La cohérence réduite c, obéit à équation d’évolution 
y = — (iN +T on) n (D.26) 
où le taux d'amortissement Ion vaut 
EE E er ( ; + cos? 0 sin? o) (D.27) 


(on a utilisé (D.15) et (D.16)). Il convient de noter importance du 
terme de transfert ( — K) qui entraîne que T°, ne se réduit pas 
simplement à T, = [°/2. 


Remarque 


Nous avons vu plus haut ($ D-1-b) que l'opération de réduction (D.5) dans 
la base non couplée redonnaït les équations de Bloch optiques habituelles. 
Nous faisons ici en (D.19) une réduction dans la base des niveaux habillés. 
On peut montrer que les équations obtenues (D.20) et (D.26) coïncident 
exactement avec les équations de Bloch optiques, moyennant les deux 
transformations suivantes. 

Les équations de Bloch doivent être écrites, non dans la base { | + } } des 
états propres de S,, mais dans la base des états propres du spin fictif le long 
du champ efficace B, (Fig. 1 du chapitre V). Un tel changement de base 
revient à diagonaliser la partie hamiltonienne des équations de Bloch 
optiques. 

Dans cette nouvelle base, les termes de relaxation dus à l'émission 
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spontanée sont moins simples que dans la base { | + > }. Pour retrouver 
(D.20) et (D.26), il faut ne garder que les termes de relaxation séculaires 
(dans la nouvelle base). 

Comme plus haut, il ne faut pas perdre de vue que la réduction (D.19) fait 
perdre l’image de la cascade radiative dans la base des niveaux habillés 
(voir Fig. 8). 


Plus généralement, on peut considérer les cohérences réduites 


oP = F 4N -qa)lo liO) (D.28) 


faisant intervenir des cohérences entre niveaux appartenant à des 
multiplicités différentes, séparées de qghw,. Les équations (D.17), 
(D.18) et (D.27) entraînent alors que 


d® = lilqor ~ À) - Ton] cf? (D.29) 


Au terme d'évolution propre près, les cohérences réduites ol) et 
a définie en (D.19.b) obéissent aux mêmes équations d'évolution. On 
montrerait de même que ofp obéit à l’équation d’évolution 


o = ilqor +0) - To] o (D.30) 
et que les deux cohérences réduites o% avec i = 1,2 obéissent aux 
équations couplées 

GP = iqor oP - of Ti2+0W#T: 
GP = igo o9- oP r 1+of Ti 


tout à fait analogues aux équations d’évolution (D.20) des populations 
réduites. 


Il 


(D.31) 


3. Etat quasi stationnaire pour la cascade radiative 


a) MATRICE DENSITÉ INITIALE 


A l'instant initial { = 0, l’atome dans l’état |a) est mis en présence du 
mode laser dans l’état o,, de sorte que l’opérateur densité du système 
global est 


o(0) = ja) (al Q oz (D.32) 


Supposons que l’état o, soit un état cohérent |a} (a | avec 


ja) = È eln) = Den) (5) 


N=0 
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(nous avons supposé «æ réel). La distribution initiale pọ(N) du nombre 
de photons laser 
san 

PÁN) = (N|oL| NY =c =e" PT (D.34) 
est alors centrée en (NY = a? et a pour largeur AN = V(N) 
satisfaisant à (B.2). A partir de (D.32), (D.34) et (B.20), on peut 
calculer toutes les valeurs initiales des éléments de matrice de 
o. Par exemple 


C1(N) |a (0)|2(N°)) 


sin 4 cos 8 Cy 41CN' 41 


sin 0 cos 8 ,/palN + 1)Pa(N' + 1) (D.35) 


Si l’on considère des cohérences entre multiplicités voisines 
(IN - N'| < AN), le radical de (D.35) peut être approximé par 
P(N), de sorte que (1(N)|æ(0)|2(N')) est voisin de 
{1(N)|o(0)|2(N)). Plus généralement, pour |N — N'| petit, on a 


CIN) | oO) iN) = GN) lN) (D.36) 


ii 


b) RÉGIME TRANSITOIRE ET ÉTAT QUASI STATIONNAIRE 


Soit @ p(t) la restriction de œ(r) dans la multiplicité &(N) des deux 
états |1(N)) et [2(N)). D’après ce qui précède, l’évolution de 
œ y(t) doit refléter existence de deux phénomènes. Tout d’abord, on 
doit retrouver l’évolution transitoire de la matrice densité réduite 
introduite au paragraphe D-2-d : les populations et cohérences réduites 
doivent tendre vers leurs valeurs stationnaires 7}, m7 (données en 
(D.21)) et ej = 0 avec des constantes de temps Th} et Fai de l'ordre 
de T-!. Ensuite, comme des photons laser sont absorbés en perma- 
nence, la distribution p(N) du nombre de photons laser doit se déplacer 
vers le bas. Pendant un temps T, l’ordre de grandeur de ce déplacement 
est IT. 

Dès que lT>1, la matrice densité réduite a atteint son état 
stationnaire. Comme (N } et AN sont très grands devant FT (condition 
(B.1)), on peut négliger le déplacement vers le bas de la distribution 
Po(N) et considérer un état quasi stationnaire pour la cascade dans 
lequel 


TiN) = TE PON) (D.37) 
Q(N)lol2{N)) = oh pot) = 0 (D.38) 


Remarques 


(i) Un tel état quasi stationnaire peut être considéré comme résultant d’un 
équilibre dynamique. Revenons à la figure 9.a. Quand N varie de 
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+ 1, pa(N) varie très peu et (D.37) entraîne que Tiy +1) = Tiy L’annula- 
tion de #;4v, dans l’état quasi stationnaire résulte tout d’abord du fait que 
ce qui arrive de JI(N +1)> est compensé par ce qui part vers 
[1(N — 1). Ensuite, la condition de bilan détaillé (D.22) pour #j et 
m3 entraîne, compte tenu de (D.37), que ce qui arrive de |2(N +1}) est 
compensé par ce qui part vers |2(N — 1). Le niveau |1(N) est donc 
traversé par des flux de populations qui s’équilibrent à zéro. 


(ii) Nous n'avons considéré ici que l’état quasi stationnaire de 
&i(N)|oli(N)). Pour obtenir celui de (i(N)|æ{j(N'}}, il suffit de 
noter que les deux éléments de matrice obéissent aux mêmes équations 
d'évolution, au terme d’évolution propre près (voir remarque, $ D-2-c), et 
que leurs valeurs initiales sont identiques (voir (D.36)). Dans le régime 
quasi stationnaire leurs valeurs ne diffèrent donc que par l’exponentielle 
d'évolution libre. En particulier 


No li) = er Ep AN) (D.39) 
GUN) jo AN) = et PP LC EDAN) = 0 (D.40) 
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E - ÉTUDE DE QUELQUES APPLICATIONS 


1. Largeurs et poids des diverses composantes du triplet de fluorescence 


Comme première application de la méthode de l’atome habillé, nous 
déterminons les largeurs et les poids des trois composantes du triplet de 
fluorescence émis par l’atome. Nous repartons pour cela de expression 
du spectre en régime stationnaire (voir formules (D.8) et (A.15) du 
chapitre V) 


J (w) = £ i CS (TS _(0)) ei dr 


[ee] 
2 Lie i (4, (0) e~!" dr (E.1) 
0 
La moyenne est prise ici dans l’état quasistationnaire défini plus haut 
($ D-3). La normalisation de J (w) a été choisie de façon que l'intensité 
totale 


f= fao Ilo) =T F (OF _(0)) =I T (E.2) 


corresponde au nombre de photons émis par seconde. 

Pour évaluer la moyenne à deux temps qui figure dans la deuxième 
ligne de (E.1), nous utilisons le théorème de régression quantique qui 
dit que, pour T =0, (S(T) _(0)Y évolue comme (4, (T)}. Il nous 
faut donc commencer par étudier l’évolution de (S ,(7T)Y, c’est-à-dire 
encore celle du dipôle moyen. 


a) ÉVOLUTION DU DIPÔLE MOYEN 


Dans la base des niveaux habillés, opérateur S, s'écrit, avec les 
notations introduites en (C.4) 
Pi = È (F4) EN) GO — 1) (E-3) 
ij N 


c’est-à-dire encore 


S, =P! gï (E.4) 
is, 
avec 
PT =F) X} liN) GN - 1) (E.5) 
N 


L'intérêt de la décomposition (E.4) est que les trois termes du second 
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membre contribuent au dipôle moyen avec des fréquences propres 
différentes. 

Commençons par exemple par calculer la valeur moyenne de 
F £. Il vient 


LPP) = (Fi) F, UN - DIT TUN)) = (F,)n of (E.6) 


où of) est une cohérence réduite du type de celles introduites plus haut 
en (D.28) et dont l'équation d'évolution est, d’après (D.30), donné par 


ofp m lilo; + R) E Toon] cf (E.7) 


L'utilisation de (E.7) dans (E.6) montre alors que 
d - 
dr FIAT) = lilo + 2) — Ton] (S77) (E.8) 


La composante (S1{r) du dipôle moyen évolue donc à la fréquence 
w; +N et est amortie avec un taux égal à Fcon Un calcul analogue 
donne pour {S2K{r)) 


L IAD) = lilr- 0) Ta] (FAT) E9) 


Considérons maintenant la valeur moyenne des opérateurs J“ 
apparaissant dans le dernier terme de (E.4) 


CFE = (Si D GUN — DIoli(N)) = (F4 i of (E10) 


En utilisant les équations d’évolution (D.31) des cohérences réduites 
fl) et le fait que, d’après (C.4.a) et (C.4.b) (F ,)u = — (F ,)n, on 
obtient pour les valeurs moyennes (#1{r)) et (72{r)) les équations 
d'évolution couplées 


E (IME) = (ior -PLD ILO) -TaI 


É IAT) = -TIM + Gwr- Taa) IA) (E11) 


` 


La matrice 2 x 2 associée à un tel système linéaire a pour valeurs 
propres iwz et iwz — I pop Où I pop est donné en (D.25). On en déduit 
que, après un régime transitoire, amorti avec un taux I pop» les valeurs 
moyennes (%/(Tr)} tendent vers un régime stationnaire (ou plus 
exactement d'oscillation forcée) donné, d’après (E.10) et (D.39) par 


PË) yy =(P a Ju TE eY (E.12) 
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b) LARGEURS ET INTENSITÉS DES RAIES LATÉRALES 


Considérons maintenant la contribution de chacun des termes de 
(E.4) au spectre (E.1). Le premier, #!{r), donne naissance à la 
moyenne à deux temps {1{r) _(0)). Le théorème de régression 
quantique indique que, pour T = 0, cette moyenne à deux temps obéit à 
une équation d'évolution identique à celle de la moyenne à un temps 
{SX{r)}. L'utilisation de (E.8) donne alors pour r > 0: 


£ CPTI 0) = lilo + 0) -T onl FKS 0) (E.13) 
équation dont la solution est 
PAPO) = SPI) explilor + 2) — Ton] T (E14) 
Le report de (E.14) dans (E.1) donne 


1 T oh 


12 
PRET 


(E.15) 


c’est-à-dire une raie lorentzienne centrée en w; + {2, de largeur totale 
à mi-hauteur 2 l'A et de poids (*) T (SP S_Y égal d’après (E.5) à 


T IFS- = TS Ja Tr Y (HN)) CAN - 1-0) 
=I, } (F -)u (N) |1(N)) (E.16) 
iN 


Or, d’après (D.38), (2(N)|o |1(N)} est nul dans le régime quasi 
stationnaire. On en déduit, compte tenu de (D.37) et (D.10) 


TSF) = TS, )ol ri Y PN) =r] l2 (E17) 
N 


L'interprétation physique d’un tel résultat est très claire. La raie 
w +42 est émise dans une transition |1(N)} — |2(N —-1)) (voir 
(C.5)). Le poids de la raie est le produit de la population des niveaux de 
départ |1(N)) par le taux l',_, des transitions |1(N)} — |2(N —-1)). 

Un calcul tout à fait analogue donnerait pour l’autre raie latérale en 
wz, — {2 une lorentzienne centrée en w; — N), de largeur totale à mi- 
hauteur 2 Fon et de poids 


F{SIP_) = rž r] (E.18) 


(*) Compte tenu de (E.2) et (E.15), le poids d’une raie du triplet est le nombre de 
photons émis par seconde dans cette raie. 
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Ce poids est égal à celui de l’autre raie latérale donné par (E.17), 
d’après la condition de bilan détaillé (D.22). Comme les deux raies 
latérales ont même poids et même largeur, le spectre de fluorescence 
est symétrique par rapport à wz. 
c) STRUCTURE DE LA RAIE CENTRALE 

Le dernier terme de (E.4) donne naissance à la somme des deux 
moyennes à deux temps (S Y(T) 3 _(0)), avec i = 1,2. Pour 7 >0, 


ces deux moyennes à deux temps obéissent, d’après le théorème de 
régression quantique, à des équations d’évolution couplées 


E IESO) =F Ba FINFO) (E19) 


faisant intervenir les mêmes coefficients que les équations d’évolution 
(E.11) relatives aux moyennes à un temps |S Ë(r)}. Comme les 
valeurs propres de la matrice B;; sont égales à iwz et iw; — I pop» On en 
déduit que la contribution du dernier terme de (E.4) est de la forme 


générale 
ASN) + SANS 0) = À expliw r — T popl7 + B EXP iw LT 


(E.20) 


Le dernier terme de (E.20), reporté dans (E.1), donne naissance à la 
composante cohérente (ou élastique) du spectre de fluorescence 


Fcon(w) = TB (w ~ w 1) (E.21) 


de poids TB. Quant au premier terme, il fait apparaître la composante 
centrale inélastique du triplet de fluorescence, centrée en wz, de poids 
l'A et de largeur totale à mi-hauteur 2 Ppop 

Pour calculer A et B, faisons tout d’abord 7 = 0 dans (E.20). Il vient 


A+B= (SNS )+(S2S$.) (E.22) 


Un calcul analogue à celui conduisant de (E.16) à (E.17) donne alors 
pour le poids total F(A + B) des deux raies centrées en w, le résultat 


L'interprétation de (E.23) est analogue à celle donnée plus haut pour 
(E.16). Faisons enfin 7 > T LE dans (E.20). Le premier terme du 
second membre de (E.20) est alors nul et les deux opérateurs du 
premier sont décorrélés de sorte que 


B exp (iwyr) = (Sr) + #2%{r)), (F,(0)) # 
= KF, Jur? +S ari] LS, (0)) À (E.24) 
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d’après (E.12). Or, d’après (E.8) et (E.9), seul le dernier terme de 
(E.4) contribue à (9, (0)) * qui est donc égal au complexe conjugué 
du terme entre crochets de (E.24). On en déduit, en utilisant le fait que 
(S ,)n = —-(S,)n, le poids TB de la raie cohérente 


Lon = TB= TI, Jul (r? — m3) = li (ri - m3) (E.25) 


Finalement, la méthode de l'atome habillé nous a permis d’obtenir 
des expressions analytiques pour toutes les caractéristiques (largeurs et 
poids) des raies du spectre de fluorescence, dans la limite séculaire 
Nər où ces raies sont bien séparées. En utilisant les expressions 
(D.25) et (D.27) de Top €t Fcon» ainsi que la définition (B.21) de 
8, on peut retrouver tous les résultats obtenus dans le paragraphe D-3-c 
du chapitre V pour les largeurs des raies du spectre dans les deux limites 
R ST, w, = wg d’une part, |6,| > {2,,7 d’autre part. Nous obte- 
nons ici en plus des expressions très physiques pour les poids des raies 
(voir (E.17), (E.18) et (E.23)) en termes de populations de niveaux 
habillés et de taux d'émission spontanée. 


2. Spectre d’absorption d’un second faisceau laser sonde 


a) PROBLÈME PHYSIQUE CONSIDÉRÉ 


En plus du faisceau laser à w,, en général intense, qui perturbe 
l'atome sur la transition a … b de fréquence wọ, nous considérons 
maintenant un second faisceau laser, d’intensité très faible, et dont la 
fréquence w est voisine, soit de wọ (Fig. 10.a), soit de la fréquence 
w', d’une autre transition b..c partageant un niveau commun 
(b) avec la précédente (Fig. 10.8). 


} 
w6 | wg aan 

o —— b GORE deu 
woj wo] 
RAA an ! 
Op w wL si 
| 

PEL EE TREND ET 
(a) (8) 


Figure 10. Le second faisceau laser, de fréquence w, sonde, soit la transition 
a = b déjà perturbée par le premier laser de fréquence w, (Fig. a), soit la 
transition b … c (Fig. B). 
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L’absorption du faisceau laser sonde est mesurée au moyen d’un 
détecteur. Nous nous proposons d'étudier ci-dessous la modification du 
spectre d’absorption du faisceau sonde due à la présence du faisceau de 
fréquence wz. 


b) CAS OÙ LES DEUX LASERS EXCITENT LA MÊME TRANSITION 


Comme le second faisceau laser est très peu intense, nous négligeons 
toute perturbation introduite par ce faisceau sur les positions, largeurs 
et populations quasi stationnaires des niveaux de l’atome « habillé par 
les photons w,». La figure 11 représente les multiplicités &(N) et 
&(N — 1) de cet atome habillé. Les ronds schématisent les populations 
mi Po(N) et 75 po(N) des niveaux de type 1 et 2 dans le régime quasi 
stationnaire. Nous avons supposé ô; <0 (w; < wọ), de sorte que le 
niveau |1(N)}, qui est plus contaminé par |b,N } que |2(N)), est plus 
instable et donc moins peuplé (ri < m3). 


[I(N)) } 

| 
IN) $ 80) 
IN -1) 4 


l 
IRQ 
| 


I2(N —-1)) Ÿ &(N-1) 


Figure 11. Niveaux habillés et populations quasi stationnaires du système 
atome + photons w,. Les flèches ondulées indiquent les transitions qui sont 
sondées par le second faisceau laser. 


Les transitions qui sont «sondées » par le second faisceau laser 
correspondent aux paires de niveaux habillés entre lesquels le dipôle 
atomique d a un élément de matrice non nul. Ce sont donc les mêmes 
que celles qui interviennent dans le triplet de fluorescence, et elles sont 
représentées par des flèches ondulées sur la figure 11. Sans entrer dans 
le détail des calculs (très analogues en fait à ceux du paragraphe E-1 
précédent), on comprend alors tout de suite que la transition 
(1(N)) æ [2(N — 1)) (de fréquence w; + 2) est absorbante puisque, 
le niveau inférieur étant plus peuplé que le niveau supérieur, les 
processus d'absorption |2(N — 1)).|1(N)) remportent sur les proces- 
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sus d'émission induite |1(N))—|2(N —1)). Ces conclusions sont 
inversées pour la transition [2(N)}/1(N —-1)} (de fréquence 
wz — Q) qui est amplifiante puisque le niveau supérieur est plus peuplé 
que le niveau inférieur. Enfin, les deux transitions 
li(N)) — [i(N —1)) avec i = 1,2 (de fréquence w,) ne conduisent à 
aucune amplification ni aucune absorption puisqu'elles relient des 
niveaux également peuplés (*). 

La méthode de l’atome habillé permet ainsi de prévoir très simple- 
ment que pour wr < wọ et à la limite séculaire (Q > T), le spectre 
d’absorption du faisceau sonde sur la transition a  b se compose d’une 
raie d’absorption, centrée en w, + Q, de largeur 2I on (taux d’amortis- 
sement des cohérences réduites &), et de poids Ti (rf — mf), et 
d’une raie amplifiante, centrée en wz — N, de largeur 2I son et de poids 


Toal? - mi) **). 


Remarques 


(i) Les résultats précédents peuvent être interprétés perturbativement à ła 
limite wg — w, > N,, F. Les niveaux |1(N)} et |2(N —1)) diffèrent 
alors très peu de |b,N) et |a,N}, de sorte que la raie d'absorption 
J2CN — 1)) — |1(N)), dont la fréquence est très proche de wọ, corres- 
pond à l'absorption ordinaire a — b (à l’ordre 0 en {,/(w5 — w,)). Par 
contre, la transition [2(N)) — |1(N —1)}, dont la fréquence est très 
voisine de 2w; — wọ, fait intervenir la contamination de |2(N)) par 
|b,N Y et celle de |1(N — 1)) par |a,N}. Cette transition est donc au 
moins d'ordre 2 en {2,/(w5 — w,). Le mécanisme d'amplification est lié à 
un processus à trois photons : passage de l’atome de a à b par absorption 
de deux photons laser w; et émission stimulée d’un photon 2w; — w, (voir 
figure 28 du chapitre Il). 


(ii) Les résultats mentionnés ci-dessus ne sont évidemment valables que 
pour un ensemble d’atomes immobiles. Lorsque l’on tient compte de la 
distribution des vitesses, de nouveaux effets apparaissent puisque, pour 
chaque classe de vitesse, les faisceaux habillant et sonde voient leur 
fréquence déplacée par effet Doppler. La situation où ces deux faisceaux 
ont même fréquence et se propagent en sens opposés (géométrie de la 
spectroscopie d'absorption saturée) est étudiée dans l'exercice 20 à la 
limite ku > Q,> T (ku étant la largeur Doppler de la transition). On 
montre notamment dans cet exercice que, même lorsque w = w; = wp, le 
milieu n’est pas totalement transparent pour le faisceau sonde. 


(*) Ces résultats ne sont valables que dans le cadre de l’approximation séculaire. Les 
termes non séculaires donnent naissance à des processus d'amplification ou d’atténuation 
pour |w; -w|-. Leur importance est toutefois plus faible, par un facteur 
T/A, Pour plus de détails, voir: B.R. Mollow, Phys. Rev. AS, 2217 (1972); 
G. Grynberg, E. Le Bihan et M. Pinard, J. Physique, 47, 1321 (1986) ; M.T. Gruneisen, 
K.R. MacDonald and R.W. Boyd, J.O.S.A. B5, 123 (1988). 

(**) Ces effets ont été observés expérimentalement. Voir par exemple F.Y. Wu, 
S. Ezekiel, M. Ducloy and B.R. Mollow, Phys. Rev. Lett. 38, 1077 (1977). 


VLE.2 Etude de quelques applications 425 


c) CAS OÙ LES DEUX LASERS EXCITENT DEUX TRANSITIONS PARTA- 
GEANT UN NIVEAU COMMUN - EFFET AUTLER-TOWNES 


Nous considérons maintenant la situation de la figure 10.8 et suppo- 
sons wg et w'y suffisamment différents pour qu’on puisse négliger toute 
perturbation produite par le laser intense de fréquence w; ~ wọ sur le 
niveau c (le laser w; est trop loin de résonance pour la transition 
b c). 

Sur la partie gauche de la figure 12, nous avons représenté les niveaux 
non couplés |a,N +1}, |b,N}y et |c,N}. Comme w, est proche de 
wo, les niveaux |a,N +1) et |b,N) sont proches et séparés de 
ñ|ô,| (nous supposons wz; < w, de sorte que |b,N} est au-dessus de 
|a,N +19). La distance entre |b,N) et |c,N) est fw',. Sous l'effet du 
couplage V 47, les niveaux |a,N +1) et |b,N } donnent naissance aux 
deux niveaux habillés |1(N)) et |2(N)) séparés par #0 : par contre, 
Ic,N) qui n’est pas proche des niveaux |b,N +1) auxquels il est 
couplé reste inchangé (*) (partie de droite de la figure 12). 


4 L? lc, N} 
l 
| 
f 
hwg | 
l 
4 HOW) 4 
hêt AQ 
i 
I2(N)> À 


Figure 12. Niveaux non couplés (partie de gauche) et niveaux habillés 
(partie de droite) permettant d’interpréter le doublet Autler-Townes (flèches 
ondulées). 


Les transitions, de fréquences voisines de w'g, qui sont sondées par le 
second faisceau laser, sont celles qui se réduisent à la transition 
Ic,N) -~ |b,N> à la limite 2; = 0. Comme les deux niveaux habillés 
JI(N)} et [2(N)) sont tous deux contaminés par |b,N}, on voit 
apparaître, pour N; # 0, deux transitions : |c,N }  |[1(N)) de fré- 
quence w'g— (N +68,)/2 et |c,N} . |2(N)) de fréquence 
w'g + (Q — 6,)/2 représentées par les flèches ondulées de la figure 12. 

Ainsi, la méthode de l’atome habillé permet de prévoir simplement 
que l'excitation par un laser intense d’une transition a . b dédouble la 


(*} Ces couplages non résonnants introduisent en fait un léger déplacement lumineux 
de lPétat |c,N que nous négligerons ici. 
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raie d’absorption d’un second faisceau laser sonde sur une autre 
transition b  c partageant un niveau commun avec 4 … b. Le doublet 
correspondant est appelé « doublet Autler-Townes» (*). Si, 42, étant 
fixé, on fait varier w; — wọ, l'écart entre les deux composantes du 
doublet varie et passe par une valeur minimale égale à Q; pour 
w; = wọ. Si le niveau |c,N) est non peuplé en l'absence du faisceau 
sonde, le poids de chaque composante [i(N)} + |c,N} du doublet 
Autler-Townes est proportionnel au produit de la population station- 
naire m” du niveau |i(N)) (donnée en (D.21)) par le taux de transition 
de |i(N)) vers |c,N) proportionnel à | {i(N)|b,N y |?. La largeur de 
la raie [i(N)) — [c,N) est la somme de la largeur du niveau 
c et de celle du niveau |i(N)) égale à 5 T; 
$ 


Remarque 


Comme dans le paragraphe E-2-b précédent, il est possible de donner une 
interprétation perturbative des deux raies à la limite wọ — w; > Q, l. Le 
niveau |1(N)} diffère alors très peu de |b,Ny et la raie 
[1(N)} — |c,N X}, de fréquence très proche de w',, correspond à l’absorp- 
tion ordinaire (d’ordre 0 en {,/(w, — w,)}) entre le niveau b et le niveau 
c (Fig. 13.a). La transition [2(N)) — |c,N>, de fréquence voisine de 
@'o + &5— w, fait intervenir la contamination de |2(N)} par |b,N). 
Elle est donc au moins d'ordre 1 en #2,/(w, — w,). Elle correspond au 
processus d’absorption à deux photons de la figure 13.B où l’atome passe 
de a à c en absorbant un photon laser w; et un photon du laser sonde. 


c c 
0 wg + wo- w, 
b b 
wr 
a a 
(a) (8) 


Figure 13 : Interprétation perturbative du doublet Autler-Townes à la limite 
wg— w> Nj, êz. 
a - Processus direct à un photon sonde entre b et c 
B - Processus à deux photons (un photon laser et un photon sonde) entre 
a etc. 


(*) S.H. Autler and C.H. Townes, Phys. Rev. 100, 703 (1955). Voir aussi 
C.H. Townes and A.L. Schawlow, Microwave Spectroscopy, Dover, 1975 $ 10-9. 
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3. Corrélations de photons 


Dans la partie D du chapitre V, nous avons introduit la moyenne à 
deux temps 


LP AS +AT) OY (E.26) 


qui intervient dans la densité de probabilité de détecter, sur la lumière 
émise par l'atome, deux photons séparés par lintervalle 7 (voir la 
formule (D.27) du chapitre V qui, en régime stationnaire, ne dépend 
que de r). Nous allons calculer ici un tel signal de corrélation de 
photons et montrer que le résultat obtenu confirme l’image de la 
cascade radiative de l’atome habillé donnée plus haut (§ C-2). 


a) CALCUL DU SIGNAL DE CORRÉLATION DE PHOTONS 


Dans (E.26), les opérateurs sont considérés dans le point de vue de 
Heisenberg. Par exemple 


F, í + r) de Poe SA T-to)/# (E.27) 


où H est l’hamiltonien (A.1) du système global «atome + mode 
laser + modes vides » et tọ un instant initial. Les états du système global 
seront décrits en utilisant la base non couplée |[s,N;{n;}), où 
s = a ou b, et où les n; représentent les nombres de photons dans les 
modes autres que celui du laser. En particulier | {0 } » représente le 
vide pour tous ces modes. 

Soit © 4zr(to) l'opérateur densité du système global (pour plus de 
clarté, nous revenons dans ce paragraphe à des notations plus détaillées, 
du type azr pour le système global, æ,, pour le système 
atome + mode laser...). Compte tenu de l’invariance d’une trace par 
permutation circulaire, (E.26) s’écrit 


Clr) = Te g, P APAP e Vo rlt) ] 
= PL Se RP oi (DS e (E.28) 
Nous avons utilisé la relation 
er ALR(to) € ON ee ALR(E) (E.29) 


Par ailleurs, compte tenu de (B.10) et du fait que tous les opérateurs de 
(E.28) agissent dans l’espace des états du système global, opérateur 
SP, S_ s'écrit : 


S, S = F IbN;tm})(N;tm}l  (E.30) 


N, {n;i} 
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ce qui donne finalement pour la trace figurant dans (E.28) 
ET) = 
= } (N;{ni}l EUR So ,e TP b,N; {ni} Y 


N,{a;} 


(E.31) 


Jusqu'ici, nous n’avons fait aucune approximation. Nous allons 
maintenant négliger les corrélations entre l’atome habillé (système 
A + L) et le réservoir R des modes vides, et approximer la matrice 
densité du système global par 


Farr) = © az(t) @ | {0})<{0}| = 
= F |SN; {0} ) CSNloar()|s',N') €s',N';{0} | (E.32) 


sN 

EN: 
où © 4,(t) est la matrice densité de l’atome habillé. Une telle approxima- 
tion a déjà été discutée en détail dans le paragraphe D-4 du chapitre IV. 
Elle est justifiée par le fait que les corrélations entre À + L et le 
réservoir R à l'instant t s’évanouissent au bout d’un temps de l’ordre du 
temps de corrélation 7, de R et ne sont donc pas importantes si on se 
limite dans (E.26) à des temps T > 7,. C’est d’ailleurs le même type 
d’approximation qui est utilisé pour établir le théorème de régression 
quantique. . 

L'approximation précédente et l’expression (B.10) de S, permettent 

décrire l'opérateur S_o aRt) , apparaissant dans (E.31) sous la 
forme : 


Foar, = 
= 2. ja, N’; {0} >) (b,N'loar()|b,N") (a, N”; {0} | CE.33) 


Lorsqu'on porte cette expression dans (E.31), on voit apparaître le 
produit des amplitudes de probabilité 


(b,N;{n;}|exp(—iHr/ñ)la,N':{0}) 
et 
(B,N; { n; } |exp( — iH7/ñ)ja,N”;{0} »* 


Or, la première amplitude n’est non négligeable que si N'—1-N = 
ÿ ni. En effet létat |a,N'} appartient à la multiplicité &(N'-—1) de 


l'atome habillé tandis que l’état |b,N appartient à la multiplicité 
E(N) et l'écart entre les numéros des deux multiplicités doit correspon- 
dre au nombre de photons émis spontanément. De même, l’autre 
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amplitude n’est non négligeable que si N"—1-N = Eni On en 


déduit que les seuls termes non négligeables provenant de la double 
somme sur N’ et N” de (E.33) sont les termes N’ = N”. Nous obtenons 
finalement 


7) = F (z | ¢b,N; {n} feat {0} ) 1?) x 


N,N’ {ni} 


x €b,N'|oxaztt)|b,N') (E.34) 


b) DISCUSSION PHYSIQUE 


Interprétons le terme général de la somme figurant au second 
membre de (E.34). Le second facteur n’est autre que la population 
T, y(t) de l'état |b, N’) à l'instant r. Pour t — tọ > 17}, cette popula- 
tion tend vers la population quasi stationnaire 7, y.. Quant au premier 
facteur, il représente physiquement la probabilité Z(b,N;7 |a,N';0) 
pour que l’atome habillé soit dans l’état |b,N } à l'instant 7 sachant que 
le système est parti à l’instant 0 de l’état |a,N'}. Comme l’évolution 
pendant ce temps 7 est due, soit aux processus d'absorption et 
d'émission induite qui font osciller le système entre les états |a, N’) et 
Ib,N'—1), soit aux processus d'émission spontanée qui le font 
descendre vers les multiplicités inférieures (voir Fig. 6), 
P(b,N ;7 |a, N';0) n’est non nul que si N = N’ -1, N'-2, N’ — 3... 
Finalement, nous avons montré que le signal de corrélation de photons 
(E.26) s'écrit 


5 P(b,N' — p;r |a, N°50) sn (E.35) 
E 


p=1,23.. 


L'interprétation physique de (E.35) est très claire. Pour émettre le 
premier photon qui est détecté à l’instant f, l’atome doit être dans l’état 
excité b. C’est la raison pour laquelle la probabilité 7,4: de trouver 
l'atome dans l’état b,N' apparaît dans (E.35). Immédiatement après 
cette émission, l’atome se retrouve dans l’état a, les photons laser 
demeurant spectateurs : c’est le saut quantique b,N' — a,N' considéré 
dans le paragraphe C-2-a. Pour émettre le second photon qui va être 
détecté un instant 7 après le premier, l’atome doit repasser de 
a à b pendant ce temps r. Le second terme de (E.35) donne la 
probabilité d’un tel passage, qui est elle-même décomposée en plusieurs 
contributions |a,N'} — |b,N' -p avec p=1,2.. Pour p=1, le 
second photon détecté est émis à partir de [b,N' — 1) qui appartient à 
la même multiplicité que |a,N'}. Le terme p = 1 de (E.35) correspond 
donc au cas où le second photon détecté à t + r est le premier photon 
de fluorescence émis après le premier photon détecté à £. Le terme 
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p = 2, qui correspond à une émission à partir de |b, N’ — 2), corres- 
pond au cas où le second photon détecté à t + r est le second photon de 
fluorescence émis après le premier photon détecté à l’instant r, le 
premier photon de fluorescence (émis à partir de |b,N' — 1Y) n’ayant 
pas été détecté, et ainsi de suite... Nous voyons ainsi que le signal de 
corrélation de photons est parfaitement interprétable au moyen de 
Pimage de la cascade radiative introduite plus haut. 

Montrons enfin qu’il est possible de transformer l'expression (E.35). 
Le second terme de (E.35) ne dépend que de p et non de 
N' (pour N' variant à l’intérieur de la largeur AN de la distribution du 
nombre des photons laser). La somme sur p de ce terme représente la 
probabilité Z(b;r|a;0) d’être dans b à l'instant r si l’on part de 
a à l'instant 0. La somme sur N’ du premier terme de (E.35) représente 
quant à elle la probabilité m, d’être dans l’état b. Il est donc possible 
d'écrire (E.35) sous la forme 


P(b;T|a;0) m (E.36) 


Le résultat (E.36) aurait pu être obtenu à partir des équations de 
Bloch optiques et du théorème de régression quantique (*). L'avantage 
du point de vue de l’atome habillé est de conduire à des expressions 
comme (E.35) où apparaissent explicitement les contributions des 
diverses étapes de la cascade radiative. En particulier, le terme 
p = 1 fait apparaître la fonction P(b,N' — 1;r |a,N';0) qui est directe- 
ment reliée à la fonction K{r) introduite plus haut ($ C-2-c) et donnant 
la répartition des délais entre deux émissions successives. On a en effet 


K(r) = r P(b,N'-—1;7 |a,N';0) (E.37) 


Une telle fonction n’est pas aisément calculable à partir des équations 
de Bloch optiques qui conduisent plutôt à la fonction 


J(r) = T P(b;r |a:0) (E.38) 


donnant la répartition des délais entre deux émissions quelconques (non 
nécessairement successives). 


Remarque 


Comparons les deux fonctions J(r) et K(r) pour une excitation résonnante 
(8, = 0) et saturante (N, > F). On trouve à partir des équations de Bloch 
optiques 


Tr 


J(r) = [i — e cos a,r] (E.39.a) 


Nj 


(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, p. 98. 
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alors que l’expression (C.3) de K(r) donne 


T 


r ZEF 
K(r) = 3 [1 — cos A ;rle (E.39.b) 


Pour r < I- ', l'émission spontanée peut être négligée. Les deux fonctions 
sont alors égales et reflètent l’oscillation de Rabi résonnante entre 
le,N'> et |b,N' — 1X. Par contre, pour 7 > T~}, K(r) tend vers zéro (la 
première émission après la première détection a sûrement eu lieu) alors 
que J(r) tend vers 7/2 qui n’est autre que I my. En effet, (b;r |a;0) a 
alors perdu tout souvenir des conditions initiales à 7 = 0 et tend vers la 
population stationnaire de b. 


c) GÉNÉRALISATION À UN SYSTÈME À TROIS NIVEAUX: FLUORES- 
CENCE INTERMITTENTE 


Un autre avantage de la méthode de l’atome habillé, pour l’étude des 
corrélations de photons, est de pouvoir être aisément généralisée à des 
situations plus complexes que celles étudiées ici. Considérons par 
exemple le cas où deux transitions atomiques a ~» b et a … b' partant 
toutes deux de l'état fondamental a, et de fréquences propres 
wg et w'a, sont simultanément excitées par deux faisceaux laser 
L et L' de fréquences w, et w’, respectivement voisines de 
wo et w'y (Fig. 14). Les largeurs naturelles des niveaux excités 
b et b’ sont notées T et T’. 


Figure 14. Configuration de niveaux permettant d'observer 
la fluorescence intermittente. 


La fonction K(r) donnant la répartition des délais 7 entre deux 
émissions successives (que ces émissions aient lieu sur la transition 
b — a ou sur la transition b’ — a) peut être calculée par une méthode 
tout à fait analogue à celle du paragraphe C-2-c. Considérons pour cela 
l'atome habillé par les deux modes laser L et L’. Les niveaux non 
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couplés du système À + L + L', repérés par les nombres quantiques 
atomiques a, b ou b' et les nombres N et N' de photons laser 
w; et w',, se groupent maintenant en multiplicités &(N,N') de 
dimension 3 : 


E(N,N') ={ |a, N +1,N' +1),|b,N,N' +1),]b',N +1,N°9 } 
(E.40) 


Immédiatement après l’émission d’un photon, l’atome est projeté dans 
l’état |a) et le système global se trouve par exemple dans l’état 
la, N +1,N'+1) de &(N,N'). Les interactions entre À et L et entre 
A et L’, caractérisées par les fréquences de Rabi Q,et Q’, couplent 
un tel état aux deux autres états |b, N, N°+ l)et | b’,N°+1, N°) de 
E(N, N°) à partir desquels l’atome peut émettre spontanément un 
photon avec des taux F et I”. Tant que l'atome n’a pas émis 
spontanément de photon, le système reste dans la multiplicité 
E(N, N°) et son évolution peut donc être décrite par un hamiltonien 
effectif non hermitique (voir chapitre III, § C-3). De manière plus 
précise, si 


lb) = cr)la,N +1,N' +1) + cr) Ib,N,N' +1) + 

+ ch) b',N + 1,N') (E.41) 
est la projection dans &(N,N') du vecteur d'état du système, les 
coefficients Ca, Cp, Ca, obéissent à des équations couplées analogues à 
(C.2) 

iĉa = (91/2) ce + (0/2) cv 

iċ = — ô, cp — i(T /2) ca + (91/2) ca 

ip = — 8'; €y — I(T" /2) cp + (R’1/2) ca (E.42) 


où ĉr = w, — wg et ĝ', = w'; — w'g sont les désaccords de fréquence 
des deux excitations laser. 

La fonction K(r) donnant la répartition des délais r entre deux 
émissions successives est égale à la probabilité d'émission à l'instant 
t d’un photon par l'atome habillé dans l’état (E.41), avec la condition 
initiale |#(0)> = |a,N +1,N' +1). Elle est donc égale à 


K(r) = T |ca(7)|? + l'Ile (r) | (E.43) 


où c;(r) et cẹ(7) sont les solutions des équations (E.42) satisfaisant aux 
conditions initiales c,(0) = 1, c,(0) = c, (0) = 0. 

Les solutions c;(r) et c,(r) des équations (E.42) sont des superposi- 
tions d’exponentielles exp( — À ,7) où les — À, sont les racines caracté- 
tistiques du système (E.42). Une situation particulièrement intéressante 
est celle où >T’ (le niveau b’ étant par exemple un niveau 
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métastable de durée de vie beaucoup plus longue que celle de 
b). Pour des valeurs suffisamment faibles de (”;, on trouve alors que 
l'une des racines — À, fait apparaître un temps d'amortissement (de 
l'ordre de ([°’)=!) beaucoup plus long que les deux autres. Il s’ensuit 
que K(r) a alors une composante qui décroît très lentement avec 
T. Un tel résultat signifie qu’il y a une probabilité non nulle pour que 
deux émissions successives soient séparées par un temps très long, 
beaucoup plus long que le temps moyen (de l’ordre de T~?) séparant 
deux émissions successives lorsque, seule, la transition b … a est excitée 
par un laser résonnant et intense. Le fait de rajouter l’excitation laser à 
w'z Sur la transition a -> b' peut donc arrêter la fluorescence de l'atome 
pendant un long intervalle de temps et faire apparaître des « périodes 
noires » dans cette fluorescence. 

La méthode de l’atome habillé permet ainsi d'étudier simplement (*) 
ce phénomène de « fluorescence intermittente » dont l'interprétation 
qualitative est la suivante. Toute absorption d’un photon laser 
w', par atome met ce dernier dans le niveau b’ où il peut rester 
pendant un temps de l’ordre de (1)! et se trouve ainsi soustrait à 
Paction du laser à wz. L'intérêt d’une telle méthode, dite « méthode 
del’étagère » (**) est de permettre de détecter l’absorption d’un seul 
photon w’; (qui met l’atome sur « l’étagère » b’) par l'absence d’un très 
grand nombre de photons de fluorescence sur la transition a =» b. Un 
autre intérêt est de permettre de détecter par l'arrêt ou le rétablissement 
de la fluorescence les « sauts quantiques » que l’atome effectue entre 
a et b’ sous l'effet de l'excitation laser à w'r (***). Plusieurs 
expériences ont permis d'observer de tels sauts quantiques sur un ion 
unique piégé (****). 


Remarque 


Une autre situation intéressante est celle d’un atome ayant deux niveaux 
inférieurs a et a’ couplés tous deux à un même niveau excité b (voir 
Fig.15). 


(*) Voir par exemple C. Cohen-Tannoudji et J. Dalibard, Europhysics Letters 1, 441 
(1986). 


(**) Une telle méthode a été proposée par H.G. Dehmelt, Bull. Amer. Phys. Soc. 20, 
60 (1975). 


(***) Le lien entre les sauts quantiques et la fluorescence intermittente a été souligné 
par R.J. Cook and H.J. Kimble, Phys. Rev. Lett. 54, 1023 (1985). 


(****) W. Nagourney, J. Sandberg and H. Dehmelt, Phys. Rev. Lett. 56, 2797 
(1986) ; Th. Sauter, W. Neuhauser, R. Blatt and P.E. Toschek, Phys. Rev. Lett. 57, 1696 
(1986) ; J.C. Bergquist, R.G. Hulet, W.M. Itano and D.J. Wineland, Phys. Rev. Lett. 
57, 1699 (1986). 
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wL 


a 


Figure 15. Configuration de niveaux permettant 
d'observer les résonances noires. 


Lorsque les deux transitions a . b et a’  b sont simultanément excitées 
par deux faisceaux laser de fréquences w, et w’, telles que la condition de 
résonance Raman f(w, — w',) = E',—E, est satisfaite, on observe une 
disparition complète de toute fluorescence («résonances noires») (*). 
Dans le point de vue de l’atome habillé, un tel phénomène est dû à 
l'existence, dans chaque multiplicité &(N ,N'}, d’un niveau habillé (c’est la 
combinaison linéaire de |a',N,N' +1) et |a,N +1,N') non couplée à 
1b,N,N') par l'interaction atome-laser) qui est stable vis-à-vis de l’émis- 
sion spontanée, et dans lequel les atomes viennent se piéger (**). 


4. Forces dipolaires 


Pour terminer cette partie E, nous considérons maintenant le pro- 
blème des forces dipolaires liées aux gradients d'amplitude du champ 
laser (voir $ C-2-d du chapitre V). Nous introduisons tout d’abord des 
diagrammes d'énergie donnant les énergies des niveaux habillés en 
fonction de la position de l’atome dans le champ laser ($ a). Nous 
montrons ensuite comment ces diagrammes d’énergie permettent de 
comprendre simplement la valeur moyenne ($ b) et les fluctuations 
($ c) des forces dipolaires. 


(*) La première observation de ce phénomène est rapportée dans G. Alzetta, 
A. Gozzini, L. Moi and G. Orriols, Il Nuovo Cimento 36B, 5 (1976). 


(**) Voir par exemple P.M. Radmore and P.L. Knight, J. Phys. B15, 561 (1982) ; J. 
Dalibard, S. Reynaud et C. Cohen-Tannoudji, dans « Interaction of Radiation with 
Matter, A Volume in honour of Adriano Gozzini », Scuola Normale Superiore, Pisa 
1987, p. 29. 
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a) NIVEAUX D'ÉNERGIE DE L'ATOME HABILLÉ DANS UNE ONDE LASER 
INHOMOGÈNE SPATIALEMENT 


Si l'amplitude de Ponde associée au mode laser varie dans l’espace, il 
en est de même de la fréquence de Rabi #2, qui dépend du point 
r où se trouve l’atome et que nous noterons donc 42,(r) (*). 


La figure 16 représente les variations, en fonction de la position 
r de l'atome, des énergies des niveaux habillés des multiplicités 
&(N) et &(N — 1). Hors du faisceau laser, {2,(r) tend vers zéro et ces 
niveaux se raccordent aux états non couplés |a,N +1) et |b,N} pour 
ECN), |a,N) et |b,N — 1) pour &(N — 1}, séparés par hô, (la figure 
est faite pour ô; > 0). A l’intérieur du faisceau laser, (r) est non nul 


et l'écart 
hN) = ñ /NAXr) + 8? (E.44) 


entre les deux niveaux habillés d'une même multiplicité est d'autant 
plus grand que Ar) est plus grand. 


PAUL 
RE e T Si +1) 
ha, | hA (e) jas, 
o Nn Ten) 
\ 
| I2(N);r} 
Hors du i Dans le Hors du 
laser | laser laser 
iT Position 
[I(N—-1);r} 
la N) la, Ny 
h83 AA (r) his, 
t N-11) 
[b.N —1) lb, N -1% 
[2(N -1);r> 


Figure 16. Variations, en fonction de la position r de l'atome, 
des énergies de quelques niveaux de l’atome habillé. 


(*) Les modes propres utilisés pour quantifier le champ ne sont pas ici des ondes 
planes, mais des modes reproduisant la dépendance spatiale du champ laser. 
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Commençons par négliger l'émission spontanée. Supposons que le 
système soit dans l’état |[1(N)) ou |2(N)) et que l’état externe de 
l'atome soit décrit par un paquet d'ondes de dimensions très petites 
(devant la longueur d’onde du champ laser) et se déplaçant suffisam- 
ment lentement pour qu'on puisse négliger toute transition non 
adiabatique d’un niveau à l’autre. Le système va alors suivre adiabati- 
quement le niveau [1(N)) ou [2(N)) dans lequel il se trouve 
initialement, et les courbes d’énergie de la figure 16 apparaissent dans 
ce cas comme des courbes d'énergie potentielle V,n(r) et V;(r). 
L’atome habillé subit donc une force 


F,=-VVyt) = SV a) (E.45.a) 


s’il est sur un niveau de type 1 et une force 
F; = — V V y(r) = + * VAt) =-F;, (E.45.b) 


s’il est sur un niveau de type 2. Nous aboutissons ainsi à l’image d’une 
force agissant sur atome habillé et qui dépend du type ď’état interne 1 
ou 2 dans lequel il se trouve. Il s’agit en quelque sorte d’un « effet Stern 
et Gerlach optique » tout à fait analogue à l'effet Stern et Gerlach 
habituel se produisant pour un spin À dans un champ magnétique 
inhomogène. 

L'émission spontanée fait cascader l’atome habillé le long de son 
diagramme d'énergie. Les transitions radiatives qu’il subit peuvent 
changer le type d'état (1 ou 2) dans lequel il se trouve (par exemple, la 
transition |1(N)) — |2(N — 1)y le fait passer d’un état 1 à un état 2), 
ce qui fait changer brusquement le signe de la force qui agit sur lui. 
Nous aboutissons ainsi à l’image physique d’une force lumineuse 
agissant sur l’atome et dont le signe change aléatoirement au cours du 
temps. 


b) INTERPRÉTATION DE LA FORCE DIPOLAIRE MOYENNE 


En régime stationnaire, la force dipolaire moyenne apparaît comme 
la moyenne des forces F, et F, = — F, données en (E.45), pondérées 
par les proportions de temps passées dans les niveaux de type 1 et 2, qui 
ne sont autres que les populations réduites stationnaires mf et 
m5 introduites dans le paragraphe D-2-d plus haut. 


(Fap) = Fi mF +F, mf =- $V Al) [at-a] (E46) 


Compte tenu, des valeurs données plus haut à la limite séculaire pour 
N(r), në et mf (voir (E.44), (D.21) et la définition (B.21) de 
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8), on peut montrer que l'expression (E.46) coïncide bien avec la valeur 
trouvée au paragraphe C-2-d du chapitre V à partir des équations de 
Bloch optiques (voir référence à la fin du chapitre). 

Nous nous contenterons ici d'interpréter le signe de (Fa) (voir 
Fig. 17). Pour w; > wg (ô; > 0) (Fig. 17.a), c’est le niveau |[1(N)) qui 
se raccorde à |a,N +1} hors du faisceau laser. Ce niveau est donc 
moins contaminé par |[b,N} que l’autre niveau habillé |2(N)). Il est 
par suite plus stable et donc plus peuplé : 7 = rF. L’atome habillé 
passe donc plus de temps sur les niveaux de type 1 où il est poussé hors 
du faisceau laser. La force dipolaire moyenne est donc expulsante hors 
des régions de haute intensité. Ces conclusions sont inversées pour 
w, <wp(ôr <0), où c'est le niveau [2(N)) qui se raccorde à 
|a,N +1 et qui est donc le plus peuplé : 7 > 7j (voir Fig. 17.8). 
Pour w; < wọ, la force dipolaire moyenne attire donc l’atome vers les 
régions de haute intensité. Enfin, pour wz = wọ (5, = 0), les deux 
niveaux habillés sont également contaminés par |a,N +1), mi = m7 


et (Fan) = (. 


IN)» Lo 


/ 
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AT 
~ 
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|2, N} 2(N) 

(a) (8) 07 

Figure 17. Niveaux habillés et populations réduites stationnaires pour 
un désaccord ô, = 0 (Fig. œ) et pour un désaccord 6, <0 (Fig. B). 


c) FLUCTUATIONS DE LA FORCE DIPOLAIRE 


La figure 18 représente l’évolution au cours de temps de la force 
instantanée agissant sur l’atome. Cette force bascule à des instants 
aléatoires entre ses deux valeurs possibles F, et F, = — F, (voir (E.45)). 
Les intervalles de temps 7; et T, passés dans chaque niveau habillé de 
type 1 ou 2 entre deux sauts successifs sont des variables aléatoires, 
dont les valeurs moyennes sont de l’ordre de T~! pour une excitation 
quasi résonnante. 


La force fluctuante de la figure 18 produit une diffusion de l’impulsion 
atomique caractérisée par le coefficient de diffusion 


Dés = | “oda [<EFaplt) Fapt + 7)) — (Fap)?]  (E.47) 
0 
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Force dipolaire 
instantanée 


F, = 


Figure 18. Variations au cours du temps 
de la force dipolaire instantanée agissant sur l’atome. 


L'ordre de grandeur de ce coefficient est donné par le produit de la 
valeur du crochet de (E.47) en T = 0, qui est égale à F2, par le temps de 
corrélation de la force fluctuante de la figure 18 qui est de l’ordre de 
CTi) ~ (T2) ~ T7! A résonance, F; - —- # VA,, de sorte que : 


R(VR} 


Daip ~ T 


(E.48) 
Nous voyons sur (E.48) que le coefficient de diffusion associé aux forces 
dipolaires croît très vite avec l'intensité laser, comme N22, alors que la 
profondeur maximale des puits du potentiel associés à une telle force ne 
croît que comme N, (voir paragraphe C-2-d du chapitre V). On 
comprend ainsi pourquoi l’échauffement associé à Daip rend difficile le 
piégeage d’atomes neutres par des forces dipolaires (*) . 
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COMPLÉMENT Ay; 


L’ATOME HABILLÉ 
DANS LE DOMAINE DES RADIOFRÉQUENCES 


Dans le chapitre, nous avons introduit le point de vue de atome 
habillé pour décrire un atome en interaction résonnante ou quasi 
résonnante avec un faisceau laser. Le même point de vue peut être 
utilisé pour décrire l’effet des transitions (réelles ou virtuelles) induites 
par un champ de radiofréquence entre des niveaux de structure fine, 
hyperfine ou entre des sous-niveaux Zeeman de l’atome. 

Par rapport au domaine optique, deux différences apparaissent. 
D'une part, l'émission spontanée sur la transition étudiée est négligea- 
ble, ce qui simplifie les équations d'évolution. D’autre part, le nombre 
fini de niveaux à prendre en compte permet d’aborder simplement des 
situations de champs intenses où la fréquence de Rabi est du même 
ordre ou plus grande que la fréquence de la transition (*). 

Le but de ce complément est de présenter le cas particulièrement 
simple d’un système à deux niveaux interagissant avec un champ de 
radiofréquence, l’écart how, entre les deux niveaux atomiques non 
perturbés pouvant être varié au moyen d’un paramètre extérieur (par 
exemple un champ magnétique statique). Le diagramme d’énergie de 
Patome habillé présente alors une infinité de niveaux d'énergie dont les 
variations avec w, font apparaître des « croisements » ou des « anti- 
croisements » de niveaux. Aussi, nous commençons ($ 1) par rappeler 
dans quelles conditions des résonances peuvent être associées à des 
croisements ou des anticroisements de niveaux d'énergie. Nous présen- 
tons ensuite ($ 2) le système étudié, un spin ł placé dans un champ 
magnétique et interagissant avec un champ de radiofréquence. Deux 
polarisations du champ sont plus particulièrement considérées. Pour 
une polarisation circulaire ($3), les calculs peuvent être menés 
exactement. Cet exemple permet de dégager les propriétés de la 
résonance magnétique (fréquence de Larmor des spins wọ égale à la 
fréquence du rayonnement w), ainsi que celles de résonances de 
cohérence observables au voisinage de wọ = 0 ou wg = 2w, pour des 
intensités arbitrairement élevées du champ de radiofréquence. L'étude 


(*) Bien sûr, de telles situations peuvent aussi être envisagées dans le domaine 
optique. Mais à de telles intensités, les niveaux d’une transition optique sont en général 
couplés de façon importante à plusieurs autres niveaux excités, en particulier à des 
continuums d’ionisation. Le calcul des phénomènes non linéaires correspondants est alors 
bcaucoup plus complexe. Dans le domaine des radiofréquences au contraire, les 
structures à l'intérieur d’un niveau sont considérablement plus petites que les écarts 
optiques entre niveaux. 
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de la polarisation linéaire ($ 4) permet par ailleurs de traiter plusieurs 
exemples d’effets d'ordre supérieur calculables (transitions à plusieurs 
quanta, déplacement radiatif des résonances, modification des proprié- 
tés magnétiques de l’atome). 

Tous ces effets pourraient évidemment être étudiés à partir d’une 
description classique du système utilisant les équations de Bloch. La 
méthode de l’atome habillé permet une analyse plus globale : elle 
présente l’avantage de relier tous les phénomènes de résonance 
observables aux propriétés du diagramme d'énergie d’un hamiltonien 
indépendant du temps. 


1. Généralités sur les résonances de croisement et d’anticroisement 


Considérons un système d’hamiltonien non perturbé H, et deux de ses 
états propres |¢,) et |), d'énergies E, et E, proches l’une de l’autre. 
Lorsqu'on ajoute une perturbation V, les énergies et les fonctions 
d'onde de ces états sont perturbées, d’une façon qui dépend essentielle- 
ment de l'écart d'énergie entre les niveaux et des propriétés de 
V. Dans ce paragraphe, nous introduisons les notions d’anticroisement 
et de croisement de niveaux d'énergie et nous montrons que des 
résonances de nature différente peuvent leur être associées. 


a) ANTICROISEMENT SIMPLE SUR UN SYSTÈME À DEUX NIVEAUX 


Considérons tout d’abord le cas simple où V ne fait que coupler entre 
eux les états |g,) et |p): 


Va =Væ=0 ; Va =A0,/2 (supposé réel) (1) 
et notons 
wa = (E, — Ei)/ñ (2) 
Les énergies des deux niveaux perturbés sont : 
E,+E, AQ 
a go 
E, + Es An 
Epse ER Rs 3.b 
= << -5 (3.b) 


avec 


N = oat N (4) 


En fonction de w,,, les énergies E) et E, varient comme les deux 
branches d’une hyperbole admettant E, et E, comme asymptotes 
(Fig. 1). Elles forment un anticroisement simple. 


442 La méthode de l’atome habillé Avi 


ho, 


Fig. 1. Anticroisement simple. Variations avec kw, des énergies non 
perturbées E, et E, (prises respectivement égales à #w,,/2 et —ho,,/2 et 
représentées en traits tiretés), et des énergies perturbées (représentées en traits 
pleins). 


Les états perturbés |*,) et |) sont donnés par 


|x) = sin 8 | pa) + cos 8 | 3) (5.a) 

1x2) = cos 8 |p.) — sin 0 |¢,) (5.b) 
avec 

cotg 28 = - 2 , 0<28<7r (6) 


1 


Au milieu de l’anticroisement (E, = Ep), les états propres sont des 
superpositions de |, et |p) avec des amplitudes égales. 

L'évolution temporelle du système, et en particulier l’amplitude de 
transition de l’état | ,) vers l’état | g,), peuvent être déterminées par 
différentes méthodes. En prévision de situations plus complexes, 
utilisons ici la méthode de la résolvante. L'élément de matrice 
G{z), qui vaut d’après la formule (C.48) du chapitre III, 


Wa 
(z — E (z — Es) — |V æl? 


admet E; et E, comme pôles. L’amplitude de transition U,ą(t), avec 
t > 0, s’en déduit par l'intégrale habituelle (voir (A.22) du chapitre III) 


Gt) = (7) 


1 si 
Uba(t) = de | dz e7 '7/* Gyat2) 
C, 


N 1 1 | 
= V pa | EE enr iEn + E-E exp( - iEx/1)| 


-ih , . Qt 
Seg exp[- i(E; + E2)t/2ħ] sin -5> (8) 
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La probabilité de transition Ppa(t) = |U,,(t)|? vaut alors, compte tenu 
de (4): 


n? i 
Pt) = sin] oi + 07; | (9) 


© pb + Qi 


Elle fait apparaître les oscillations de Rabi dont l'amplitude vaut 1 au 
centre de l’anticroisement. L’amplitude des oscillations décroît 
lorsqu'on s’en écarte, tandis que leur fréquence augmente. 

Dans de nombreuses expériences, on ne peut observer l’oscillation de 
Rabi indéfiniment en raison de la durée de vie finie du système. Par 
exemple, si les niveaux étudiés sont deux sous-niveaux d’un état 
atomique excité de durée de vie 1/1", l'émission spontanée fait 
disparaître le système au bout d’un intervalle de temps aléatoire 
t dont la distribution est donnée par 


P(t) = T'exp( — Tt) (10) 


Pour des sous-niveaux fondamentaux, la durée de vie des niveaux est 
infinie, mais le système peut se déplacer et quitter la région d’observa- 
tion, ou encore l’oscillation de Rabi peut être interrompue par un 
processus de relaxation résultant de l’interaction du système avec son 
environnement. 

Dans la plupart des cas, il est nécessaire de renouveler en permanence 
le système observé par un processus de préparation adéquat (excitation 
optique, alimentation par un jet atomique d’une cellule contenant les 
atomes observés, ...). Nous supposerons ici que les systèmes étudiés 
sont préparés en permanence dans l’état |, et qu’ils évoluent sous 
l’action de l’hamiltonien H, + V pendant un temps t aléatoire dont la 
distribution est donnée par (10), observation portant sur la population 
moyenne de l’état |). Or, cette dernière quantité n’est autre que la 


moyenne P, de Pt) avec le poids (10) : 


Pp = v dt T exp( — Tt) P plt) (11.a) 
0 


soit encore, compte tenu de (9) 


RE VE RER A à 
b 5 02 2\T-i0 T+il 
n? 


— 11.b 
rT? + Nn? + & À, ( ) 


Die Ni 


Ainsi, dans les conditions de préparation et de détection décrites 
précédemment, l’anticroisement se manifeste par un transfert de 
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population de |p, à |p}, résonnant au centre de l’anticroisement 
(wa = 0). Ce transfert résonnant est proportionnel à N? pour 
N, <T, et tend vers une limite égale à pour I < N. La demi-largeur 
de la résonance (variation de P,, avec w,,) est [T? + a. Le fait que la 


largeur de la résonance augmente avec l'intensité 2, du couplage est 
désigné parfois sous le nom « d’élargissement radiatif ». 


b) ANTICROISEMENT D'ORDRE SUPÉRIEUR 


Il est possible que la perturbation V ne couple pas directement l’état 
[Pa à l’état |p,) (Vap = 0), mais que ce couplage existe à des ordres 
supérieurs par l'intermédiaire d’un ou plusieurs niveaux |#,), dont les 
énergies sont éloignées de E, et E,. De façon plus précise, nous 
supposerons : 


[Vacl < |E,- El (12) 


Pour calculer l’amplitude de transition U,4,(t), considérons alors la 
restriction de la résolvante au sous-espace sous-tendu par |+,) et 
|p}. Si P est le projecteur sur ce sous-espace, l’expression de 
P G(z)P est donnée par l’équation (B.23) du chapitre IJI : 


P 


POP = H- PROP 


(13) 
Dans la mesure où les niveaux d'énergie E, et Ep sont proches l’un de 
Fautre et éloignés des autres niveaux |6.), l’opérateur déplacement 
R(z) peut être approximé par sa valeur pour z = Es = (E, + E,)/2. 
Cela revient (comme nous l’avons vu dans le paragraphe B-3 du 
chapitre III) à décrire l’évolution temporelle dans le sous-espace 
6, au moyen de l’hamiltonien effectif 


H = E +RalEo)  RalEo) ) 0 
Rbal Eo) E, + Ry(Eo) 


Compte tenu de la condition (12), il est suffisant de ne garder dans le 
développement de R(Eo) (voir formule (B.22) du chapitre HI) que le 
premier terme non nul. Soit p Pordre du premier terme non nul de 
l'élément non diagonal R,,(E,). En ce qui concerne les deux éléments 
diagonaux, il convient de noter que, pour toute valeur finie de 
p, il existe au moins un élément V, et un autre Vp non nuls. Les 
termes d’ordre deux du développement de R,,(Es) et R;5(Eo) sont donc 
nécessairement non nuls, et ce sont les termes prépondérants dans la 
mesure où nous supposons toujours V,, = V p = 0. 

Avec ces approximations, nous sommes ramenés au problème du 
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paragraphe précédent à la substitution près 


E; > Ē; = E; + R(E) (i = a,b) (15.a) 
Va > Ra(Eo) (15.b) 


Les niveaux |, et |p) sont tout d’abord déplacés des quantités 
Raal Eo) et R(Eo), de sorte que leur point de croisement Ê, = Ë, s’est 
déplacé de 


hô was = — [Ra(Eo) — Ros(Eo)] (16) 


(voir fig. 2). De plus, ces niveaux sont couplés par Ra(Eo) et forment 
un anticroisement. La distance minimum entre les deux niveaux 
E, et E, est R&(Eo), donc d'ordre p en V. On dit qu'il s’agit d’un 
anticroisement d’ordre p. Il est à noter, que si p = 2, le déplacement des 
niveaux, d'ordre 2, est bien plus important que l’amplitude de 
l’anticroisement. 


hô w ab 


Fig. 2. Anticroisement d’ordre supérieur. Comme sur la figure 1, les droites 
en tiretés longs représentent les énergies des niveaux non perturbés |¢,) et 
|p). Les droites en tiretés courts représentent les niveaux déplacés par les 
quantités R, et Rẹ. Les courbes en traits pleins représentent les niveaux 
perturbés qui s’anticroisent. 


Le calcul de U,,(t) à partir de l’expression 
Rbal Eo) 
Ghalz) ne ne ne & 5 (17) 
(z — É;)(z — Eb) — |Ra (Eo) | 
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permet d'associer à ces anticroisements d’ordre supérieur les mêmes 
phénomènes physiques que pour l’anticroisement simple : oscillation de 


Rabi sur P ,a(t), résonance sur P,,. Il suffit de faire les substitutions (15) 


dans (9) et (11). Les seuls phénomènes nouveaux sont, d’une part le 
déplacement du centre de la résonance lié au remplacement de 


E, et E, par Ë, et Ë,, d'autre part l'élargissement radiatif de la 
résonance qui varie en |R;|, donc en [V{|?, et non plus en 
Q, ai [V | . 


c) CROISEMENT DE NIVEAUX. RÉSONANCE DE COHÉRENCE 


Il peut se faire que R,,(z) soit nul à tous les ordres, pour des raisons 
de symétrie par exemple, les états |æ,) et |} appartenant à deux 
sous-espaces qui ne sont pas connectés par la perturbation V. Les 
niveaux d’énergies continuent alors à se croiser, tout en étant déplacés. 


Leurs énergies É, et Ë, sont solutions des équations implicites 


Ē, = E, + RalĒ,) ; É, = E, + Rw(Ës) (18) 


Les états propres correspondants seront notés |$,) et |ÿ,). L’évolu- 
tion temporelle respecte la symétrie tout comme Phamiltonien, de sorte 
que 


(pol U) | Pa) = (Pol UOI Pa) =0 (9) 


Il n’y a pas de transitions induites par V entre le niveau |¢,) et le 
niveau |p). 

Malgré l’absence de transition, on peut observer une résonance au 
point de croisement déplacé défini par 


Ê, = Ê, (20) 
si les systèmes sont préparés dans une superposition des états 
| Ba) et |2? : 

1ÿ;) = À |) + Ap| ĝo) +... (21) 
et détectés dans un état |#;), lui aussi superposition de |6,) et 
15e) 

ls) = Hal Pa) + Holo) +- (22) 


(les points de suspension indiquent que | y;} et | yp) peuvent avoir des 
composantes non nulles sur d’autres états). Cette résonance est liée à 
linterférence, dans l’amplitude de transition de |#;) vers |#;), entre 
deux termes associés à deux « chemins » passant respectivement par 


Aypl L’atome habillé dans le domaine des radiofréquences 447 


|a) ou |ÿ,). De manière plus précise, la contribution de ces deux 
termes à l’amplitude de transition s'écrit : 


CAIAOIPDERCTIAC ET ATDICATDE: 
+ (w;l$s)exp(-iË,t/h)(&l#:) 
= př exp(—iË,t/h) + HEAsexp(—iË,t/h) (23) 


Dans la probabilité de transition P (t), l'interférence entre les deux 


` 


termes de (23) donne lieu à une modulation à la fréquence 
Õ ba E (Es = E,)/+ : 


Pp) = (ral? [Aal + laal]? + 
+ [au A exp( — i Sat) + c.c] (24) 


qui se traduit sur la probabilité moyennée P fi définie en (11.a), par un 
terme résonnant en ð, = 0: 


Pr= heal lal? + ln? + 


+ [uenra - + ca. | (25) 
r +i Õ ab 

Il est à noter que la résonance n’est observable que si les quatre 
nombres À,, Àp, 4,4, Sont simultanément non nuls. Il faut donc 
préparer et détecter des superpositions cohérentes des niveaux qui se 
croisent. Ce type de résonance est ainsi appelé résonance de 
cohérence (*). 


Remarque 


Il peut arriver que deux niveaux |¢,) et |p, soient couplés de manière 
indirecte par R,;(E), mais que ce couplage tende vers zéro lorsqu'on se 
rapproche du point de croisement. On peut alors montrer qu’en dépit de 
leur couplage les niveaux perturbés continuent à se croiser. Les résonances 
observées au voisinage d’un tel croisement sont très analogues aux 
résonances de cohérence, mais elles peuvent apparaître même si le système 
est préparé dans l’état ]p,) et détecté dans l’état |@,> (**). 


(*) Un exemple concret de résonance de croisement de niveaux (effet Hanle ou 
Franken) est étudié dans l'exercice 6. 


(**) Pour plus de détails, voir G. Grynberg, J. Dupont-Roc, S. Haroche et C. Cohen- 
Tannoudji, J. Physique 34, 523 (1973) et 34, 537 (1973). 
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2. Spin ł habillé par des photons de radiofréquence 


a) DESCRIPTION DU SYSTÈME 


Les structures fines, hyperfines ou Zeeman des atomes et des 
molécules font intervenir un nombre fini de niveaux, souvent très 
proches les uns des autres en comparaison des excitations électroniques. 
Nous considérons ici le cas le plus simple où il n’y a que deux niveaux. 
Un modèle d’un tel système est fourni par un atome paramagnétique 
supposé fixe à l’origine, portant un spin à et plongé dans un champ 
magnétique B). Le moment magnétique pm associé au spin S est donné 
par 

p=yAsS (26) 


où y est le rapport gyromagnétique, et où Sy, S,, S, sont les trois 
matrices de Pauli, multipliées par ł. La vitesse angulaire de précession 
du spin autour de la direction 0z du champ magnétique Bọ est 


Sp = — Y Bo (27) 


Un tel spin est supposé interagir de plus avec un champ de 
radiofréquence monochromatique. Comme les variations spatiales du 
champ de radiofréquence sont négligeables à léchelle atomique, 
l'atome n'est sensible qu'à la valeur B.,(0,r) de ce champ au point 
0 où il se trouve. Un mode ke du champ libre peut alors être utilisé pour 
modéliser l’action de B,(0,r) sur l’atome pourvu que sa fréquence 
w, sa polarisation € et son état quantique |#(t)} soient tels que la 
valeur moyenne de l’opérateur champ magnétique B(0) soit égale à la 
valeur expérimentale B,(0,1). Nous choisirons ici pour |#(r)} un état 
cohérent |æ(f)) (avec œ > 1) vérifiant 


(a(r)1B(0)|aæ(r)) = B:(0,1) (28) 
L'avantage de cette description du champ de radiofréquence est 
évidemment qu’elle ramène l’étude d’un problème de perturbation 
dépendant du temps à celle de l’évolution d’un système isolé (l’atome 
habillé), pour lequel il existe des grandeurs conservatives comme 
l'énergie, le moment cinétique, etc... facilitant les calculs et l’interpréta- 
tion physique des résultats. 

En l’absence d'interaction entre l’atome et le champ de radiofré- 
quence, l’hamiltonien H, du système est la somme de l’hamiltonien 
atomique H, et de celui Hg du mode du champ radiofréquence. L'effet 
des autres modes du champ de rayonnement est négligé, ainsi que 
l'énergie de point zéro du mode : 


Ho = H, + HR (29) 
Hpg = ho ata (31) 
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Si | +) et | — ) sont les deux états propres de S,, et |N} l’état à 

N photons du mode considéré, les états propres de Ho sont | +,N), 
d'énergies E, y 

Hol +N) = Es w| +N) (32) 

E, y = + (ħhwg/2) + Nhw (33) 


En fonction de l'écart fw, entre les niveaux atomiques, le diagramme 
d'énergie se présente sous la forme d’une infinité de droites de pentes 
+ + et d’ordonnées à l’origine Nhw (fig. 3). Dans toute la suite, nous 
considérons des niveaux tels que N = (N) >1 


E 
(N +1) ho 
Nhw 
(N —-1)ho 
0 hw 2 ho 3 hw ho, 


Fig. 3. Niveaux d'énergie non perturbés 
du système spin ł + photons de radiofréquence. 


b) HAMILTONIEN D'INTERACTION ENTRE L'ATOME ET LE CHAMP DE 
RADIOFRÉQUENCE 


L’hamiltonien d'interaction entre le moment magnétique porté par le 
spin et le champ magnétique du mode de polarisation € est : 


V = - u.B(0) (34) 
L'expression de B(0) découle de la formule (30) de l’appendice : 
how i(k x €) CBE xED | 
B(0) = fa 2 aat aaou 35 
(0) eT 7 a (35) 


Compte tenu de (26) et (35), Pexpression (34) de V peut se mettre sous 
une forme simple 


V = À [(e.S)a + (e*.Sja*] (36) 
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où e est le vecteur polarisation du champ magnétique et où À joue le 
rôle de constante de couplage ayant la dimension d’une énergie. 

Considérons de façon plus précise les éléments de matrice de 
V. Ils ne sont non nuls qu'entre des états | + ,N } dont les valeurs de 
N diffèrent d'une unité : 


AN =+#1 (37) 


Les règles de sélection sur les valeurs propres m, de S, dépendent de la 
polarisation e du champ magnétique de l’onde. Deux cas particuliers 
seront envisagées : 


i) Polarisation circulaire 

Les polarisations circulaires o, et o_ par rapport au champ 
magnétique statique B, sont obtenues en choisissant pour vecteur 
polarisation e : 


e, = —= (e, + ie,) (38) 


Le couplage s'écrit alors : 


Va. J (aS, +a*S_) (39.a) 


7 


et 
Ar 
v2 


Il est facile de vérifier que V,, conserve le nombre quantique 
m, + N. Cette règle de sélection résulte physiquement de la conserva- 
tion du moment cinétique du système total dans la direction Oz. Son 
interprétation est très simple : chaque photon du mode transporte une 
unité de moment angulaire le long de 0z, de sorte que (mn, + Nh 
représente le moment cinétique total du système, qui est conservé. De 
façon analogue V,_ conserve m,— N, chaque photon ayant un 
moment angulaire — #. 


Vo = (aS_ a 5) (39.b) 


ii) Polarisation linéaire 

Une polarisation du champ radiofréquence linéaire et perpendiculaire 
à Oz est obtenue par exemple pour e = e,. Nous appellerons « une telle 
polarisation. 


V, =A S, (a+at) (40) 


Remarquons que V, change N de +1 et m, de + 1, donc m, + N de 
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0 ou +2. Ceci montre que V, conserve le nombre quantique 


m +N- : 
n(msN) =(-) (41) 
Ce dernier prend selon les niveaux les valeurs + 1 ou — 1. 


Remarque 

Dans les formules (39.a), (39.b), (40), les opérateurs a* et a sont les 
opérations de création et d’annihilation des photons des modes correspon- 
dants (œ, pour (39.a), &_ pour (39.b), « pour (40)). Iis sont notés avec les 
mêmes lettres pour ne pas alourdir les notations. 


c) PRÉPARATION ET DÉTECTION 


Différentes méthodes peuvent être utilisées pour préparer des atomes 
paramagnétiques dans un état de spin donné : la séparation des atomes 
d'un jet suivant leur état de spin par des gradients de champ 
magnétique est utilisable pour des états électroniques fondamentaux ou 
métastables. Le pompage optique peut être utilisé dans les mêmes 
conditions, ou pour les atomes contenus dans une cellule. Les états ainsi 
préparés ne sont pas nécessairement les états propres | +) de 
Ho, mais peuvent être aussi des superpositions cohérentes de ceux-ci. 
C’est ce qui se passe par exemple si un pompage optique transversal 
(c’est-à-dire perpendiculaire au champ statique Bọ) prépare les spins 
dans un état propre de S$, ou S,. L’excitation optique en lumière 
polarisée circulairement permet de la même façon de préparer des états 
électroniques excités de moment cinétique À dans un sous-niveau 
Zeeman donné ou dans une superposition de ces sous-niveaux. Enfin, 
l'équilibre de Boltzmann à basse température dans un champ magnéti- 
que élevé est caractérisé par des populations très inégales des deux 
sous-niveaux | + et | — >. Des techniques d’impulsions radiofré- 
quence permettent éventuellement de préparer ensuite des superposi- 
tions de ces états. 

Pour fixer les idées, nous supposerons dans la suite que le système de 
préparation fournit des atomes dans l’état 


lea =l -)? (42) 
ou pour une excitation cohérente dans létat 
ly) =[1+)-1-)1/ V2, (43) 


état propre de S$, de valeur — À. L'état initial du système total est donc 
le produit tensoriel de ces états par l’état du champ radiofréquence à 
l'instant de la préparation, qui sera soit un état |N}, soit un état 
cohérent |aæ(t)). 
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Le triage magnétique et les méthodes optiques (par exemple, la 
mesure de l'absorption d'un faisceau lumineux polarisé circulairement) 
peuvent également être utilisés pour la détection. Les signaux obtenus 
sont proportionnels à la population d’un certain état que nous 
supposerons être 


le = 1+) (44) 
ou, pour une détection cohérente 
ls) =[1+)+1-)1/ V2 (45) 


Pour l’atome habillé, il faudra sommer sur N les populations des états 


| +N) ou IN) = |Y ® IN). 


Remarque 

Nous supposons implicitement que les processus de préparation et de 
détection ne sont pas affectés par le couplage avec le champ de 
radiofréquence (ou bien qu’ils se font en dehors de la région de l’espace où 
ce dernier agit). Une telle condition implique que les temps de corrélation 
caractéristiques des processus de préparation et de détection soient plus 
courts que l'inverse des fréquences de Bohr pertinentes du système, ou que 
le temps d’entrée (et de sortie) des atomes dans la région d'interaction soit 
suffisamment court pour que l’approximation soudaine puisse être appli- 
quée. 


3. Le cas simple des photons de polarisation circulaire 


Ce cas est particulièrement simple, car le diagramme d'énergie et les 
signaux de résonance peuvent être déterminés analytiquement. 


a) LE DIAGRAMME D'ÉNERGIE 


Le couplage V,, n’a d'éléments de matrice non nuls qu'entre états 
propres de Ho caractérisés par la même valeur de m,+N. La 
diagonalisation de H peut donc être effectuée séparément à l’intérieur 
de chacun de ces sous-espaces. Comme m, ne peut prendre que les 
valeurs +%, m,+N prend des valeurs demi-entières, et à chacune 
d’entre elles est associé un sous-espace de dimension deux. Ainsi, le 
sous-espace associé à la valeur N + À est sous-tendu par les deux états : 


(ea = 1-N +1) ; ps) = | +,N) (46) 
dont les énergies non perturbées 
E, = (N + ho — (ħw/2) ; Ep = Nhw + (hwo/2) (47) 


sont séparées par la fréquence de Bohr w,, = w — w,. Les éléments de 


Avyr3 L’atome habillé dans le domaine des radiofréquences 453 


matrice de V,, dans ce sous-espace sont donnés par : 


(Pal VolP = (Phl V orl Po) =0 (48.a) 
(Pol Ve, lPa) = VN +I (48.b) 


2 


Comme la dispersion des valeurs de N autour de (NY est très faible en 
valeur relative, nous pouvons approximer l'élément de matrice (48.b) 
par : 


(Pol Vos la) = À 0/2 (49) 


A Qi = À V2EN) (50) 


Les états perturbés issus des états | + ,N) et | — ,N +1) forment 
donc un anticroisement simple du type étudié au paragraphe 1-a. Les 
niveaux d'énergie E(N) et E(N) sont deux hyperboles centrées en 
w = w, dont les équations sont données par (3.a) et (3.b) avec les 
valeurs (47) de E, et Ep. 


GE = (Nai) et (y+ (oy (51.a) 
pen = (Nti) o- (52V (a (51.b) 


Les états propres correspondants |x,(N)} et |x2(N)} s'expriment en 
fonction des états non perturbés (46) par les formules (5): 


[x1(N)} = sin 8 | —,N +1) + cos 8 | +,N) (52.a) 
[xAN)) = cos 8 | — ,N +1) — sin 8 | +,N) (52.b) 


tg 20 To 
cotg T. 


; 0<20 <T (53) 


Les niveaux d'énergie sont tracés sur la figure 4. Ils sont formés d’un 
ensemble d’hyperboles admettant les niveaux non perturbés de la 
figure 3 comme asymptotes et dont la distance entre sommets est 
directement #0. 


Considérons à présent les autres points de croisement du diagramme 
des niveaux d'énergie non perturbés. En présence du couplage 
V, ces croisements ne se transforment pas en anticroisements. En effet, 
les niveaux qui se croisent en ces points appartiennent à des sous- 
espaces correspondant à des valeurs différentes de N + m, et ils ne sont 
donc couplés par V à aucun ordre. 
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(N +1)ñw 


0 ho 2 ho 3ño ho, 


Fig. 4. Variations avec Aw, des niveaux d'énergie d’un spin à 
habillé par des photons de radiofréquence de polarisation circulaire. 


b) LA RÉSONANCE MAGNÉTIQUE INTERPRÉTÉE COMME UNE RÉSO- 
NANCE D’ANTICROISEMENT DE L'ATOME HABILLÉ 


L'étude du paragraphe 1-a permet d’associer à chacun des anticroise- 
ments de la figure 4 un transfert de population entre les états non 
perturbés |p,) = | —,N +1) et |e) = | +,N). Cette transition 
entre états de l’atome habillé s’interprète comme le basculement du 
spin de l’état | — } à l’état | +) avec absorption d’un photon 
radiofréquence. Ce transfert est résonnant en w, = 0, soit œ = wọ. Si 
les atomes sont préparés en régime permanent dans l’état | — } en 
présence de N + 1 photons, la population de l’état | + ,N ) est donnée 
par la formule (11.b) : 


1 a? 


D nr ET CE. 


(54) 


Dans cette expression, nous avons supposé N = €N), et fait l’approxi- 
mation (49). En réalité, comme la préparation n’est pas faite avec une 
valeur de N bien déterminée et que l'observation porte seulement sur 
l'état du spin, il faut prendre la moyenne sur les différentes valeurs 
initiales de N, avec le poids |(N|aæ}|?, et, pour chaque valeur de 
N, sommer sur les valeurs finales possibles N’ du nombre de photons. 
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Comme l’état | — ,N +1) n'est couplé qu’à l’état | + ,N), la somme 
sur N’ ne comprend que le terme (54). Il vient donc : 


P, =F |(N|a)| PC+,N;-,N +1) (55) 


Comme [|(N|a){? mwa de valeurs notables que pour 
N = {N) = |a |?, approximation (49) faite dans lexpression de 
P(+,N;-—,N +1) est valable. Cette dernière quantité, indépendante 
de N peut être sortie de la somme sur N , qui vaut alors 1 par suite de la 
normalisation de |æ}. On a finalement : 


Pone! a (56) 
+= 70 Pa N? + (w — wo) 


La probabilité de transition moyenne P, _ varie avec wọ— œw comme 
une courbe de résonance, centrée en wọ = w, de largeur AT? + R?È, 
et dont la hauteur tend vers ł quand N/T tend vers linfini. 


Remarque 


Si le champ de radiofréquence est décrit par létat |a(ż)y, la matrice 
densité décrivant un système préparé à instant ż est : 


Ta =] +(+] Ole) a)l 
= $ | +N) <N ]at)) (aG)IN'> +N], (57) 


N,N’ 
soit encore, en approximant l’évolution du champ entre 0 et # par celle d’un 
champ libre (la réaction des spins sur le champ est supposé négligeable) : 


Telt) = X [KN |a(0)) Ca@)IN'} x 


xe Na] | LEO ND Ç +, N'| (58) 


Ainsi, le terme source de l'équation pilote décrivant l’évolution de 
l'ensemble des spins en interaction avec le champ contient des termes 
modulés aux fréquences (N — N')w. Ces termes donnent lieu à des 
signaux résonnants, détectables pour N — N’ = +1. Nous nous intéressons 
ici uniquement aux signaux statiques, pour lesquels il suffit de considérer le 
terme indépendant du temps de (58) : 


ca = DICNIa(@O)} | | +,N) <+ N] (59) 


Cette distribution d'états | +,N) avec les poids | {N|æ(0)) |? est 
précisément celle que nous avons considérée pour calculer (56). 
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c) RÉSONANCES DE CROISEMENT DES NIVEAUX HABILLÉS 


En l’absence de champ de radiofréquence, les deux niveaux d'énergie 
du spin dans le champ magnétique se croisent en w, = 0. Une 
résonance de croisement peut être observée sur des spins préparés et 
détectés dans les états |#;) et |W;) donnés par (43) et (45). La 
correspondance |a} = | — }, |b} = | + } permet d’appliquer la for- 
mule (25) avec A, = — 1/ V2, Àp = Ma = Hp = 1/ V2, w, = — wp, CE 
qui donne la forme de la résonance de croisement (*) : 


T EEL 
oal Teig 
(60) 


En présence du champ de radiofréquence, mais en l’absence d’interac- 
tion, les énergies des niveaux | +,N) et | —,N) se coupent en 
wo = 0. En présence d'interaction, les droites de la figure 3 deviennent 
les hyperboles de la figure 4, qui ne se coupent plus en wọ = 0. De 
façon précise, l’écart d'énergie entre les états E(N — 1) et E(N) vaut 
d’après (51) : 


hõ y = E(N — 1) - EN) = hf, (o65- ©) +R- u] (61) 
H s’annule en 
wp=0—\/w?- N? (62) 


L'interaction déplace donc le point de croisement. Pour de faibles 
valeurs de 9,, il se trouve en wg= N?/2w et se rapproche de 
wg = w lorsque N, augmente. Il disparaît pour 9, = øw. 

Pour déterminer analytiquement lexpression de la résonance de 
croisement, exprimons les états non perturbés en fonction des états 
propres de l’atome habillé en inversant les formules (52) : 


[—,N) = sin 8 |x1(N —1)) + cos 8 |xA(N —1)) (63.a) 
|+,N) = cos 8 |x,(N)) -sin 8 |x(N))} (63.b) 


(*) Cette résonance de croisement en champ magnétique nul correspond à l’effet 
Hanlie (voir W. Hanle, Z. f. Phys. 30, 93 (1924) et aussi Brossel). 
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Les états préparés et détectés sont respectivement : 


sh ne 
NPA nn |-))@ IN) 


Z {cos 8 |xi(N)}) — sin 8 |x2(N)) — 


— sin 4 |x (N —1)) — cos 8 |x(N —1))}  (64.a) 


il 


IYAN) = +)+[-))@IN) 


= 7 {cos 8 [x1(N)) — sin 8 |x2(N)) + 
+ sin 8 [x\(N —1)} +cos 8 |xA(N —1))} (64.b) 


Pour appliquer la formule (25), il faut considérer les composantes de 
(Y:N) et [W,,N} sur les niveaux qui se croisent, en l’occurrence 
Ix1(N —1)) et [x2N)). Elles valent — sin 0/ V2, — sin 8/ V2, 
+sin 0/ V2, -sin 0/ V2, ce qui conduit, après sommation sur 
N, à: 
> sinto &% 
CR Tah 


(65) 


où 8 est donné par (53) et & par (61). A la limite des faibles valeurs de 
NQ, le croisement reste au voisinage de wg = 0, et sin 8 = 1. Le champ 
de radiofréquence circulaire agit alors comme un champ effectif 
statique parallèle à 0z qui déplace la position du croisement de niveaux 
d’une quantité égale à Q?/2w. 

Le diagramme d’énergie de la figure 4 présente de nombreux autres 
croisements. Toutefois, un petit nombre d’entre eux peuvent être 
observés sur les signaux de détection. En effet, les états préparés et 
détectés ne se décomposent que sur les quatre états propres de l’atome 
habillé figurant dans les développements (64.a) et (64.b). Seuls les 
points de croisement entre les niveaux d’énergie correspondants sont 
observables sur les signaux de détection. Ils sont au nombre de deux 
seulement et correspondent aux points d’intersection de E,(N) et 
E (N — 1) appelés C y et C'y sur la figure 4. L'un des deux est celui que 
nous venons d’étudier. Le second se situe à wọ = 2w à la limite des 
couplages faibles, et se rapproche de wÿ = « à forte intensité. 
L'expression de la résonance correspondante est toujours donnée par la 
formule (65), mais pour les valeurs de wọ voisines du point de 
croisement donné par la deuxième solution de &,, = 0, soit, d’après 


(61) : 


wp = & + 1/0? N? (66) 
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A la limite perturbative et au voisinage de wọ = 2w, les formules (61) et 
N? 
(53) donnent õp = [wo — (2w — 5) et cotg2 0 = w/N,, soit 


280=02;/œ. La résonance se présente sous la forme 


2 
Paai (3) nl + O 


I? + {og - (20 -55 )P 


Elle n’est observable qu’en présence du couplage avec la radiofréquence 
qui, en contaminant les états | — ,N +1} par | +,N} et | +,N-1} 
par | —-,N}), permet l’excitation et la détection cohérente des deux 
niveaux qui se croisent. 


4. Photons de radiofréquence de polarisation linéaire 


Le diagramme d’énergie d’un spin À habillé par des photons de 
radiofréquence o, (ou o_) ne fait apparaître qu’une résonance 
d’anticroisement et deux résonances de croisement. Nous allons 
considérer maintenant le cas où les photons de radiofréquence ont une 
polarisation linéaire, perpendiculaire au champ magnétique (polarisa- 
tion g), et montrer qu’une telle situation est beaucoup plus riche en 
phénomènes physiques. 


a) PRÉSENTATION DES EFFETS NOUVEAUX 


Comme S,=(S, +5S_)/2, l'hamiltonien d'interaction (40) peut 
s’écrire sous la forme : 


V = V, + Y (68) 
où 
yos 5Sa + S_a*) (69.a) 
V_ = Z (S-a eSa) (69.b) 
V, couple le niveau | +,N) au niveau |—,N +1) ce qui fait 
apparaître un anticroisement en wọ = w comme dans le paragraphe 
précédent. V_ couple | +,N} à | —- ,N — 1) et donne naissance à un 
anticroisement en wg = — w. Les on de matrice correspondants 
sont : 


+ NIV -N +1) = 


(+:N|Vo] ~N —-1) = (70) 
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et peuvent être approximés par 
AN, 


avec (*) 
AN, = À VINY (72) 


A Fordre le plus bas en N,, le diagramme d’énergie comprend ainsi des 
anticroisements en wọ = + w, auxquels sont associées deux résonances 
symétriques par rapport à wọ = 0. 

Aux ordres supérieurs, il faut considérer, outre les effets de saturation 
produits séparément par V, et V_, les effets croisés entre ces deux 
termes. Ainsi, l’anticroisement créé par V_ au voisinage de wp = — w 
déplace les niveaux qui sont couplés de façon résonnante par 
V, en wọ = w. Ce dernier anticroisement est alors déplacé, ainsi que la 
résonance magnétique associée : c’est le déplacement de Bloch-Siegert 
que nous calculerons au paragraphe b. 

De plus, des niveaux qui, pour un couplage V, (ou V_) pur 
appartiendraient à des sous-espaces non connectés par V, (ou 
V_}), sont maintenant couplés à des ordres supérieurs. Ainsi, l’état 
| +,N Y est couplé à l’ordre 1 à | ~,N +1}, à l’ordre 2 à | +,N +2) 
et | +,N), etc... De façon générale, | + ,N ) est couplé à tous les états 
| -N + (2p +1)) et | + ,N +2p} où p est un entier quelconque. Les 
états non perturbés peuvent donc être regroupés en deux sous-espaces 
qui ne sont pas connectés par V „. Ces deux sous-espaces correspondent 
d’ailleurs aux valeurs +1 et —1 du nombre quantique n(m,,N) 
conservé par V „ et donné en (41). Les croisements entre niveaux d’un 
même sous-espace sont transformés en anticroisements par V „. C’est le 
cas des états | +,N) et | - ,N +(2p+1)) qui se croisent en 
wo = (2p + 1)w. Au contraire, les intersections entre niveaux de sous- 
espaces différents restent des croisements. Ainsi en est-il pour les états 
[+,N} et | — ,N + 2p} qui se coupent en wọ = 2pw. Le diagramme 
d'énergie de l’atome habillé présente donc un spectre impair d’anticroi- 
sements et un spectre pair de croisements, auxquels sont associées des 
résonances qui seront étudiées dans les paragraphes c et d. Comme les 
résonances wg = + w, toutes ces résonances subissent des déplacements 
radiatifs. 


(*) Avec cette définition, Q, représente, comme dans le chapitre, la fréquence de Rabi 
pour la résonance à un photon (wọ = + w). Il faut noter que la plupart des articles 
originaux utilisent, pour un champ de radiofréquence de polarisation linéaire 
B;,cos wte, un autre paramètre w, = — y B,. La relation entre ces deux paramètres 
peut être obtenue par décomposition du champ linéaire en deux champs circulaires droit 
ct gauche et s'écrit w, = 2 N.. 
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Par suite de l’invariance de V, et Hg par renversement du sens du 
temps et du caractère impair de H4 dans cette opération, les niveaux 
d'énergie sont symétriques par rapport à wọ = 0. Il en résulte que les 
croisements en champ nul ne sont pas déplacés (*). Lorsque l’intensité 
du champ varie, la pente des niveaux d’énergie en champ nul, qui 
représente le facteur de Landé de l’atome habillé, varie également. 
Cette variation peut être déterminée exactement pour toute valeur de 
N;,/w, comme nous le montrerons au paragraphe e. 


b) LE DÉPLACEMENT DE BLOCH-SIEGERT 


Considérons les niveaux |@,) = | -,N +1) et |e = | +,N) 
entre lesquels se produisent les transitions caractéristiques de la 
résonance magnétique au voisinage de w, = w, et utilisons les résultats 
du paragraphe 1-b. Les éléments de matrice de l’opérateur R(E;) pris 
pour 


pt, (N:1\s 73 
= (Ne) 9) 
seront déterminés à l’ordre le plus bas où ils sont non nuls. L’élément 
non diagonal ne comprend d’ailleurs qu’un seul terme d'ordre 1, qui, 
d’après (71) vaut : 


AN, 
RalEo) = ( -N +1|Vo] +,N) = -5 (74) 


Pour les éléments de matrice diagonaux, le terme d’ordre 1 est nul et il 
faut considérer le terme d’ordre 2. Par exemple : 


| CPalVol®e) l? 


E-E. (75) 


Raal Eo) = > 


cab 


Le seul état intermédiaire non résonnant qui contribue est létat 
[+,N +2). En utilisant (73), (33) et en approximant wg par 
w, on obtient 


i- N+1IVS| + ,N +2) |? 


RE no a 
(N +5) ho - [+ (N +2) 10 | 
An? 


(76) 


RE 


(*) Le fait que les niveaux d'énergie soient deux fois dégénérés en champ nul est 
d’ailleurs unc conséquence du théorème de Kramers ; voir Messiah, ch. XV. 
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De la même façon 


RE, io: 77 

wE) = 7 (77) 
Ainsi l’anticroisement est déplacé, d’après (16), de la quantité 

ô ô Pi 78 

wy =— OW = Fo (78) 


qui est le « déplacement de Bloch-Siegert» (*). La résonance magnéti- 
que se produit dans un champ plus faible. Il apparaît clairement dans le 
calcul précédent qu’un tel effet est dû aux couplages non résonnants 
induits par V,. Ces couplages disparaissent lorsqu'on fait, comme dans 
le chapitre ($ B-3-b), l’approximation du champ tournant. Un calcul 
analogue montre que le déplacement de la résonance wg = — w est 
l'opposé de (78), de sorte que les deux résonances se rapprochent du 
champ nul. 


Remarque 

Nous avons calculé le déplacement de Bloch-Siegert à l’ordre le plus bas en 
N, /w. Pour déterminer les termes d'ordre supérieur, il faut considérer les 
termes suivants du développement de R(z) et ne pas faire l’approximation 
consistant à remplacer z par Ep Les énergies E(N) et E(N) sont 
déterminées comme solutions d’une équation implicite donnant les pôles 
de G(z). Le centre de l’anticroisement, défini comme le point où les 
niveaux d'énergie ont une tangente horizontale, peut alors être exprimé 
sous forme d’un développement en puissances de 92,/w (**). 


c) LE SPECTRE IMPAIR DE RÉSONANCES D’ANTICROISEMENT 


Considérons deux niveaux non perturbés se croisant en 
wo = (2p +1)w, par exemple |g} =|-,N +1) et |p} = 
[+ ,N — 2p}, et appliquons à nouveau les résultats du paragraphe 1-b. 
Le déplacement Raa(Eo) du niveau |, est produit par son couplage 
avec les niveaux |[+,N) et [+,N +2), les éléments de matrice 
correspondants valant #{2,/2. L'énergie moyenne Eg vaut 


E,+E, 
ie 


de sorte qu'en approximant wọ par (2p +1)w, les dénominateurs 


= (N-p+35)10, (79) 


(*) Voir par exemple Abragam (chapitre II). 


(**) Voir par exemple : C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Phys. B 
6, L214 (1973). 


462 La méthode de l’atome habillé Avr4 


d'énergies relatifs aux états | + ,N) et | + ,N +2) sont respective- 
ment : (N -p +32 )ħw — [(ħwg/2) + Nho | = — 2p ħw et 
(N -p +ł)ħw — [(ñwg/2) + (N +2) how ]=-— (2p +2)hw. Finale- 
ment 


RalEo) 


AN, \2 1 1 
E (=) | zs tT | 
R? 2p +1 


7 8w pp +1) (0) 


Le déplacement du niveau |, est l'opposé de (80), ce qui d’après (16) 
conduit à un déplacement du centre de la résonance 


hni 2p +1 
4w p(p +1) 


Déterminons maintenant l’élément non diagonal R (Eo) qui produit 
l’anticroisement. Comme les états |g,) et |p) différent de 2p +1 
photons, le premier terme non nul du développement de R,(Eo) est 
d'ordre 2p +1: 


CN HIIVSI+ ND CE ONIVOI- SN - 1) + 


(Eo ~ E, n) (Eo — E_n-1) 
€ ,N —-2p+1lV,I+N —-2 
AEC ON Re pee (82) 

vi (Eo - E- N-41) 


wg = — (81) 


Raæ(Eo) T X 


et vaut, tout calcul fait 
(anp 
RPG 


A l'anticroisement est associé un transfert résonnant entre les états 
lg.) et |p). Lorsque la résonance n’est pas saturée, c’est-à-dire pour 
Ral <[w2 +17, son intensité est proportionnelle à R3, donc à 
A%+2 Son déplacement par rapport à wọ = (2p + 1)w est donné par 
(81). Notons que le déplacement en #2? croît plus vite que l'intensité en 
NÝ +? de sorte que lorsque les résonances sont notables, elles sont déjà 
considérablement déplacées. 

Revenons sur l'interprétation physique des résonances impaires. Ce 
sont des transitions multiphotoniques, comme le montre clairement la 
comparaison de l’état initial | ÿ,) et de l’état final | ,) du système. De 
façon plus précise, le numérateur de (82) est un produit d'élément de 
matrice de V, qui, de gauche à droite, font diminuer à chaque état 
intermédiaire le nombre de photons d'une unité, le spin passant 
alternativement vers létat | + > ou | — >. Les photons ø sont des 


Ra(Eo) = (83) 
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superpositions linéaires de photons o, et a _. A cause de la conserva- 
tion du moment angulaire le long de 0z, la transition de l’état 
[—,N +1) vers l’état | +,N —-2p} est réalisée par absorption 
successive d’un photon ©, , puis d’un photon &_, etc... , soit au total 
p + 1 photons ø, et p photons &_. Pour la même raison, une transition 
à 2p photons entre les états | — ) et | + ) est interdite en polarisation 
o, car le moment cinétique atomique ne pourrait pas avoir changé 
d’une unité de # à l'issue de ce processus. Une telle transition serait par 
contre autorisée si la polarisation du champ n’était plus perpendiculaire 
à Oz, les trois types de photons &,,a_ et m étant alors présents. 


d) LE SPECTRE PAIR DE RÉSONANCES DE CROISEMENT 


Les niveaux | +,N) et | — ,N +2p) se coupent en wọ = 2pw. En 
présence du couplage, les niveaux perturbés continuent à se croiser, 
mais sont déplacés. Le calcul des éléments de matrice diagonaux de 
R(E) est analogue à ceux du paragraphe précédent. Le résultat est 
identique, au changement près de 2p + 1 en 2p, ce qui donne pour le 
déplacement du croisement 


rea aa (84) 
° 40@-DE+D 


Comme dans le cas étudié au paragraphe 3-c, la résonance de croise- 
ment n’est observable que dans la mesure où les états perturbés 
e aa : 

|+,N) et |— ,N +2p} contiennent des états | +,N') et | — ,N') 
avec le même nombre de photons. Les états initial et final |#,) et 
[Ws sont en effet des combinaisons linéaires de |[+,N') et 
| — N’). Or les amplitudes (W; N'|+,NY, (Wr N' |+ NY et 
CPiN'|-,N +2p}, <b,,N'|- ,N +2p) sont respectivement d'ordre 
(Q;/o)IN-N'T et (1/w)!Y+?-N'1. I] s'ensuit que la résonance de 
croisement est excitée à l’ordre le plus bas pour N = N'=< N +2p, et 
que son intensité est d’ordre 


EET- (ET Œ 


Ces résonances de croisement sont intéressantes dans la mesure où 
elles ne subissent pas d’élargissement radiatif et où leur déplacement 
radiatif est mesurable jusqu’à des valeurs de Q, de l’ordre de 
w. L’approximation quadratique (84) est alors insuffisante, et les 
termes d’ordre supérieur doivent être pris en compte (*). 


(*) Voir par exemple C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Phys. B 6, 
L.218 (1973). 
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e) UN CALCUL NON PERTURBATIF: LE FACTEUR DE LANDÉ DE 
L’'ATOME HABILLÉ 


Jusqu'ici, nous avons adopté une approche perturbative. L’hamilto- 
nien de l’atome habillé par des photons a ne peut pas en effet être 
diagonalisé explicitement, sauf en un point, w = 0. Il vaut alors : 


H(wg = 0) = how ata + ÀS,(a + a*) (86) 


Dans cette expression, S, est le seul opérateur atomique. H commute 
donc avec $, et sa diagonalisation se ramène à celle de sa restriction 
H, à chacun des deux sous-espaces propres de S,, soit 


H, = hw a*a+=A(a+a*) 


: +, EÀ EÀ ) : x? 

FF (a io ) (a tho ) fho (87) 
où #e=+i. L'application à H, de lopérateur translation 
exp{sA(a* — a)/2hw ] (voir appendice, formule (66)) le ramène à 


ħw a*a — (à ?/4ħw), dont la diagonalisation est immédiate, ses valeurs 
propres étant 


Ey = Nhw - 35 (88) 


Finalement, les états propres de H correspondant à la valeur propre 
Ey sont : 


|EN) = exp[- eA(a* — a)/2hw]|e,) |N} (89) 


(les états | —,) et | +,) sont donnés respectivement par (43) et (45) 
en fonction des états propres | + } de S,). 

L'effet Zeeman de l’atome habillé correspond à la levée de la 
dégénérescence des états |+,,N) par l’hamiltonien Zeeman 


H, = ho$, (90) 


A la limite des faibles champs magnétiques (wọ < w), la théorie des 
perturbations à l’ordre 1 en H, permet de déterminer le terme linéaire 
en wg, donc le rapport du facteur de Landé de l’atome habillé à celui de 
l'atome isolé. En utilisant les éléments de matrice de $, dans la base 


La) 
(xlS le) = 0 3 (+81: =3 (1) 


A 


on trouve que, dans le sous-espace |+ N), H, est représenté par une 
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matrice 2 x 2 dont les éléments de matrice sont 
(E N |H, | Ex NY =0 


(4 oN |H- TMS = © (N exp À gE DIN 02 


Le facteur (N |exp[à(a* — a)/hw J| NY peut être calculé explicitement 


(voir la remarque ci-dessous). A la limite où N = Ñ > 1, ils’exprime en 
fonction de la fonction de Bessel d'ordre 0, Jo : 


(N |exp[à (a* — a)/ñw ]| N) =J(20:/w) (93) 


Ainsi la fréquence de Larmor wọ de l’atome libre est, pour atome 
habillé, multipliée par J,(29,/w). Cette fonction décroit à partir de la 
valeur 1, s’annule, change de signe pour 292,/«w = 2,40 puis continue 
d’osciller en décroissant lentement. Le facteur de Landé de l’atome 
habillé peut donc être notablement différent de celui de l’atome libre. 


Remarque (*) 


Evaluons l'élément de matrice (93) pour N = (NY > 1. En utilisant la 
formule de Glauber, on peut le mettre sous la forme 


CN [expl z= (a* = a IN) = 


[ep3 ( na ) | CN exp ( na. Jexp ( zs 


Comme À /ħw < 1, le premier facteur vaut 1. Le second fait intervenir le 


JIN 09 


vecteur 
— Àa Si f-A Ÿr p 
exp ( o= ral) a”| N} (95) 
pz 

Les valeurs de p qui contribuent principalement à (95) sont de l’ordre de 

Q, 
pa aN rer (06) 

ho w 


Dans le calcul de a’| NY, on peut donc assimiler N — p à N, donc à 
€Nÿ. Ceci conduit à utiliser l'approximation : 


aPN) = V NYPIN - p) (97) 
Il vient alors 


(*) Voir N. Polonsky et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique, 26, 409 (1965). 
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De la même façon 


wih 5) = Sa (AD J'en -pt 9 


et 


CN Jexp[ j (a* -a)]|N) = r (Yy (100) 


La somme apparaissant dans (100) n’est autre que le développement en 
série de la fonction de Bessel Jọ, de sorte que 


2 
CN expl pe (a* -IN = (PERD ) nd E) ao 


F) ÉVOLUTION QUALITATIVE DU DIAGRAMME D'ÉNERGIE AUX FORTES 
INTENSITÉS 


Tous les résultats que nous venons de discuter dans ce paragraphe 4 
apparaissent clairement sur le diagramme d'énergie du spin habillé 
représenté sur la figure 5. Sur cette figure, tracée pour N) <w, on 
distingue les anticroisements au voisinage de wg = w,3 w..., les 
croisements en wo = 0, 2w,... Les déplacements radiatifs sont égale- 


«wg = w» «wg = 3 w» 


0 ħw 2 how 3 ho ho 


Fig. 5. Niveaux d'énergie d’un spin à habillé 
par des photons de radiofréquence de polarisation o. 
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ment visibles de même que la diminution de la pente des niveaux en 
champ nul. 


Lorsque N, augmente, les anticroisements «wg = + w» et les croise- 
ments «wg = + 2w» arrivent en wọ = 0, en même temps que s’annule la 
pente des niveaux à l’origine, c’est-à-dire pour 292,/w = 2,40... Si 
N, augmente encore, le facteur de Landé s’inverse, et, à leur tour, la 
résonance à trois quanta et le croisement «wọ = 4w» viennent disparaî- 
tre à l’origine pour le deuxième zéro de la fonction de Bessel 
(20 :;/w = 5,52). Et ainsi de suite... L'étude du diagramme d’énergie 
du spin habillé donne ainsi une vision globale des phénomènes et 
permet de comprendre leur évolution lorsque l’intensité de la radiofré- 
quence augmente et qu’un traitement perturbatif n’est plus valable. 
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COMPLÉMENT By; 


PROCESSUS COLLISIONNELS 
EN PRÉSENCE D’IRRADIATION LASER 


De nombreuses différences existent entre les spectres d'émission d’un 
atome isolé et ceux d’un atome subissant des collisions contre d’autres 
atomes. Considérons par exemple le spectre de la lumière de fluores- 
cence émise par un atome à deux niveaux. En l’absence de collisions, un 
tel spectre est constitué d’un triplet symétrique où les deux bandes 
latérales ont même intensité (voir $ E-1). De plus, à la limite des grands 
désaccords par rapport à la résonance, l'intensité de la raie centrale du 
triplet est proportionnelle à 2? (où 9, est la fréquence de Rabi) alors 
que l'intensité des bandes latérales varie comme Nf. Nous allons 
montrer dans ce complément qu’en présence de collisions, le triplet de 
fluorescence devient asymétrique. En outre, à la limite des grands 
désaccords, la bande latérale dont la fréquence est voisine de la 
fréquence atomique wg change de comportement, son intensité deve- 
nant elle aussi proportionnelle à 22. Le spectre d'émission contient 
alors deux raies dominantes, l’une à la fréquence du laser w, et l’autre à 
la fréquence atomique wọ (figure 1). Cette raie à la fréquence 
wg provient de l'excitation du niveau b dans un processus assisté par 
collision, la collision fournissant le défaut d'énergie A(wg — w,) entre 
l'énergie du niveau b (ligne en traits pleins sur la figure 1) et l’énergie 
atteinte à partir du niveau a par absorption d’un photon (ligne en traits 
tiretés sur la figure 1). Or, nous savons que cet échelon intermédiaire 
du processus d’excitation peut en réalité être interprété comme un 


Du b 
collision 


(£) 


Figure 1. Raies dominantes observées dans le spectre d'émission d’un atome 
soumis à des collisions. Outre la diffusion Rayleigh à la fréquence w, 
(Fig. 1.œ), on observe une émission à la fréquence w due à l'excitation du 
niveau b dans un processus assisté par collision (Fig. 1.f). 
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niveau d’énergie du système global atome + photons (voir discussion 
du paragraphe C-1 du chapitre II à propos de la figure 13). La méthode 
de l’atome habillé est donc tout indiquée pour aborder l’étude des 
processus collisionnels en présence de rayonnement. C’est un tel point 
de vue que nous allons exposer dans ce complément (*). 

Après avoir introduit les paramètres décrivant la relaxation collision- 
nelle d’un atome en l’absence de rayonnement ($ 1}, nous décrivons 
l'effet des collisions dans la base des états propres de l'atome habillé 
(§ 2). Nous étudions ensuite les modifications des spectres d’absorption 
et d'émission de l'atome dues aux collisions ($3). Enfin, nous 
indiquons comment les taux de transfert entre niveaux de l’atome 
habillé peuvent être calculés dans deux limites différentes correspon- 
dant à des écarts à résonance petits ou grands devant inverse de la 
durée T d’une collision (8 4). 


1. Relaxation collisionnelle en l’absence d’irradiation laser 


a) HYPOTHÈSES SIMPLIFICATRICES 


Considérons un atome À à deux niveaux a,b placé dans un gaz 
constitué d’atomes X et subissant de façon aléatoire des chocs contre 
ces atomes. La durée 7. de chaque collision est supposée petite devant 
l'intervalle To séparant deux collisions: les collisions sont donc 
binaires et bien séparées dans le temps. L'énergie cinétique moyenne 
des atomes (3k,T/2) est supposée bien plus petite que wg = Ep — E,, 
de sorte que l’excitation du niveau b à partir du niveau a au cours d’une 
collision est énergétiquement impossible. L'énergie du premier niveau 
excité de l’atome X est supposée également très grande devant 
how. Il s'ensuit que lors d’une collision, il n’est pas possible de 
transférer l’énergie de l’atome A excité à l’atome X. Plus généralement, 
nous supposerons qu’il ny a pas de désexcitation non radiative 
(« quenching ») de b vers a au cours d’une collision. 


En conclusion, le seul effet des collisions considérées ici est de 
modifier les énergies des niveaux de À pendant la durée de la collision. 
Appelons donc E,(r) et E,(r) les énergies des niveaux a et b de l’atome 
A en présence de l’atome X à la distance r (voir figure 2) (**). Durant 
la collision, la fréquence de Bohr associée à la transition a  b est 


(*) Un tel point de vue est utilisé dans S. Reynaud et C. Cohen-Tannoudji, J. Physique 
43, 1021 (1982). 


(**) En revanche, nous supposons que les fonctions d'onde des niveaux a et 
b sont très peu modifiées par la présence de l’atome X. En particulier, l’élément de 
matrice du dipôle électrique de l’atome A entre les états a et b est supposé être le même 
que pour un atome isolé. 
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E;(r) 


E(r) 


r 


Figure 2. Niveaux d'énergie de l’atome A 
en présence d’un atome X à la distance v. 


modifiée de sorte que l’effet essentiel de la collision est d’induire un 
déphasage sur l’oscillation du dipôle atomique. C’est pourquoi on 
donne le nom de collisions déphasantes à ce type de collisions. 

Pour simplifier, nous traiterons les collisions en supposant que 
l’atome À est immobile et que les atomes X décrivent des trajectoires 
classiques rectilignes (*). 


b) ÉQUATION PILOTE DÉCRIVANT L'EFFET DES COLLISIONS SUR 
L'ATOME ÉMETTEUR 


Etudions d’abord l'effet d’une collision élémentaire. Les hypothèses 
faites au paragraphe précédent entraînent que les éléments diagonaux 
Ou Et Cpp de la matrice densité o4 de l'atome À ne changent pas. En 
revanche, l'élément non diagonal est modifié d’une quantité qui, en 
représentation d’interaction, s'écrit 


Aôm=-(-e it), (1) 

où est le déphasage accumulé lors de la collision. Celui-ci est égal à 
+ 

6 = [7 di tou - wi] 2 
— © 


w (1) représentant la fréquence instantanée d’oscillation du dipôle : 


E — E (r 
w(t) = NE (3) 


(*) Les effets associés au changement de vitesse de l’atome à l’issue de la collision sont 
étudiés par exemple par P.R. Berman in Les Houches XXXVIII, « New Trends in 
Atomic Physics », ed. G. Grynberg et R. Stora (North-Holland, 1984) page 451. 
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Considérons un intervalle de temps At long devant la durée Teo d’une 
collision et court devant lintervalle de temps Tou séparant deux 
collisions (Teon € At < Ton). Puisque At < Ty, la probabilité pour 
qu'un atome À ait subi une collision pendant Aż est très faible, de sorte 
que la modification Að, de &,, pendant At est petite. En revanche, 
comme Àf > Tu, toute collision qui s’est produite pendant l'intervalle 
At a eu le temps de se dérouler entièrement. Pour trouver A pa, il faut 
sommer la relation (1) sur toutes les collisions possibles. Pendant 
At, le nombre de collisions que subit l'atome A avec un atome 
X dont la vitesse est comprise dans l’élément de volume dv autour de 
v et dont la trajectoire a un paramètre d'impact compris entre 
b et b + db est: 


AN(b,v) = N 2mbdb |v| f(v)dv At (4) 


où N est le nombre d’atomes X par unité de volume et f(v) leur 
distribution de vitesses. La variation AG,,/At peut donc s’écrire : 


AG ba 
At 


T (1 [a er ha (5) 


avec 
(1 = eit) a =N F 2rbdb f Ivi f [L -e~it dw (6) 
0 


où ¢(b,v) est le déphasage pour une collision associée à une trajectoire 
de paramètre d'impact b et de vitesse relative v. Appelons y et 


n les parties réelle et imaginaire de (1—e-*) u: 


y-= <1 — COS $ ’ coll (7.a) 
n = (sin >) on (7.b) 


Pour des temps longs devant Tow l'évolution de p, peut être décrite 
par la « moyenne à gros grains » (5), de sorte que 


dE AT 


P7 =- (rin) Č pa (8) 


En revanche, comme nous l'avons mentionné plus haut, les collisions 
déphasantes n’introduisent pas de transfert d’un niveau atomique à 
l’autre, ce qui conduit aux équations suivantes pour les populations 
dy dp 
dt dt 


Notons pour finir que les équations (8) et (9) peuvent être décrites par 


= 0 (9) 
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une seule équation opératorielle 


d | j J ; z z 

Ila =- g Ža t2 S, 48, in (S, a ~ 48.) (10) 
où S, est l'opérateur défini par S,|a} = — (1/2) la}, S,]b) = (1/2)|b) 
(voir équation (A.15.c) du chapitre V). 


Remarque 

Tout système à deux niveaux peut être considéré comme un spin fictif (voir 
$ A-4 du chapitre V). Comme une collision déphasante modifie la 
différence d'énergie entre les deux niveaux, son effet en termes de spin 
fictif est équivalent à celui d’un champ magnétique b(f) parallèle à 
Oz qui serait appliqué au spin pendant la durée de la collision. L'angle 
représente alors langle de rotation du spin autour de Oz sous l'effet de 
b(t). Notons que nous n'avons fait aucune hypothèse sur D et que cet angle 
peut correspondre à une rotation supérieure à 27. 


2) Relaxation collisionnelle en présence d’irradiation laser 


a) LE POINT DE VUE DE L’ATOME HABILLÉ 


Les collisions apparaissent également comme un processus de relaxa- 
tion pour l’atome habillé et il est possible de décrire leur effet à l’aide 
d’une équation pilote. En dépit du grand nombre de niveaux de l’atome 
habillé, le nombre de paramètres nécessaires pour décrire effet des 
collisions déphasantes est relativement restreint. Cela tient, d’une part 
au choix d’un modèle simple de collision (celui du paragraphe 1-a), 
d’autre part au fait qu’il est généralement légitime d’utiliser l’approxi- 
mation séculaire permettant de découpler l’évolution des populations 
de celle des cohérences (ou encore l’évolution des cohérences ayant des 
fréquences propres différentes). 


b) ÉVOLUTION DES POPULATIONS: TRANSFERTS COLLISIONNELS 
ENTRE NIVEAUX HABILLÉS 


Notons d’abord que les collisions déphasantes ne peuvent pas induire 
de transfert de population d’une multiplicité à l’autre : T IN) — ja Est 
nul si N # N'. En effet, nous avons supposé au paragraphe ł-a que 
l'énergie susceptible d’être transférée au cours d’une collision est de 
l’ordre de k,T, quantité qui est petite devant une énergie optique. En 
revanche, kgT est en général grand devant l'écart AQ entre les niveaux 
|I(N)) et |2(N)) d’une même multiplicité et les collisions peuvent 
induire des tranferts de [1(N)) vers [2(N)) avec un taux Th 2m) 
que nous noterons w (pour N voisin de {N), w peut être considéré 
comme indépendant de N). Remarquons que la relation AQ < kpT 
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entraîne (voir équation (C.10) du chapitre IV) : 


LS am = TM) = W (11) 


Par ailleurs, nous supposerons que Q est grand devant y, ce qui 
permettra d’appliquer l’approximation séculaire et de négliger les 
couplages entre populations et cohérences. L’équation d'évolution des 
populations m;n) de l’atome habillé sous l'influence des collisions 
s'écrit donc : 


d 
— TAN) = W (TiN) — TAN) (12.a) 
dt 


d d 
A TN) = CR TAN) (12.b) 


Les collisions déphasantes tendent ainsi à égaliser les populations entre 
sous-niveaux d’une même multiplicité de l’atome habillé (figure 3). 


IICN +1)) 
T 

[2(N +1)) 

12(N)> 


Figure 3. Transferts entre niveaux de l'atome habillé 
induits par les collisions déphasantes. 


Remarque 


Les équations (12) indiquent que, dans la base des niveaux habillés, la 
relaxation collisionnelle n’affecte pas seulement les cohérences, comme 
c’est le cas pour latome nu (voir équations (8) et (9)), mais également les 
populations. Dans le langage de la résonance magnétique nucléaire, on 
peut dire que la relaxation, qui est seulement de type T, pour l’atome nu, 
devient partiellement de type T, pour l’atome habillé. Un tel résultat se 
comprend bien à l’aide de l’image du spin fictif. Pour atome nu, le champ 
aléatoire b(r) représentant l’effet de la collision déphasante est aligné le 
long de 0z, comme le champ Bọ associé à l'écart d'énergie hwg entre les 
niveaux b et a. En revanche, en présence d’une onde laser, b(t) n’est plus 
aligné avec le champ total B, dans le référentiel tournant. Rappelons en 
effet que les composantes de B, le long de OZ et OX sont respectivement 
proportionnelles à (wọ — w,) et N, (voir figure 1 du chapitre V). Ainsi, 
dans le référentiel tournant, le champ b(t) a une composante orthogonale à 
B, qui peut induire des transferts entre les états propres | +} et 
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| — > de la composante du spin selon B,. Les équations (12) ne font que 
traduire quantitativement l'existence de tels transferts entre niveaux 
habillés. 


c) ÉVOLUTION DES COHÉRENCES. AMORTISSEMENT ET DÉPLACEMENT 
COLLISIONNELS 


Considérons maintenant les cohérences (I(N)|&[2(N)) et 
{2(N)|&|1(N)) entre deux sous-niveaux d’une même multiplicité 
&(N). La relaxation de ces cohérences peut être décrite au moyen de 
deux paramètres x et é qui décrivent respectivement l'amortissement 
de la cohérence et le déplacement de sa fréquence d’évolution : 


£ (N) 12(N)) - (x +i) (UN)I&[AN)) (13.a) 


À ANIEJIN)) = = (e i£) (ANJELI) (13-b) 
Contrairement à la situation rencontrée dans le paragraphe D-2-c pour 
l'émission spontanée, il n’y a pas ici de transfert de cohérence entre 
deux multiplicités. Ceci est dû au modèle de collision envisagé ici qui 
néglige tout phénomène de transfert collisionnel entre niveaux séparés 
par des énergies optiques. 


Remarque 


L'influence des collisions sur l'évolution de la cohérence 
I(N)[&|2(N')) avec N # N'est donnée par une équation semblable à 
(13.a) 


4 CIN) |2(N')> = — (x +i) <N) EIAN) (14) 


Ce point sera justifié dans le paragraphe 4. 


d) FORME EXPLICITE DE ÉQUATION PILOTE À LA LIMITE D'IMPACT 


Une situation particulièrement importante du point de vue expéri- 
mental est celle où N Tog %1, Q étant la fréqueñce de Rabi (B.19). 
Cette condition, qui implique que les relations |w; — wol Teon € 1 et 
Ni Ton 1 sont simultanément vérifiées, correspond à la «limite 
d'impact ». Dans ce cas, l’oscillation de Rabi à la fréquence Q n’a pas le 
temps de s'effectuer pendant la durée r,,,, de la collision. Nous sommes 
alors dans une situation analogue à celle rencontrée pour l'émission 
spontanée dans le paragraphe D-1-a du chapitre. Il est donc, ici aussi, 
possible d'utiliser l’approximation des vitesses de variation indépendan- 
tes pour trouver la forme explicite de l'équation pilote de l’atome 
habillé. Cette approximation consiste à écrire que la vitesse de variation 
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de o4, est la somme de la vitesse de variation (10) associée aux 
collisions (les nombres quantiques relatifs aux photons laser restant 
« spectateurs ») et de celle due à l’hamiltonien H4; de l’atome habillé 


d i | 
Dar = — Hanoi - Loc + 278,0 418, — in(S;0 41 — Ga.) 


dt 
(15) 


Nous allons maintenant projeter l'équation (15) sur la base Ji(N)) des 
niveaux de l'atome habillé et montrer qu’il est possible à la limite 
d'impact d’exprimer les trois paramètres w,x et é décrivant la 
relaxation collisionnelle de l’atome habillé en fonction des deux 
paramètres y et n introduits pour l'atome nu. Pour cela, utilisons les 
éléments de matrice suivants déduits de (B.20) : 


GUN) IS. LUN") = 3 (cos? — sin20)5 vw = y y 20 (16.a) 


2 
| bus cos2 4 
Ç2(N) |S,|2(N )) = 7 (sin?8 cos?6)5 x y' = = ÖNN’ Z (16.b) 
(ICN) IS:12(N')} = — sin0 cos8 ôy y = — Ôn y sn 2 (16.c) 


Considérons d’abord (*) <1(N)|e |1(N')}. En utilisant l’approxima- 
tion séculaire, nous déduisons de (15) : 


GCN) |o TN)» = 


Sja 


= —i(N -N'o LCN) oN) -Z (UNI N’) + 


2 5.2 
y PE CIN) Je jN y + y EZE GUN) AN’ 


2 2 
= ~i(N-N') w, (U(N)|o/1(N')) - 
- Z sin/26[ (1(N)Lo J1(N')) — (2(0N)} o |2(N'))] (7) 


Pour N = N', nous trouvons alors, en comparant (17) et (12.a), que la 
valeur de w à l'approximation d'impact mest autre que : 


w= À sin?28 (18) 


Par ailleurs, en utilisant de nouveau (15) et l'approximation séculaire, 
nous obtenons pour l'équation d'évolution de (1(N)|o|2(N')) : 


Í CN) 10 AN’) = — il + (N -Nw JUN) | a l2(N°)) - 


— [y(cos*8 + sin*6) + in cos 28] {1(N)|o|2(N')à (19) 


(*) Nous omettons l'indice AL de w,, lorsqu’il n'y a pas ambiguïté. 
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La comparaison avec (13.a) donne alors 


y (cos*8 + sin*8) (20) 
n cos 20 (21) 


K 


3 


Remarques 


(i) Il est possible de retrouver le coefficient w à la limite d'impact par une 
approche plus physique. Pour cela, supposons que łe système soit à 
l'instant initial t = — T dans l’état J1(N) et étudions leffet d’une 
collision avec un atome X. Comme 92 Tan < 1, nous pouvons négliger le 
couplage atome-laser pendant la collision. L'effet de la collision est 
simplement de déphaser les coefficients du développement de l’état 
|1(N)> sur les états |a,N +15 et |b,Nÿ. Partant à l'instant initial de 
l'état 


Ep -T)} = |1(N)) =sin |a,N +1) +cos8 |b,N) (22) 
le système se retrouve à l'instant T dans l’état 
lu(n)> = 
= sin8 |a,N + 1) exp L; P [ECE + (N + Dho Mt} + 


+ cos |b,N > exp {- : Í a [E r(e) + Nhw lar} (23) 
-T 


En supposant que la collision se passe à l’intérieur de l'intervalle 
(— T,T), nous pouvons, en utilisant (2), réécrire |ÿ(T)) (à un facteur 
global de phase près) sous la forme : 


[U(T)> = sin6 Ja,N +13 +cos8 ete "(0 TIL NS (24) 


A la limite d’impact, on peut prendre un intervalle T grand devant 
Tu tout en ayant |ô; |T < 1 de sorte que : 


[#(T)> = sin8 |a,N +13 +cos8 e"'$|b,N) (25) 


L'état |#(T)} à Tissue de la collision diffère ainsi de |1(N)) à cause du 
déphasage e”‘$ sur la composante le long de [b,N). L'utilisation de 
(B.20) donne alors pour la probabilité de transition 


| CAN) (TD |? = 2 sin?8 cos?8 (1 — cos $) (26) 


Le taux de transition de [1(N)}> vers [2(N)) est obtenu par moyenne de 
(26) sur toutes les collisions possibles. Il suffit alors d’utiliser (7.a) pour 
retrouver l'expression (18) donnant w. 


(ü) Un raisonnement analogue à celui de la remarque précédente permet 
de comprendre également certains effets d’origine collisionnelle en optique 
et en spectroscopie non linéaires. Considérons, à titre d'exemple, un 


atome à trois niveaux {4,b,b"} identique à celui de la figure 14 du 
chapitre. Supposons que les deux faisceaux incidents de fréquences 
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w, et w’, excitant les transitions a … b et a ~» b' soient non résonnants et 
que Q,/18,| et N',/|8',| soient petits devant 1 (avec 6, = w; — wo, 
6", = w';, — w’). L'atome étudié subit également des collisions avec des 
atomes X et les conditions définissant la limite d'impact 
(15:1,15’,| < Tai) sont supposées vérifiées. Les états propres de 
l'atome habillé dans la multiplicité #(N ,N') introduite en (E.40) sont : 


a 
|I(N,N')) = TA [a,N +1,N' +13 + |b,N,N' +19 (27.a) 


p 
12(N,N')}) = -357 Lja, N +1,N' +1) + |b'N+1N') (27.b) 
[3(N,N")) = p +1,N'+1)+ 
A", 
35, ONN" HS AL NN +1,N') (27.0) 


Si le système est initialement dans l’état [3(N,N')> et qu’il subit une 
collision avec un atome X, une démonstration analogue à celle faite dans la 
remarque précédente permet de montrer que son état à l'issue de la 
collision est : 


en 
ICT) = Ja,N +1,N' +1} +35, NN +1) + 


A 


e~it 
E Ib N +1,N'9 (28) 


+ © 
où p' = | dt (wypal) — w'o) est le déphasage de la cohérence entre les 
— © 

états a et b' induit par ła collision. Comme l’état | ÿ(T)} diffère de l’état 
[3(N,N')}, nous trouvons des transferts vers les niveaux [2(N,N')} et 
[I(N,N')ÿ analogues à ceux discutés dans la remarque précédente. De 
surcroît, une cohérence entre les états |1(N,N'}} et |2(N,N')) est créée 
par la collision : 


<1I(N, P (HT) |(N,N')) = 


7 aa A ag (29) 
- [Q -67h + Q- e'®) — (1 et #)] 


La moyenne sur les collisions conduit à un taux moyen d’excitation de la 
cohérence égal à 


coh N, A’ 

"48,8" ô'L E (Yo + YËa— Yo) (30) 
OÙ Yp =Y FIN; Ypa Et Yp étant associés de façon analogue à la 
relaxation des cohérences Cpa et «æ,, de Patome nu. Le terme du second 
membre de (30) est généralement différent de zéro, ce qui montre que les 
collisions sont susceptibles de créer des cohérences entre niveaux de 
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l'atome habillé. Par ailleurs, nous savons (voir complément A yz, $ 1-c) 
qu’une cohérence ainsi excitée passe par une valeur résonnante lorsque sa 
fréquence d'évolution propre est nulle. La fréquence d’évolution de la 
cohérence entre |2{N,N')5 et |1(N,N')} étant (5, — 8',), le processus 
induit par collision que nous étudions ici doit être résonnant lorsque 
ô, = 6',, c’est-à-dire encore quand E, — Ey = h(w, — w',). La méthode 
de l’atome habillé permet donc de comprendre comment les collisions 
peuvent faire apparaître des résonances associées à des fréquences de Bohr 
entre niveaux excités (*). Nous présentons plus loin (voir la remarque (ii) 
du paragraphe 3-d) un exemple de situation physique où de telles 
résonances peuvent apparaître. 


3. Modifications introduites par les collisions sur l’émission et l’absorp- 
tion de lumière par l’atome. Redistribution collisionnelle 


Nous étudions maintenant comment la fluorescence de résonance 
d’un atome excité par une onde laser est modifiée quand cet atome 
subit en plus des collisions. 


a) PRISE EN COMPTE DE L'ÉMISSION SPONTANÉE 


Dans le point de vue de l’atome habillé, il faut tenir compte alors de 
l'existence de deux processus de relaxation, la relaxation « radiative » 
due aux processus d'émission spontanée et la relaxation « colision- 
nelle » produite par les collisions. Le premier processus, étudié dans le 
chapitre ($ C-1 et partie D), est caractérisé par un temps de corrélation 
Ta» au plus de l’ordre d’une période optique 1/w,, et un temps de 
relaxation Tr égal à 1-1. Pour le second processus, étudié dans le 
paragraphe précédent, le temps de corrélation Tą est de l’ordre du 
temps de collision 7.1 et le temps de relaxation Tg de l’ordre du temps 
entre collisions Toon- 

La possibilité de décrire séparément chacun de ces processus de 
relaxation par une équation pilote est due à l’existence pour chacun 
d'eux de deux échelles de temps bien distinctes, ce qui se traduit par les 
deux conditions 


Ta Tr ou Lara (31.a) 
wo 
Ta < Tr ou T coli < Too (31.b) 


Lorsque les deux processus de relaxation agissent ensemble, comme 
nous le supposons ici, il faut, pour pouvoir calculer une vitesse de 


(*) Pour plus de détails, voir G. Grynberg, J. Phys. B 14, 2089 (1981). La première 
observation d’une telle résonance a été obtenue dans une expérience de mélange à quatre 
ondes par Y. Prior, A.R. Bogdan, M. Dagenais and N. Bloembergen, Phys. Rev. Lett. 
46, 111 (1981). 
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variation « à gros grains» de © 4,, introduire un intervalle de temps 
At qui soit, à la fois long devant 7. et Ta et court devant 
Tr et Tm, ce qui implique, en plus des conditions (31), que : 


Ta < Tr ou 2 < Teon (32.a) 
wo 
Te < Tri OÙ Tool < F (32.b) 


Nous supposerons dans ce qui suit que les conditions (32) sont 
également vérifiées. 

Notons enfin que, comme Tą est en général très petit devant 

Te, Un processus d'émission spontanée peut se dérouler entièrement au 
cours d’une collision. La probabilité pour qu’un tel évènement se 
produise est de l’ordre de r,n/Tu qui est très petit devant 1 d’après 
(31.b) (*). Cette condition permet donc également de négliger toute 
modification d’un processus de relaxation par l’autre. Finalement, pour 
obtenir l’équation pilote de l’atome habillé, il suffit d'ajouter indépen- 
damment les termes de relaxation radiative et collisionnelle, calculés 
comme si chaque processus de relaxation agissait seul. On obtient 
ainsi : 
L'on =n à [HaT aL] + l Son) + | = oa) (33) 
où { do 41/dt } aa est donné par l'équation (D.3) du chapitre et où 
{ do 4L/dt } con est donné par les équations (12) et (13) de ce complé- 
ment. 


Remarques 


(i) Les conditions (31) et (32), qui permettent de justifier la structure de 
l'équation (33), ne font pas intervenir la fréquence de Rabi généralisée 
A =[Q2?+ 85?]'. La comparaison entre N et r,; ou entre N et Tp; (i = 1,2) 
apparaît à un stade ultérieur. Par exemple, quand 9 7, = 0 ru <1 
(limite d’impact), les termes { do 4,/dt } on ont la même forme que pour 
l'atome nu, les photons laser restant spectateurs, car on peut négliger le 
couplage atome-laser pendant la durée de la collision. Par ailleurs, les 
conditions N Th > 1 et R Th > 1 sont à la base de l'approximation 
séculaire. 


(ii) L’équation (33) et le théorème de régression quantique ne permettent 
pas de calculer correctement la fréquence des photons émis spontanément 


(*) Ceci suppose bien sûr que la collision ne rend pas permise une transition spontanée 
qui serait autrement quasi interdite (par exemple si a et b sont de même parité). De telles 
collisions ne pourraient d’ailleurs pas être décrites dans le cadre du modèle choisi ici 
puisque nous avons supposé que l’élément de matrice du dipôle entre a et b varie peu au 
cours de la collision (voir $ 1-a). 
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au cours d’une collision, car la fréquence atomique est alors fortement 
perturbée (voir Fig. 2). L'erreur commise est cependant négligeable car 
elle ne concerne qu’une petite fraction T.on/ Ton des photons émis. 


b) POPULATIONS RÉDUITES STATIONNAIRES 


A partir de l’équation (33), il est possible de déterminer les valeurs 
des populations stationnaires et donc l'intensité des trois raies du 
spectre de fluorescence de fréquences wz, w, — N et w+ Q. 

Ainsi, une démarche analogue à celle du chapitre permet de déduire 
de (33) les équations d’évolution des populations réduites. Plus 
précisément, la prise en compte du terme (12) d’origine collisionnelle 
conduit à généraliser les équations (D.20) sous la forme suivante : 


ty = —mli2+ml2a-Ww(ri- m) (34.a) 
ty = ~n la+ ni Tia wm Tm) (34.b) 


La solution stationnaire de ces équations est : 


DT 1+w 
st 
Ti S= z+, 2w 54) 
T,3+w 
my = aoee a — (35.b) 


li2+l1+2w 


soit encore, compte tenu de (D.11) 


Tsin*0 +w 
mi = t (36.a) 
T(cos'8 + sint0) + 2w 
4 
oe lcos"8 +w (36.b) 


T(cost0 + sin*8) + 2w 


Il est facile de vérifier sur les expressions (35) ou (36) que les collisions 
tendent à diminuer la différence |m] — m7| entre les populations 
stationnaires en accord avec limage de la figure 3. 


c) INTENSITÉ DES TROIS COMPOSANTES DU TRIPLET DE FLUORESCENCE 


Les deux raies latérales centrées en (w; — {2) et (w; + N) ont des 
poids égaux en l'absence de collisions. Un tel résultat n’est plus vrai en 
présence de collisions. Le poids de la raie centrée en (w; + (2), égal à 
mi l';_2 d’après (E.17), diffère de celui de la raie centrée en 
(wz — N) qui d’après (E.18) est égal à 77 l, ,. En utilisant (D.11) et 
(36), nous trouvons en effet 


Tsintð +w 


Ilor + R) = Teost 0 ———< 
5 T(cos*0 + sint0) + 2w 


(37.a) 


B,1:3 Processus collisionnels 481 


4 
Tcos0 +w (37.b) 


Ilo; — R) TS 
0 T(cos*0 + sin*@) + 2w 


qui ne coïncident pas lorsque w # 0 (en dehors du cas de l’excitation 
résonnante où sin?8 = cos?8 = À). 

Le poids total de la raie centrale, qui se déduit de (E.23) et (D.11), 
est inchangé 


I(w,) = Tcos?8 sin?6 (37.c) 


mais la répartition entre contributions cohérente et incohérente est 
modifiée. En effet, le poids de la raie cohérente qui, d’après (E.25), est 
proportionnel à T; (mF — m5)? diminue en présence de collisions. 

En régime stationnaire, le nombre de photons absorbés est égal au 
nombre de photons émis spontanément. Il s’ensuit que absorption 
totale À varie comme la somme des trois poids (37.a), (37.b) et (37.c) 
qui peut se mettre sous la forme : 


2 
Aat ie Tcos”28 | (38) 
2 (cos*6 + sin*8) + 2w 


Il apparaît ainsi clairement que À est une fonction croissante de 
w, c’est-à-dire que l'absorption augmente en présence de collisions. 
d) INTERPRÉTATION PHYSIQUE À LA LIMITE 42, < |ô, | < Ta 

Dans ce paragraphe, nous considérons le cas d’une excitation non 
résonnante à la limite perturbative (9,/16,| <1) et à la limite 
d'impact (|5,| < rx). Dans ces conditions, et en supposant en outre 
ô, <0(*), nous avons d’après (B.21) : 

Q, 


Il s'ensuit que cos?8 ~ 1, sin?8 ~ (2/45? et d’après (18) 


Les intensités des diverses composantes du triplet, à l’ordre le plus bas 
en 9,/|6,| où elles apparaissent, valent alors d’après (37) : 


y Ai 
I(wo) = 2 57 (41.a) 
L 


(*) Dans le cas où ô, >0, nous avons 8 = (7r /2) — (2, /28,) au lieu de (39). Partant 
de ce résultat, il est facile de montrer que les formules (40) à (43) démontrées dans ce 
paragraphe demeurent valables lorsque ô, >Q. 
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Ior) = (41.b) 


Le 


ls ln 
re) [e2) 


12% = & y) = (41.c) 


1 


Q 
© 
me 


L’asymétrie entre les composantes du triplet de fluorescence apparaît 
clairement sur les formules (41.a) et (41.c). Alors que la raie de 
fréquence (2w — w; ) varie en (9,/8,)"°, celle de fréquence w, est bien 
plus grande puisqu'elle est proportionnelle à (,/5,) seulement. En 
outre, à cet ordre de perturbation, cette raie dépend exclusivement des 
processus collisionnels comme le montre le coefficient y de la formule 
(41.a). Notons d’ailleurs que le rapport Z(w,)/1(w,) ne dépend, ni de 
l'intensité du champ incident, ni du désaccord à résonance (si la 
condition d'impact reste vérifiée) et vaut : 


Iwo) _ 27 a 
Iwp) T 
Cette formule montre qu’on peut déterminer le coefficient de relaxation 
collisionnelle y en mesurant le rapport entre les intensités de la raie de 
fluorescence de fréquence w, et celle de la raie de diffusion Rayleigh à 
w. L'absence de dépendance de (42) avec le champ incident tient au 
fait qu’à la limite perturbative, les deux processus considérés sont 
associés à l’absorption d’un seul photon incident (voir figures (1.b) et 
(1.a)). 

Les résultats précédents peuvent être schématisés sur le diagramme 
des niveaux d'énergie de l'atome habillé (fig. 4). Le système a une 
probabilité relative voisine de 1 d’être dans l’état [2(N)) qui, à la limite 


= w/T 


DRE Da 


w s 


ma~] 


[2(N)-|a, N+1) 


r 
(wo) 
[1(N-1)) ~ [b, N-19} 


|2 (N -1)> ~ |a, N} 


Figure 4. Schéma des processus radiatifs et collisionnels 
à la limite perturbative. 
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considérée, est peu différent de |a,N + 1} (cette probabilité importante 
est schématisée par le cercle de grande dimension de la figure 4). 
Comme le niveau |2(N)) est peu contaminé par |b,N }, la probabilité 
d'émission spontanée à partir de ce niveau est très petite. En utilisant 
(D.11) et (39), on trouve T 2?/45f pour la probabilité de transition 
radiative de |2(N)) à |2(N —1)) et une quantité encore plus petite, 
T QŸ/165/, pour la probabilité de transition de |[2(N)) à [1(N —1)). 
En revanche, le niveau |1(N)), qui est peu différent de |b,N }, se 
desexcite facilement vers |2(N — 1)) ~ |a,N) avec une probabilité 
égale à I. La population relative dans le niveau |1(N)) résulte d’une 
compétition entre l’alimentation due aux collisions dont la probabilité 
est w (donné par la formule (40)) et une fuite due à l’émission 
spontanée. La probabilité de trouver le système dans l’état [1(N)) est 
donc simplement w/T. 

Notons enfin qu’à la limite considérée dans ce paragraphe, le signal 
d’absorption (38) est égal (à l’ordre 2 en 92,/6;) à: 


2 


ae (T +27) (43) 
48} 


et correspond à la somme de l'intensité de la raie Rayleigh et de la raie à 
la fréquence atomique wọ. L’absorption augmente en présence de 
collisions. Plus précisément, À croît linéairement en fonction du 
nombre d’atomes perturbateurs X puisque y est proportionnel à 
N d’après les formules (6) et (7). 


Remarques 


(i) Au lieu d'observer la fluorescence sur la transition b ~» a, on peut aussi 
sonder l’atome avec un second faisceau laser de fréquence w', sur une 
transition partant du niveau b vers un niveau c d'énergie plus élevée. Le 
spectre d’excitation du niveau c comprend alors deux résonances : la 
première sera obtenue lorsque w'; + w; = W, et est associée à l’excitation 
à deux photons du niveau c à partir du niveau a (figure 5.a). La seconde 
correspond à &', = wp et est associée à un processus où l’atome est 
d’abord porté dans le niveau b dans un processus assisté par collisions, puis 
dans le niveau c par absorption d’un second photon résonnant pour la 
transition c … b (figure 5.8). Notons que les deux processus schématisés 
sur les figures (5.œ) et (5.B) apparaissent au même ordre en champ 
uniquement en présence de collisions (*). Le rapport entre l'intensité de la 
raie à w'; = wẹ et celle à w',; = w,, — w, croît avec le taux de collisions. 
S’il est possible de négliger l'effet des niveaux intermédiaires autres que 


(*) En l'absence de collisions, les atomes ne peuvent être effectivement portés dans le 
niveau b que par des processus non linéaires impliquant deux photons lasers 
wp (voir la figure 28 du chapitre Il). 
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(a) (8) 


Figure 5. Absorption d’un faisceau sonde de fréquence w', par un atome 
interagissant avec un faisceau non résonnant de fréquence w, et subissant des 
collisions. Le spectre d’excitation comporte deux résonances associées aux 
processus schématisés sur les figures (5.a) et (5.8). 


b dans l’excitation à deux photons, le rapport entre les intensités des deux 
raies est à la limite d'impact égal à 2y/T (*). 


(ii) Considérons un atome possédant trois niveaux discrets a, b, b’ et un 
continuum d’ionisation (figure 6.a). Cet atome interagit avec deux fais- 
ceaux laser incidents non résonnants, de fréquences w, et w'; voisines de 
wg et w'y, Etudions l’ionisation résultant de l'absorption de deux photons, 
Pun de fréquence w,, l’autre de fréquence w’,. Outre l’ionisation résultant 
de l'absorption simultanée de ces deux photons, il existe, dans un 
environnement collisionnel, une ionisation par échelons où l’atome est 
porté dans une étape intermédiaire dans l’un des niveaux b ou b’ par un 
processus d’excitation assisté par collision (figures (6.8) et (6.y)). 
Considérons alors les amplitudes de probabilité associées aux processus 
d’ionisation schématisés sur les figures (6.8) et (6.y). Si le transfert 
d'énergie et d'impulsion dû à la collision est le même pour ces deux 
processus, il n’est pas possible de déterminer le chemin effectivement suivi 
par le système et une interférence entre les deux amplitudes de probabilité 
est alors possible. L'énergie transférée lors de la collision est égale à 
hô, pour le processus (6.8) et à #6’; pour le processus (6.y). Une 
condition nécessaire pour que les deux diagrammes interfèrent est donc 
hô, = hô’, c'est-à-dire encore : 


E, — Ep = (w, —- w';) (44) 


On voit ainsi apparaître la condition de résonance mentionnée dans la 
remarque (ii) du paragraphe 2-d. Les collisions conduisent effectivement à 


(*) Pour plus de détails, voir par exemple P.F. Liao, J.E. Bjorkholm and 
P.R. Berman, Phys. Rev. A21, 1927 (1980). 
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À collision 
| Se 
l 
| 
| 
l 
l 
l 
l 
| 


collision 


OL 


(a) (8) (y) 


Figure 6. Schéma des niveaux considérés dans cette remarque (ii). lonisation 
par absorption de deux photons dans un processus assisté par collisions. Le 
niveau excité dans l'étape intermédiaire peut être soit b, soit b’, selon que le 
premier photon absorbé est w; ou w';. 


une variation résonnante de la probabilité de photoionisation quand 
wr; — w', Varie autour de la valeur correspondant à l’écart entre les 
niveaux excités b et b'. On peut montrer que l'intensité de cette résonance 
dépend du facteur collisionnel (30) calculé plus haut. 


(iii) Nous n'avons envisagé jusqu'ici que le cas où le champ incident est une 
onde plane. Si le champ incident est la superposition de deux ondes planes 
se propageant dans des directions différentes, le champ résultant est 
modulé spatialement. Ceci a plusieurs conséquences. D’abord, les fonc- 
tions d’onde de l’atome habillé changeant de point en point, le moment 
dipolaire de la transition [i(N)> — |i(N +1)» (avec i= 1,2) varie 
spatialement. Il s'ensuit que Pon créé ainsi un réseau de moments de 
transition, donc d'indice, qui va suivre instantanément les variations du 
champ appliqué. Par ailleurs, en présence de collisions, la probabilité de 
transition w entre les niveaux |2(N)} et |1(N)) est plus grande pour les 
atomes situés aux ventres de londe (voir formule (40)). On créé ainsi un 
réseau d’atomes excités. Le temps d’évolution caractéristique de ce second 
réseau est la durée de vie radiative du niveau b, c’est-à-dire 1/1 (voir 
figure 4). 

Ces réseaux atomiques donnent naissance à de nombreux effets en optique 
non linéaire. Considérons à titre d'exemple la situation où le champ 
habillant résulte de la superposition de deux ondes planes de fréquences 
w, et w’, et de vecteurs d'onde k et k’. Le champ habillant est alors 
modulé, non seulement spatialement, mais aussi temporellement (à la 
fréquence w; — w', que nous supposerons petite devant |6,|). Les 
mécanismes donnant naissance aux réseaux de moments de transition et 
d’atomes excités considérés plus haut sont alors modulés dans le temps. A 
la différence du réseau de moments de transition qui suit instantanément 
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les variations temporelles du champ, le réseau d’atomes excités suit avec 
une constante de temps 1°" }, ce qui conduit à un déphasage entre le réseau 
lumineux et le réseau d’atomes excités (*) et à un brouillage complet de ce 
dernier dès que [w, -w',|>T. 

Introduisons maintenant une onde sonde. Certains phénomènes de 
mélange à plusieurs ondes peuvent être interprétés comme résultant de la 
diffraction de l’onde sonde sur les réseaux atomiques créés par les ondes 
k, w, et k’, w',. Le fait que l'amplitude du réseau d’atomes excités induit 
par collision varie de manière résonnante autour de w; = w', permet de 
comprendre pourquoi, en présence de collisions, la génération d’une 
nouvelle onde peut varier de manière résonnante sur un intervalle de 
largeur T autour de w, — w', = 0 (**). 


4. Aperçu sur le calcul du taux de transfert collisionnel 


a) EXPRESSION DU TAUX DE TRANSFERT EN FONCTION DE LA MATRICE 
$ DE COLLISION 


Revenons maintenant au cas général et introduisons la matrice 
S décrivant l’évolution interne du système atome À + mode laser dans 
une collision avec le perturbateur X caractérisé par les paramètres 
initiaux b et v. Une telle collision remplace l’état initial décrit par 
õa par l’état final S & 4, S*. Si nous considérons des intervalles de 
temps Af tels que Ton & At € Ton, la Variation A&,, de la matrice 
densité du système global pendant Aż est égale à 


AAL 
At 


= (S Sa St — ÖAL) o (45) 


où la moyenne sur les collisions € „a été définie par la formule (6). 
La quantité A & ,,/At est la moyenne de d &,,/dt sur des temps longs 
devant 7,y. L'identification de ces deux quantités revient à faire une 
« moyenne à gros grains », c’est-à-dire à ignorer le comportement de 
Ča pendant des temps très courts. Dans le cadre de cette approxima- 
tion, l’équation pilote s’écrit 


dð 4L 


dt = (S ČAL S+ -— AL) coli (46) 


Nous allons projeter cette équation sur la base |i(N) des états 
propres de l’atome habillé. Comme nous avons supposé que les 


(*) Un tel déphasage est à l’origine d’un échange d'énergie entre les deux ondes ; voir 
D. Grand-Clément, G. Grynberg et M. Pinard, Phys. Rev. Lett. 59, 40 (1987). 


(**) Voir A.R. Bogdan, M.W. Downer and N. Bloembergen, Opt. Lett. 6, 348 
(1981). 
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collisions ne peuvent pas coupler deux niveaux d’une multiplicité 
différente, les éléments de matrice de S$ vérifient la relation : 


GCNIISTICN)) = nw Sij (47) 
Écrivons, à titre d'exemple, l'équation d'évolution de 
{I(N)|&|1(N)). En utilisant (46), (47) et l’approximation séculaire, 
nous trouvons 


d à = 
a ADIEU) = (SuSă — 1)) o N) IE IIN) + 
+ (SS) con 2N) |E [2(N)) (48) 
Or, l’unitarité de la matrice S entraîne que 


ce qui permet de montrer que l'équation (48) coïncide avec l'équation 
(12) d'évolution des populations de l’atome habillé et donne l’expres- 
sion de w : 


w= (S SÉ) cou (50) 


Pour la discussion physique qui suit, il est commode de réexprimer 
w en fonction des éléments de matrice de § dans la base découplée 
{ |a,N +1) , |b,NY }. Transformons donc S, = (1(N)|S/2(N)) en 
utilisant (B.20). I vient 
(L(N)IST2(N)) = 

= (1(N)ja,N +1) Ça,N +1|S|a,N +1) <a,N +1/]2(N)) + 

+ (1(N)|b,N}) Gb,N]SIb,N) (b,N |2(N)) + 
+ <1(N)|a,N + 15 <a, N +1|S|b,N} <b,N|2(N)} + 
+ (I(N)|b,NY (b,N|S|a,N + 1Y la, N +1|2(N)Y (51) 


c’est-à-dire encore 
(UN)ISF2(N)) = 
= sinðcosð Í (a,N +11S]a,N +1 — (b,NjįS|b,Ny]— 
— sin’? (a,N +11S]b,N) + cos? (b,NISla,N +1) (52) 


Il est parfois possible de négliger certains termes de l'équation (52). 
Considérons par exemple la limite d'impact. L’amplitude 
(b,N|S|a,N +1}, qui est associée à l'absorption d’un photon laser au 
cours de la collision, est de l’ordre de RiTo que nous avons supposé 
très petit devant 1. Les deux derniers termes de (52) sont donc d’ordre 
Tu au plus. Le premier terme de (52) est, à la limite perturbative, 
de l’ordre de f2,/16,|. Il est plus grand que les deux derniers termes 
dans la mesure où 1//6,| > Ton à la limite d'impact. Il est donc 
possible dans ce cas de calculer l’effet des collisions en ne tenant compte 


488 La méthode de l’atome habillé Byr4 


que des déphasages (a,N + 1{S]a,N +1) et (b,N|SIb,N). C'est en 
fait ainsi que nous avons procédé dans le paragraphe 2-d (voir en 
particulier la remarque (i)). Nous analysons dans le paragraphe suivant 
une autre situation où c’est au contraire le dernier terme de (52) qui est 
prépondérant. 


b) CAS OÙ LA FRÉQUENCE LASER DEVIENT RÉSONNANTE AU COURS 
DE LA COLLISION. LIMITE DES GRANDS DÉSACCORDS 


Dans ce paragraphe, nous nous plaçons à la limite perturbative où 
N,/|61| <1. En supposant ô; <0, nous pouvons réécrire la formule 
(52) en nous limitant aux termes d’ordre inférieur ou égal à 1 en 


N,/8;: 


GUN)ISI2(N)> = SGN +1[S]a,N +1) — 
L 
— (b,N|S]b,NY] + (,N[Sla,N +1) (53) 


Nous avons vu au paragraphe précédent qu’à la limite d’impact le 
dernier terme du second membre de (53) est plus petit que le premier. 
Nous allons maintenant montrer que ce résultat n’est plus exact pour de 
grands désaccords |5:| > Taxi. 

Considérons les niveaux d'énergie de la figure 2 et traçons les niveaux 
d’énergie du système atome À + mode laser en fonction de la distance 
r entre À et X. Nous voyons sur la figure 7 qu'il y a deux situations 
possibles selon le signe de ô,. Quand w; < wọ, les courbes représentant 
E,(r) + Nho, et E,(r) + (N + 1) hw; se croisent en r = ro (figure 7.a) 
alors qu’il my a pas de croisement entre ces courbes de potentiel pour 
wz; > wg (figure 7.8). Envisageons d’abord le cas où la fréquence laser 
devient résonnante pendant la collision, c’est-à-dire le cas où il y a 
croisement de niveaux. Comme les énergies varient d’une quantité 
égale ou supérieure à #6, pendant la durée 7,,n de la collision, l'écart 
AE entre les niveaux d'énergie au voisinage du point de croisement est 
en ordre de grandeur donné par AE = A8 (t — to)/ Teon Où to est l'instant 
où se produit le croisement (voir figure 8). La transition se produit 
essentiellement pendant l’intervalle de tem mpe tel que ft —-t,| <h/AE 
ce qui donne encore |t — tọ] ~ (ren/18,|1)". L’amplitude de transition 
(b,N |S]a,N + Y est, en ordre de grandeur, égale à 2, |¢ — to] c'est-à- 
dire (|6;| Ton)? 1 /\ôŁ|.- A la limite des grands désaccords 
(lêz) Teon > 1), le dernier terme du second membre de (53) est donc 
plus grand que le premier dont l’ordre de grandeur est 2,/ |8; |. Dans 
cette limite, la probabilité de transition entre les niveaux habillés est 
donc simplement égale à |<b,N |S|a,N +1)[?. Ce terme étant plus 
grand que le terme retenu à la limite d’impact, nous en déduisons que la 
probabilité de transition décroît plus lentement en fonction de 
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wg > wo 
la N +1) 


lb, NY 


(a) (B) 


Figure 7. Variation des niveaux d'énergie [a,N +1) et [b,N) en fonction 
de la distance r entre les atomes A et X. Schéma obtenu pour deux signes 
différents du désaccord à résonance : ô; <0 (aœ) et 8, —0 (B). 


Figure 8. Variation des niveaux d'énergie non couplés en fonction du temps 
pendant une collision dans le cas w; < wọ. Sous l'effet du couplage, un système 
préparé dans l’état |a,N + 1} avant la collision a la possibilité de transiter vers 


le niveau |b,NY au voisinage des points de croisement situés aux instants 
to Et lo. 


[6,1 que la lorentzienne (41.a) trouvée à la limite d'impact. Un tel 
résultat est lié à l’existence d’un croisement entre les courbes de 
potentiel de la figure (7.a). Il s'ensuit que la probabilité de transition 
prendra des valeurs différentes pour des valeurs opposées de 8,. Dans 
la situation de la figure 7, la probabilité de transition sera plus grande 
pour & y < wg QUE pour wr > wp(*). 


(*) Une telle asymétrie entre les ailes de la raie d'absorption a été observée, par 
exemple par J.L. Carlsten, A. Szöke and M.G. Raymer, Phys. Rev. A15, 1029 (1977). 


49 


La méthode de l’atome habillé Byr4 


Remarque 


Revenons à la situation rencontrée dans la figure (7.a) où il y a un 
croisement entre les courbes de potentiel et indiquons brièvement 
comment il est possible de calculer la probabilité de transition entre 
la,N +1) et [b,N) dans cette situation. La transition étant due à 
l'existence du croisement de niveaux situé en r = rọ, on peut calculer la 
probabilité de transition pour chaque valeur du paramètre d’impact 
b et de la vitesse relative v au moyen de la formule de Landau 


rh A? 


| CBN |S]a, N +1) |? = — 
|4E| 


(54) 


AÉ étant la dérivée par rapport au temps de E,(r(t)) — E,(r(t)) prise en 
t = tọ La formule (54) tient compte des deux croisements situés en 
to et t'ẹ» Pour obtenir w, il faut, d’après (50), moyenner (54) sur 
b et v. Notons cependant que pour de grandes valeurs de |6,], le 
croisement de niveaux en 7, est associé à un très petit paramètre d'impact, 
de sorte que l'approximation des trajectoires classiques rectilignes n’est 
plus alors justifiée (*). 


(*) Pour plus de détails, voir V.S. Lisitsa and S.I. Yakovlenko, J.E.T.P. 39, 759 (1974) 
et 41, 233 (1975). 
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Exercices 


1. CALCUL DE LA DURÉE DE VIE RADIATIVE DUN NIVEAU ATOMIQUE 
EXCITÉ. COMPARAISON AVEC LE TEMPS D’AMORTISSEMENT D’UN 
DIPÔLE CLASSIQUE 


Une particule, de masse m et de charge q, est liée au voisinage de 
l'origine 0 par un potentiel statique V(r). Soient Hp l’hamiltonien de 
cette particule 


p 

Hp == + V(r) , 1 

p= + v() (1) 

jay le niveau fondamental d'énergie E,, |b) le premier niveau excité, 
d'énergie E,. Ces deux niveaux sont supposés discrets et l’on pose 


E, — E, = ħwo (2) 


a) Soit H; l'hamiltonien d’interaction en jauge de Coulomb entre cette 
particule et le rayonnement. Calculer l'élément de matrice de 
H, entre l’état |b;0 (particule dans létat b; 0 photon) et l’état 
|a;ke) (particule dans létat a en présence d’un photon ke). On 
négligera les effets liés au spin et on fera l'approximation des grandes 
longueurs d’onde consistant à négliger les variations spatiales du 
potentiel vecteur A sur l'étendue des fonctions d'onde des états 


a et b. 


b) Calculer le commutateur [r,Hp] et en déduire une relation entre les 
éléments de matrice (alplb) et (alr|b). Exprimer l'élément de 
matrice (a;ke|H;|b;0) en fonction de d = (a]gr|b}, élément de 
matrice du dipôle électrique de la particule. On supposera que 
a et b sont des niveaux de nombre quantique magnétique my = 0 de 
sorte que seule la composante le long de l'axe Oz de d (notée 
d et supposée réelle) est différente de zéro. 


c) Calculer la durée de vie radiative r = 1°! du niveau excité, où 
T est la probabilité par unité de temps d’émission spontanée d’un 
photon à partir de b. On effectuera la sommation sur toutes les 
polarisations et directions du photon émis. Exprimer I” en fonction de 
d, wg et de diverses constantes fondamentales comme #, c, £g- 


d) On suppose que la valeur de wọ et celle de l'étendue spatiale des 
fonctions d’onde des états a et b ont pour ordre de grandeur les valeurs 
correspondantes pour un atome d’hydrogène dans les états 1s et 
2 p. Calculer un ordre de grandeur de 1/«ÿr. Exprimer le résultat en 
fonction de la constante de structure fine a = g?/4meçhc. Commenter 
ce résultat. 
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e) Soit I l'inverse du temps d'amortissement du mouvement d’une 
particule classique de même charge, oscillant parallèlement à Oz à la 
fréquence wg. On rappelle que (*) 


2 w? 
PE MTS 
cl 6T Ep mc? (3) 


Montrer que le taux d'émission spontanée T° calculé plus haut peut 
s'écrire 


P =Ta fæ (4) 


OÙ fa est un paramètre sans dimension caractéristique de la transition 
atomique a … b, appelé « force d’oscillateur » de la transition. Donner 
l'expression de f p 


Solution 
a) A lapproximation des grandes longueurs d’onde, l’hamiltonien H, est égal à 
— (q/m) p.A(0). La décomposition de A(r) en modes (voir expression (28) de lappen- 
dice) permet de réécrire H, sous la forme : 
H=- LS, {ape + af pe] (5) 
i 
où A, = (h /2e0;L°)}, ce qui donne : 


<ake|H,[b:0) =- La, Calpe |b) (6) 


b) Pour calculer le commutateur de r et Hp, remarquons que r et V(r) commutent entre 
cux, ce qui conduit à : 


kH] = inp (Q) 


Nous trouvons alors pour l'élément de matrice de p 


m E,- E, 
alplb} = zj <el irHp]lb) = 5m <alrlb» (8) 
ce qui donne, compte tenu de (2) et (6) 
Cake | H; [b;0> = iwo (algr.e[b} A, (9) 


Comme a et b ont des nombres quantiques me =0, la seule composante de 
r couplant ces niveaux est z. En utilisant d = q <a|z|b}, nous obtenons : 


Laike | H; |b;0) =i w (ee) d Á, (10) 


(*) Voir par exemple « Photons et Atomes - Introduction à l'Electrodynamique 
Quantique », exercice 7 du complément C }. 
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c) La probabilité d'émission par unité de temps et d’angle solide d’un photon de 
polarisation € est donnée par la règle d’or de Fermi : 
dw 2r 


Ia a wg (€.e,) d? EA p(E = wo) (1) 


où p(E) est donné par la formule (46) du complément A;. En remplaçant p(E) et 
# ag Par leurs valeurs, nous trouvons : 


3 
dw 1 ə 
= = —— — d°'(e.eY 12 
DD = pond (8e) (2) 


Pour trouver la probabilité d'émission d’un photon dans une direction et avec une 
polarisation quelconques, il faut sommer sur € et intégrer sur d 2, ce qui donne, compte 
tenu de la relation (55) du complément À, : 


o? 
d) Remplaçons d par g ay où @, est le rayon de Bohr. Il vient : 
E E woa sä woa (14) 
wor 3TEhC ç? c? 
Or, dans atome d'hydrogène, wç54/c - œ, ce qui donne : 
a (15) 


OT 


Nous en concluons que la durée de vie du niveau excité est beaucoup plus longue, par le 
facteur (1/a)°, que le temps d'évolution caractéristique d’un électron en mouvement 
autour du noyau. La relation (15) exprime également que la largeur de la transition, de 
l'ordre de 1/7, est très petite devant la fréquence d'émission wg. 


e) En comparant (13) à (4) et (3), nous voyons que 
Lab = 5 (16) 


soit encore, en revenant à la définition de d =q <alzlb) : 


2mw, $ 
fa = | <alzb) | a7) 
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2. ÉMISSION SPONTANÉE PAR UN ION PIÉGÉ. EFFET LAMB-DICKE 


Le but de cet exercice est d'étudier la structure des raies émises par un 
système atomique excité dont le mouvement du centre de masse n’est 
pas libre, mais confiné dans une région finie de l’espace par un potentiel 
V(R). Ce type de situation apparaît dans divers contextes : rayonne- 
ment d’un noyau lié dans une matrice cristalline (effet Môssbauer), 
d’un atome ou d’une molécule dont le libre parcours moyen est petit 
devant la longueur d’onde du rayonnement émis (effet Dicke) (*)... 
Nous considérons ici émission spontanée d’un ion placé dans un piège. 

L'état de l’ion peut être développé sur une base |i) @ |x) où 
|i) correspond aux degrés de liberté internes (excitation des électrons 
dans le référentiel du centre de masse) et |x aux degrés de liberté 
externes (relatifs au centre de masse). On supposera, pour simplifier, 
qu’il s’agit dun ion hydrogénoïde composé d’un électron de charge 
qı =q et de masse m et d’un noyau de charge q, = — Zq et de masse 
m. Les charge et masse totales sont Q = (1 — Z)q et M = m; + m}. Les 
variables du centre de masse R et P et les variables internes 
r et p sont reliées aux variables des deux particules par les équations : 


Mir + Mr 
pa ae (1.a) 

mı + M; 
P =p;+p (1:b) 
r =r-" (1.c) 
p LP P (L.d) 

m m m 
où m est la masse réduite : 

LEREN © 


a) Montrer qu’à l’approximation des grandes longueurs donde, l’hamil- 
tonien en jauge de Coulomb pour un ion libre est : 


P? 
H = Ho + sig + Vin +V en + HR (3) 
où HR est l’hamiltonien propre du rayonnement et où 
2 2 
Z 
Hj= Etes (4.a) 


(*) Voir par exemple: A. Abragam, « l’Effet Môssbauer » Gordon and Breach 
(1964) ; R.H. Dicke, Phys. Rev. 89, 472 (1953). 
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Vin = 1 p.A(R) (4.b) 
=~ Q g Zg 2 
Von = — M P.A(R) + ( 2m, + 2m; ) À (R) (4.c) 


Nous avons appelé €cou la somme des énergies propres coulombiennes 
et posé 
1 Z 


1 

—= +— 5 
H Mm â m 6) 
b) Le centre de masse de l'ion est supposé évoluer dans un potentiel 
extérieur V(R) de sorte que le nouvel hamiltonien est H + V(R). 
V(R) est supposé être attractif et avoir un minimum en R = 0 de telle 
façon que les états propres de l’hamiltonien 


2 
Ha = 3 + VR) (6) 
soient des états liés discrets |x,) d'énergie &,. 

A PFinstant initial, Pion est dans un niveau électronique excité 
|b} en l’absence de photons. Son vecteur d'état est |b,x,;:0) où 
|Xn? décrit l’état d’excitation vibrationnelle initial du centre de masse. 
Après émission spontanée d’un photon ke, lion aboutit dans son 
niveau électronique fondamental |a}. Montrer que l’amplitude de 
transition associée à un processus où l’état final d’excitation vibration- 
nelle est |x,) est proportionnelle à (alp.e|b} (xile'*R|x,). 


c) Calculer les fréquences des photons émis spontanément dans une 
direction donnée Kọ par un ion supposé initialement dans l'état 
lb,x,), ainsi que les intensités relatives des raies correspondantes. On 
supposera |&, — &,| < hwg Où hwo = Ep — E, et on posera 


Lo) = | exile 1x,) [2 (1) 


où ko = (w9/c)ko. 

Montrer que l'intensité totale émise sur toutes ces raies est indépen- 
dante de V(R) et est donc égale à l'intensité totale émise par un ion 
libre. 

Montrer que, dans le cas où l’extension spatiale D du mouvement du 
centre de masse est très petite devant la longueur d’onde du rayonne- 
ment émis, la raie de fréquence w, est beaucoup plus intense que les 
autres raies (effet Dicke). 


d) L'émission d’un photon sur la transition b, x, — a, x, fait varier 
l'énergie de vibration de lion. Montrer que, pour un ion partant de 
l'état b, x, et émettant un photon dans la direction Kọ, la valeur 
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moyenne ôĝ de cette variation d'énergie est égale à 


= (xnl? Ho e ™ — Hos |Xn) (8) 


En utilisant le fait que la valeur moyenne de P dans l’état lié 
[Xn est nulle, montrer que êĝ coïncide avec l'énergie de recul d’un 
ion libre. 

La différence d'énergie entre niveaux de vibration |f; — &,| avec 
l Zn est supposée très grande devant ô&. Que peut-on en déduire 
pour l'intensité de la raie non déplacée de fréquence wo? 


Solution 


a) Partons de l’hamiltonien en jauge de Coulomb 


-DnA a) + Hpg (9) 


A lapproximation des grandes longueurs d'onde, A(r,) peut être remplacé par 
A(R). Le terme d'interaction avec le champ, linéaire en g,, devient alors 


Z 
- ( Zm -21m ) AR = -q (2-2) aW (0) 


Réexprimons p, et p, en fonction de p et P à l’aide de (1.b) et (1.d): 


m 
p = P+? (11.a) 
Tp 11.b 
PR = -P +H (11.b) 
Les termes d'interaction linéaires en q sont 
-a ($+ ) pam - Gram (12) 


qui correspondent respectivement à V ;„ et au premier terme de V, Le second terme de 
Va s'obtient directement à partir de (9), lors du remplacement de Ar.) par 
AR). 


En utilisant finalement la relation : 


4, 
r- 2m * 2M g3 


nous retrouvons, après avoir regroupé les termes, la forme (3) de l’hamiltonien. 

b) Les états |b,x,:0) et |a,x:ke} sont des états propres de Ho + H, + HA d'énergie 
E, + ĉn et E, + Ê, +hck respectivement. Le seul terme de l’hamiltonien couplant ces 
états est V,,, (Vax ne dépendant pas des variables internes, les éléments de matrice de 
Va entre |a et |b) sont nuls). En utilisant la décomposition de A en a et 
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a* (voir Appendice, formule (21)), nous trouvons 
Lax nke |V ini bX n0) = 


= ER Lee _Z € ~ik. 
j ess | 4) alpelb> <xile Fx (14) 


c) La condition de conservation de l'énergie entraîne que le photon émis a une fréquence 


8,-€ 
w = wg + A ‘ (15) 


Par suite de la discrétisation des niveaux associés au mouvement du centre de masse, le 
spectre d'émission spontanée possède une structure vibrationnelle (voir figure 1). 


t |b, Xn? 


le, X) wo w 
(a) (8) 


Figure 1: a- Schéma des transitions possibles à partir du niveau excité |b,x,>. 
B- Allure du spectre d'émission dans le cas où |&,-&,] > AT (largeur 
radiative de la transition). 


Puisque |E,- | <w, la densité d'états du champ électromagnétique varie peu 
d’une raie émise à l’autre et la probabilité d'émission d’un photon sur la raie 
1b,x,) — |a,x,) est proportionnelle au carré du module de (14), le seul terme 
dépendant des variables du centre de masse étant 7,,/(Kk). 

Comme |f,- £il <hw,, nous négligerons également la variation du module du 
vecteur d'onde k selon le niveau vibrationnel final et remplacerons k par k, puisqu’on 
s'intéresse à l'émission dans la direction x, Calculons alors À Zu(wo). H vient : 

T 


ll] 


XIe) = F, Gale De Gale x, 
<Xnl Xn =i (16) 


(nous avons utilisé la relation de fermeture a lx: xl = 1). La condition de 
T 


normalisation (16) montre que 7,,/(K,) peut être considéré comme la probabilité pour que 
l'atome passe de [|b,x,» à |a,x,> en émettant un photon de fréquence 
wo + (En — &8,)/h dans la direction Ko, avec une polarisation quelconque (Z, est en effet 
indépendant de £). La condition (16} montre également que l'intensité totale émise dans 
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la direction «x, est indépendante des nombres quantiques externes et donc de 
V(R). | 

Dans le cas où |koD | <1, e™F peut en première approximation être remplaçé par 1. 
1,(K) est alors proche de 


Lao) = | Xil Xa? |? = ôy (17) 


Dans ce cas, la transition où l’excitation vibrationnelle ne change pas (7 = }) est bien plus 
intense que les autres transitions. La fréquence centrale pour cette raie coïncide avec 
wg et west pas déplacée. 


d) Pour obtenir 8#, il faut pondérer (£, — &,) par la probabilité 7 „(r,) de la transition 
correspondante, puis sommer sur tous les états finals y, possibles 


5€ = X} (8, -E€,) lun) (18) 
I 
En écrivant !,(Kko) = le ix CAL TA , NOUS trouvons 
88 = D xnl" x) xrl Hane] xa) (19) 
T 


expression que l’on simplifie à Faide de la relation de fermeture sur | x, 


88 = (xl Hane O] xa) 


KAn le Ha € 8 Hal Xn) (20) 


ikp.R 5 ec 
Or, e"* est un opérateur de translation, d’une quantité —#k,, dans l’espace des 
impulsions. Nous pouvons donc réécrire (20) sous la forme : 


88 = Cal zig (P - Ako)? + VR) - JE - VR) Lx) 


Kk Ako-P 
= GR E 1x) a) 


Comme la valeur moyenne de P dans l’état lié | x,> est nulle, on obtient 


kko 


ôl = zm 


(22) 
qui est bien Pénergie de recul d’un ion libre. Nous constatons également que, en 
moyenne, l'énergie de vibration augmente au cours du processus d'émission spontanée (et 
ceci quel que soit l'état initial de vibration). Notons que ôg est indépendant de 
K et reste donc égal à l'énergie de recul lorsqu'on moyenne sur la direction d'émission du 
photon. 

Si 66 < |,- „| pour tout I Æ n, il faut, pour satisfaire l'égalité (18), que la raie 
associée à l'émission d’un photon non déplaçé wọ soit bien plus intense que les autres 
raies. La condition |88 | < |8,- „| pour ? #n signifie que lion émetteur est très 
rigidement lié dans le piège. Il ne peut pas encaisser tout seul le recul lié à l'émission du 
photon. C'est le système global « ion + piège » qui subit le recul. Ceci montre l’analogie 
très étroite entre ce phénomène et l'émission, sans effet de recul, d’un photon 
y par un noyau rigidement lié dans un potentiel cristallin (effet Môssbauer). 
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3. DIFFUSION RAYLEIGH 


Le but de l’exercice est de calculer la section efficace de diffusion d’un 
photon par un système atomique à la limite où l'énergie ñw du photon 
est très petite devant les énergies d’excitation (E, — E,), a désignant le 
niveau fondamental et b les niveaux excités. On supposera le système 
placé à l’origine des coordonnées et on fera l'approximation des 
grandes longueurs d’onde, de sorte que l’on pourra utiliser l’hamiltonien 
d'interaction dipolaire électrique H'} = — d.E, (0) (voir Appendice, 
8 5). 

a) L'état initial du système étant |; = |a;ke) (atome dans l’état 

fondamental en présence d’un photon ke), calculer l’élément de la 

matrice de transition Gy; à l’ordre 2 en H'; entre les états |¢;} et 

lg) = |a;k'e’). On calculera 6;; à l’ordre zéro en hw /(E, — E,) et 

on exprimera le résultat en fonction du tenseur de polarisabilité statique 
mn du système atomique : 


1 (Elta) (Heu) + leu) eee) o 
b a` &b 


où d.e„ est la composante du dipôle atomique d le long de la direction 
Om (m = x,y,z). 

b) Calculer la section efficace différentielle de diffusion d’un photon 
ke dans un angle solide dQ’ autour de k’ avec la polarisation 
e’. Pour cela, on calculera au préalable la probabilité de transition par 
unité de temps vers tous les états finals détectés. 


c) On considère la situation habituelle en physique atomique où le 
tenseur de polarisabilité statique est isotrope (& mn = ao mn). Que 
valent dans ce cas la section efficace différentielle et la section efficace 
totale ? Comparer ce dernier résultat à celui 


87 2 C2] 4 
g = — }, —— 2 
cl 3 0 wo ( ) 
obtenu (*) pour un électron classique élastiquement lié dont la 
fréquence de résonance est wọ (r0 = g?/4m egne? est le rayon classique 
de l’électron). Pour cela, on exprimera œg en fonction de la force 
d’oscillateur définie par : 


2m(E,; — 


7 ? | çalz RAK (3) 


ab 7 


(*) Voir par exemple «Photons et Atomes - Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », exercice 7 du complément C,. 
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Solution 


a) L'état intermédiaire du processus de diffusion est, soit un état à 0 photon 
1b;0>, soit un état à deux photons |b;ke,k'e’}. Les éléments de matrice de 
H', cntre ces états et |+;> peuvent être calculés à partir du développement de 
E, (0) en modes (voir Appendice, formule (89)) : 


1i 
1 
~ 


(b0|H'ilake) {blde|a) (4.a) 


2 D 
<bid.e’}a) (4.b) 


<b;ke,k'e'| H',|a;ke) 


[I 


UE 


Dans le développement de Born de Gy; (voir chapitre I, formule (B.14)), nous ne 
conservons que le terme d'ordre 2 (le terme d'ordre 1 est bien entendu nul puisque 
H‘, ne couple pas directement |a;ke} et |a;k'e'}): 


A ; d.e'jby <b |d. 
s= = lo zi <ajd.e'|b> <b|d.e[a) à 
o b 


E,+hw - E, 


, <eld-e[b» <b|de'ja) ] (5) 


E, — Ep- ħw' 


A la limite des basses fréquences, c'est-à-dire pour ñw, ha’ < (E, -— E,), Pexpression 
précédente peut être approximée par : 


GC = nee x 


A by €bid.ela> + <ajd.e|bY <bjd.e' ja 
«x | EE, | © 


que l'on pcut cncorc écrire 


6; ne TE Vww' L à mn(E'-Em)(E.€,) í) 


b) En utilisant les formules (47) et (51) du complément 4, (la dernière formule étant 
généralisée au cas d’un couplage indirect), nous obtenons pour la probabilité de transition 
par unité de temps et d'angle solide : 


ôw 2 ñ 2 ; 2 L? Che 
SE = + ( TEL ) ( À Ame 2,)(e.e,)) er (8) 
soit encore, puisque la conservation de l'énergie impose w = w' 
ôêw; 4 2 
FR = cn (I ("Xe ) @) 


m,a 


La section efficace différentielle est obtenue en divisant (9) par le flux de photons égal à 
c/ L? (voir complément A, formule (57)) : 


(a wt 
ard PSE m 


La section efficace différentielle varie comme w*. Elle est d'autant plus grande que la 
fréquence est plus grande. Par exemple, pour la partie visible du spectre, les longueurs 
d'onde bleues sont plus diffusées que les rouges. 
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c) Rempiaçons ama, par «, my dans (10). Il vient 


Ir nn (Leexee)) = eter a 


Pour calculer la section efficace totale, choisissons la direction 0z le long de 
£. Il faut ensuite effectuer la sommation sur £’ perpendiculaire à x’ et la moyenne 
angulaire. En utilisant la relation (54) du complément À,, nous trouvons : 


wt 
pe | dû (1 — cos?) = — aÿ (12) 
= iér 6rc* 


Pour calculer æ,, exprimons le carré de l'élément de matrice | <a |z |b} |° en fonction 
de la force d’oscillateur 


PEA o COGAR a pis a3) 
b b 


BT 2 w? ) 
o= Tr 2: (14) 
3 0 (z fa w3 
qui peut être réécrite sous la forme (2) à condition de poser 
1 yfe 
CH 


Comme X fa = 1 d'après la règle de somme de Reiche-Thomas-Kuhn, 1/wÿ peut être 
b 


considéré comme Ja moyenne des quantités 1/w2, relatives aux diverses transitions 
a — b partant de a, pondérées par les forces d’oscillateur correspondantes. 


Remarque sur le choix de l'hamiltonien d'interaction 


Les calculs faits dans cet exercice utilisent l’hamiltonien dipolaire électrique. Il est 
également possible d’utiliser l’hamiltonien en jauge de Coulomb 


q q? 
- 4 P-A(0) + 5 A°(0) (5) 


Nous savons par des arguments généraux (voir « Photons et Atomes - Introduction à 
l'Electrodynamique Quantique », exercice 7 du complément E,,) que les résultats 
obtenus sont les mêmes dans les deux points de vue. Ce résultat peut être également 
vérifié directement dans le cas de la diffusion Rayleigh. G,; apparaît alors comme la 
somme de deux termes, le premier semblable à (5), mais où les éléments de matrice 
de d sont remplacés par ceux de p, le second provenant du terme en A? qui couple 
directement |w;) à |6,). Si, dans la somme sur les niveaux intermédiaires, on 
néglige hw devant (E, ~ E,) au dénominateur, on trouve un résultat nul, le terme en 
A? compensant exactement la sommation sur b (pour vérifier ce point, il faut 
remplacer €bp.ela» par (m/iħX( E,- E,) <blr.ela} de façon à pouvoir 
introduire la relation de fermeture sur b}. Ceci prouve que l'approximation faite 
avec l’hamiltonien dipolaire électrique ne peut être utilisée aussi sommairement 
avec l’hamiltonien en jauge de Coulomb. Il faut en fait dans ce point de vue 
poursuivre lc développement des dénominateurs d'énergie (E, + ñw — Ey’ 
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(E, — ñw — E,) ! aux ordres supérieurs en ho /(E, — E,). Pour le terme d’ordre 1 
vis à vis de cette quantité, on peut remplacer tous les éléments de matrice de 
p.e cn fonction de ceux de r.e, introduire une relation de fermeture et montrer qu’il 
est nul. C'est en fait le terme d'ordre 2 en hw /(E, — E,) du développement qui 
coïncide avec (6). Le calcul fait à partir de l’hamiltonien en jauge de Coulomb est 
donc, pour ce problème, plus long (tout en conduisant bien sûr au même résultat). 
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4. DIFFUSION THOMSON 


Le but de cet exercice est de calculer la section efficace de diffusion 
élastique d’un photon par un électron atomique à la limite où l’énergie 
des photons ñw est grande devant énergie d’ionisation E; de l’atome 
(hw > Ej). En revanche, on supposera que Aw est petit devant 
a mc? (où æ est la constante de structure fine), de sorte que 


l'approximation des grandes longueurs d’onde puisse être appliquée. 

a) Le système, placé à l’origine des coordonnées, est supposé initiale- 
ment dan l’état | @,) = | a;ke ) (atome dans l’état fondamental |a) 
en présence d’un photon ke). On se propose de calculer l’élément de 
la matrice de transition J, à l’ordre 2 en q entre les états | @,) et 
| @;) = la;k'e’). Pour cela, on utilisera l’harmiltonien d'interaction 
en jauge de Coulomb 


H; = Hn + Hn (1) 


avec Hp = — (q/m) p-A(0) et Hn = q° A?°(0)/2m. Calculer les contri- 
butions de H; et Hp à ©; (on notera b les états excités de l’hamiltonien 
atomique). 

b) Montrer que la condition #w > E; entraîne que la contribution de 
Hp à Úy est petite devant celle de Hn. 

c) En ne retenant que la contribution de Hp à Gp, calculer la section 
efficace différentielle de diffusion d’un photon ke dans un angle solide 
d£2' autour de k’ et avec la polarisation €’. Calculer la section efficace 
totale et montrer que ce résultat coïncide avec celui obtenu pour un 
électron classique élastiquement lié (*) 


O io = Sa rå (2) 


ro étant le rayon classique de l’électron (ro = q?/4m egmc?). 


Solution 


a) En utilisant le développement de A(0) en modes (voir Appendice, formule (28)), nous 
trouvons 


2 
- 4h 1 r r 
Hn = z INE D > See Kare + AieN(@ge + ake) (3) 


ke k'e 


qui contient des termes en apego’ et a, Aye Couplant directement |,» et | p). Nous 


(*) Voir « Photons et Atomes - Introduction à lElectrodynamique Quantique », 
exercice 7 du complément C;. 
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en déduisons que la contribution G® de H, à Gy; est égale à : 


CES CRIER) (4) 
Tk = Eg’ 4 
ñ 2m eL yoo" 


Calculons maintenant la contribution au second ordre de Hp. L'état intermédiaire du 
processus peut être un état à 0 photon |b;0) ou un état à deux photons |b;ke,k’e'Y , de 
sorte que la contribution B de H,, à la matrice de transition est égale à : 


cp - x <alp.e'[b) bpela) , 
m Brpe) E,+hw —E,+ie 
<ap.e|b} bip.e'ja) 
F7. E,- E,- ho' 6) 
où w’ = w par conservation de l'énergie. 


b) Les niveaux b pour lesquels l'élément de matrice €alp.e|b} est suffisamment 
important pour donner une contribution significative à (5) sont tels que 
|E, —-E,| ~ E; & hw. Si on néglige alors (E, — E,) devant fiw et — hw'(=—ñhw), les 
deux termes de (5) se compensent exactement. Pour trouver l’ordre de grandeur de 
6%, il faut donc poursuivre le développement à un ordre supérieur en (E; ~ E,)/hw. 
Nous trouvons ainsi 


E,) | {aip.e|b} |? 
ep. PR D QE AC ES 
m ne) p kw? © 


En remplaçant (E, — E,) par E, au numérateur et en utilisant ensuite la relation de 
fermeture sur b, nous obtenons 


, <a] E la) 


mM Zel? ow ho ko 


M 


Or, <a} (p?°/m) |a} est le double de l'énergie cinétique moyenne du niveau fondamental, 
quantité qui est de l’ordre de grandeur de E;. En définitive, la comparaison de (4) et (7) 
montre que : 


ETES © 


6% cst donc plus grand que 6% par un facteur de l’ordre de (ñw / EY. 
P g q fi 1 


c) Pour calculer la section efficace différentielle, nous procédons comme dans l'exercice 3 
{question b). La probabilité de transition par unité de temps et d'angle solide est égale à : 


ws 27 fg à Fe ey L? (àck} 
w 87° Po , 
e n2 
= —— (ee) () 
où e = q?/4me,. Nous en déduisons, après division par le flux de photons égal à 
c/L?, la section efficace différentielle 


do 


PTS ro (ee) (10) 
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Pour trouver la section efficace totale, il faut sommer (e.e)? sur les deux polarisations 
orthogonales à k’ et faire la moyenne angulaire. Un tel calcul a été fait dans l'exercice 3 
(question c) et donne 87/3. La section efficace totale est donc la même que celle 
obtenue en électrodynamique classique pour un électron élastiquement lié. 


Remarque sur le choix de l’hamiltonien d'interaction 


Il est évidemment possible de retrouver (2) en utilisant l’hamiltonien dipolaire 
électrique. Les calculs sont cependant un peu plus délicats. Il n’y a pas de couplage 
direct entre |p; et [w,) et Gy, sur la couche d'énergie, est égal à 


h d.e’|b} <bld. d.e |b <bid.e' 
Gens | e’[b) <b] eja) , «el ejb) €! 1e |an 
EL b 


E,+tho —E,+ie E, — E, — hw’ 


On voit que si l'on néglige E, — E, devant hw dans les dénominateurs d'énergie, les 
deux termes du crochet se compensent exactement puisque w' = w. Il faut donc 
poursuivre le développement des dénominateurs d'énergie à Pordre suivant en 
(E, — E,)/hw. En remplaçant alors (E,- Eb) {bldela} par 
(iħq/ m) <b|p.£ le), on peut introduire la relation de fermeture sur b et aboutir 
ainsi à une valeur pour © identique à celle trouvée directement avec Hp (formule 
(4) avec w = w’). 
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5. DIFFUSION RÉSONNANTE 


On considère un atome À dont le centre de masse est supposé fixe en 
un point O0, pris pour origine. Soient |a} l’état fondamental de cet 
atome, |b} le premier état excité, supposés tous les deux non 
dégénérés. La fréquence de Bohr de la transition b … a est notée 
wọ. Pour simplifier, seule la composante d, de l’opérateur dipolaire 
électrique de l’atome est supposée avoir un élément de matrice non nul 
entre a et b. Il sera supposé réel et noté dpa 


<b|d,|a) = dia (1.a) 

(bjd,|a) = (b|d,|a) =0 (1.b) 

Le taux d'émission spontanée à partir de l’état b vaut (voir exercice 1) : 
1 wo 3 df, 

Piae a - 


On considère un photon de vecteur d’onde k, de polarisation 
e, dont la fréquence w est proche de la fréquence de résonance 
wg. La probabilité de transition par unité de temps pour que le système 
passe de l’état initial 

[pi = lake) (3.a) 
à l’état final 

ps) = faik'e’) (3.b) 
est égale à (formule (B.18) du chapitre I) : 


2 
wr = 16180 (E; - E;) (4) 


où Üy; est donnée par expression (C.5) du chapitre II : 


(a;k'e'| H';|b;0) (b;:0| H';la;ke) 
6; = s aa a a e (5) 
hw —-hop+ih > 

2 
H'; est lhamiltonien d'interaction à l'approximation des grandes 
longueurs d'onde dans le point de vue dipolaire électrique (voir 


Appendice, formule (91)) 
H', = — d.E, (0) (6) 


a) Calculer explicitement © ;;. Etudier la variation de son amplitude et 
de sa phase au voisinage de la résonance. 


b) Montrer que la section efficace différentielle de diffusion d’un 
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photon ke dans un angle solide dQ ' autour de la direction K’, avec une 
polarisation €’ (perpendiculaire à x’) s'écrit : 


2 

o(ke — k'e’) = er EP) (7) 
m? (w — wo}? + (T /2} 

avec Àg = 2Trc/wo. 

c) Montrer qu’à résonance, la section efficace totale de diffusion d’un 

photon de polarisation e, est de l’ordre de A, avec un coefficient 


numérique que l’on précisera. 


Solution 


a) D’après l'expression (6) de H',, celle de E, (0) (Appendice, formule (89)} et les 
relations (1.a) et (1.b}, il vient : 


; E S ; ho ; ho 
<b;30|H';la;ke) = —i ÊTRE {ble.d|a = -i e, EPRE (8) 


Gj = EE Vow — ———— (9) 


D'où 


L'élément de matrice de transition G;; est un nombre complexe qui présente une 
résonance pour w = wg. Son amplitude est maximum à résonance, et sa phase varie de 
m à 0 lorsque w passe par wg. Gy est imaginaire pur à résonance. Comme on s'intéresse 
aux fréquences proches de wg, on peut remplacer dans le coefficient du terme résonnant 
w et w' par wp, et remplacer d?, par son expression en fonction de F tirée de (2). Il vient : 


3mh? , r/2 
wa tw wti l2 410) 


Cji = 


b) Le nombre d'états finals, d'énergie comprise entre Řck' et fc{k' + dk'), et dont le 
vecteur d'onde pointe à l’intérieur de langle solide dQ’ autour de K’ vaut d’après la 
formule (46) du complément À, 


3 
p(ħck’) cdk' 4" = LS dk'da’ an 

T 
Le taux de transition total vers l’ensemble des états finals détectés est donc égal à: 


27 jo, (® _k?dk' 
peg [ 5e |p| 8Chck" — hck) 
( L ) 
2,5 2 
= daR’ LEE ele”? TEO (12) 


4 wL? © (ww +(T/2) 


De même que précédemment, nous remplaçons ck par w, dans les facteurs précédant le 
terme résonnant. 
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L'état initial correspond à un photon dans le volume L°, se déplaçant à la vitesse 
c, soit un flux 
c 
$= D (13) 


La section efficace différentielle est finalement : 


Wfi 
œ(ke —— r'e’) } f 2 e2e"? A = (14) 


9 
= = = — À 
d'p 16r? ° © *(w — w +(1/2Ÿ 


` Elle dépend implicitement de x’ par e”, qui est perpendiculaire à x’, 
c) Si l’on ne sélectionne pas la polarisation à la détection, il faut sommer les probabilités 
correspondant à deux polarisations €’, et €’, orthogonales entre elles (et à x’). On obtient 
(formule (54) du complément À ,) 

D (15) 

i=1,2 

La section efficace totale de diffusion s’obtient en sommant ensuite la section efficace 
différentielle sur toutes les directions K’. 


Cu = f dN’ Y olke, — w'e’) (16) 
ii 


Sachant que (e) = 1, et que 


far a-,n-f 17 
on obtient, pour w = wp, 
$ 3 
om = 7 A0 (18) 


Ce résultat est identique à celui obtenu pour la diffusion résonnante d'une onde classique 
par un électron classique élastiquement lié (voir « Photons et Atomes - Introduction à 
l'Electrodynamique Quantique », exercice 7 du complément C ;). 
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6. DÉTECTION OPTIQUE DU CROISEMENT DE DEUX NIVEAUX ATOMI- 
QUES EXCITÉS (*) 


Un atome À, placé à l’origine des coordonnées 0, possède deux états 
excités |b} et |c}, d'énergies E, et E, proches l’une de l’autre. Ces 
niveaux sont reliés à l’état fondamental |a} par des transitions 
dipolaires électriques caractérisées par les éléments de matrice 


ds = Çald{b); da = (ald(c) (1) 


Les états |b) et |c) ont des durées de vie radiatives 1/1, et 
1/7. On suppose que les énergies E, et E, peuvent être modifiées au 
moyen d’un paramètre extérieur x (un champ magnétique par exemple) 
et que les niveaux se croisent pour une certaine valeur x; du paramètre 
(fig. 1). 


Figure 1. Croisement de deux niveaux excités |b et |c). 


L’atome étant dans l’état |a} en présence d’un photon k;€;, on se 
propose d'étudier le processus de diffusion résonnante faisant passer le 
système global de l’état initial |a;k,e,) à l’état final |a;,k,e,). Du fait de 
la quasi-résonance du photon incident avec les fréquences de Bohr 
wpa = (E,-E,)/hetw,, =(E,—E,)/h, les états |b} et |c} jouent un 
rôle prépondérant dans la diffusion. Une généralisation évidente de la 


(*) Pour l'observation expérimentale de tels effets, voir W. Hanle, Z.f. Phys. 30, 93 
(1924) ; P.A. Franken, Phys. Rev. 121, 508 (1961). 
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formule (C.5) du chapitre II donne pour l'élément de la matrice de 
transition l'expression : 
_ Cake] H'r|b;0) (b;0]H';|a;k;e;) 
g hw, — how, + IAC 2) 
, {aikoër|#'11c50) c;0|A', aske) A 
hwi — hw a +in(T,./2) 


Gji 


H'; = — d.E, (0) (3) 
est l’hamiltonien d’interaction dipolaire électrique. 
a) Expliciter l’expression de Gj; en fonction de d,, et d,- 


b) En s'inspirant de la démarche de l'exercice 5, montrer que la section 
efficace de diffusion est la somme de sections efficaces résonnantes 
a(b) et s(c) relatives aux états b et c, et d’un terme supplémentaire 
ôo que l'on calculera. 


c) L’atome À interagit avec un faisceau lumineux de largeur spectrale 
A grande devant l, et 1. Ce faisceau est modélisé par un flux 
de photons dont les fréquences sont aléatoirement réparties selon 
une loi de probabilité f(w), centrée en w = @p et de largeur 
À avec wp > A> T,,7,. 


a) L’intensité lumineuse 7, diffusée dans l'angle solide 8, autour de 
K, = k,/k;,, avec la polarisation €,, est décomposée en trois parties 
1(b), I(c) et 51 correspondant respectivement à aæ(b), o(c) et 
ôe. Calculer ces trois quantités. Montrer que les deux premières 
varient peu lorsque E, et E, varient sur un intervalle grand devant 
T, et l., mais petit devant A. 


B) Montrer que ôI varie de façon résonnante, lorsqu'on varie 
x autour de x,. Quelle est la largeur de cette résonance ? A quelles 
conditions doivent satisfaire les polarisations €, et €, pour que l’on 
puisse observer cette résonance ? 


Solution 


a) Les éléments de matrice de H', sont calculés dans l'exercice 5. On en déduit : 


g, = yV 2192 (ed) (€1-d) i (Ezda) (ed) (4) 
# 260L° Dj — Obe t i(T,/2) CT Eu i(T,/2) 
b) La section efficace de diffusion s'écrit d'après l'exercice 5 
jus 
o(kjE; — K£) = (5) 


50, 
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où $ =c/L'et 


2 ©  kdk 
Dune aa, [EE 6p |? Chek - heki) © 
f 0 = 
a. 
Il vient 
ki So Se 2 (7) 
D PET a y o re JAN 
lón met | o,- vn +iT,/2) ww, tiD) 
où 
Sp = (£3.d a £1 d3) (8.a) 
S, = (e.d,)(e;.d#) (8.b) 
Le développement du carré du module de la somme fait apparaître 
g = a(b) + o(c) + ôo (9) 
où 
ki sl? 
ab) s — l (10) 


167 he? (w, — wp) +(1,/2) 


et une expression analogue pour o(c), et 


ki S,5 
Šo 1 l b 


T ire | lo, eu riQ/dile,-v2-10./2]" ce] a 


c) D’après la définition même de la section efficace différentielle, l'intensité lumineuse 
diffusée dans langle solide 892, autour de K, est : 


I=¢ 8R, f dw, œ(k;e, — Ke.) f(w,) (12) 


a) En remplaçant o par son expression (9), on obtient 


I = I(b} + I(c) + ôI (13) 


où /(b), I(c), 81 ont des expressions analogues à (12), au remplacement près de 
æ par o(b), s(c) ou ôo. 

L'expression (10) montre que w(b) n’est non nul qu’au voisinage de w, = wp, Sur une 
largeur l',. Lorsqu’on fait l'intégrale sur w., le fait que la largeur 4 de f(w,) soit grande 
devant T, permet d’assimiler la lorentzienne à une fonction (w; — wpa) : 


ki 5,1? 
10) = LR fn) a4 


L'expression de Z(c) est analogue. Lorsqu'on balaie E, de quelques #r,, I(b) varie, en 
valeur relative, d’une quantité de l’ordre de T/A qui est très petite. 


p) De même, ĝo n'est important qu'au voisinage de w, = wp, = w, On peut alors 
assimiler f(w,) à une constante f(w,,). L'intégrale sur w, de ôo est effectuée par la 
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méthode des résidus et donne 


si kha iS,S* È 
= Snie (© pa) D RAT, TT, + cc. (15) 
ST ALU ADMET MIE 


I varie de façon résonnante en w, = 0, avec une largeur de l’ordre de (F, + 17). 
Lorsqu'on balaie x autour de x,, la forme de la résonance est lorentzienne, mélange 
d'absorption et de dispersion dépendant de la valeur du nombre complexe S,S*, Pour que 
ôI soit non nul, il faut que 


SSX = (e,4d,)(e..dé)(e, dE)(E; à) (16) 


soit non nul, ce qui implique que chacun des facteurs doit être différent de zéro. 
Physiquement, il faut donc que les polarisations €, et €, puissent exciter aussi bien l’état 
b que l’état c. Elles excitent et détectent respectivement des superpositions linéaires des 
états |bÿ et |c). Au point de croisement, la superposition créée par les photons 
incidents est stationnaire. Elle subsiste jusqu’à la réémission du photon k,e.. Loin de ce 
point, la superposition d'états évolue avant la réémission du photon qui se fait à partir 
d’un état différent, de sorte que l'intensité lumineuse détectée est en général différente. 

Le phénomène peut aussi être compris comme une interférence entre les amplitudes de 
diffusion permettant de passer du même état initial |a;k;e,) au même état final 
la;k,e,) via deux «chemins » différents passant, soit par l’état |b;0>, soit par l’état 
|c;0> (Fig. 2). L’intensité diffusée est maximum lorsque les deux amplitudes sont en 
phase. La différence de phase entre ces deux amplitudes dépend de l’écart d'énergie entre 
les deux états et varie rapidement pour les photons résonnants en fonction de 
E, — E., ce qui se traduit par une variation rapide de l'intensité diffusée sur un intervalle 
de l'ordre de A(T, + T.) autour du point de croisement. 


k, €) k, £ 
a a 
i 
b c 
a kı £; a k; £, 


Figure 2. Amplitudes de diffusion dont l’interférence 
donne naissance à la résonance de croisement de niveaux. 


Ex.7 Formule de Bethe 513 


7. DÉPLACEMENT RADIATIF D'UN NIVEAU ATOMIQUE. FORMULE DE 
BETHE POUR LE DÉPLACEMENT DE LAMB 


Le but de cet exercice est de calculer l’expression du déplacement 
radiatif des niveaux de l’atome d’hydrogène, et de retrouver ainsi 
l'expression établie pour la première fois par Bethe (*) à propos du 
niveau 2s (déplacement de Lamb). Il est intéressant de mener parallèle- 
ment le même calcul dans les deux points de vue A.p et E.r, car, bien 
que conduisant au même résultat, les deux calculs se présentent de 
façon assez différente. Un troisième point de vue, celui de Pauli-Fierz, 
est étudié dans la dernière question. Il est particulièrement commode 
dans la mesure où la correction de masse de l’électron apparaît déjà 
explicitement dans l’hamiltonien. 

Nous introduisons les simplifications suivantes : 

- seuls les modes de vecteur d’onde inférieur à une borne ky telle que 
kyu āo € 1 (a étant le rayon de Bohr) sont pris en compte. L’approxima- 
tion des grandes longueurs d’onde sera faite pour ces modes. 
- l’électron est considéré comme une particule sans spin, de masse 
m, de charge q. Le proton est supposé infiniment lourd, fixé à l’origine, 
de sorte que l'énergie potentielle de l’électron au point r est 


g? 

V(r) =- 1 

dr) = - 7 0) 

Les opérateurs r et p étant les opérateurs quantiques habituels relatifs 

à l’électron, les hamiltoniens du système dans les points de vue 
A.p et E.r s'écrivent respectivement : 


H = Ho + H; (2) 
et 
H' = Ho + E'dip + H'I (3) 
où 
H = H4 + HR (4) 
avec 
2 2 km qa’ky 
H, = P +V) + Ecou ; € = [a - 5 
A 2m oC ) Coul Coul 4T E s Ame ( ) 
i 


(*) Voir H.A. Bethe, Phys. Rev. 72, 339 (1947) et Bethe and Salpeter (8 19). 
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A lapproximation des grandes longueurs d’onde, les hamiltoniens 
d'interaction s'écrivent : 


2 
H; = Hn + Hp =- À p.A(0) + 7 A°(0) (7) 
H'y = —qr.E, (0) (8) 
L'énergie propre dipolaire vaut 
2 
RE q €..r 2 9 
e'o = JE (er) ©) 


On rappelle expression des opérateurs A(0) et E, (0) : 


A(0) = D e; (a; + aĵ) (10) 


2€ 
E, (0) =i > =e T Ej (a; — af (11) 


Soit |a;0) l’état fondamental de A, en présence du vide. Les 
corrections à l’énergie E, de cet état, produites par le couplage de 
l’électron avec le champ transverse, s’écrivent respectivement dans les 
deux points de vue, et à l’ordre 2 en q : 


= (a0]|Hn|a;0) + 
(a0|H;|b;k;e;) (b;5k;e;| H;,1a:0) 
rie E Œ M) q2) 
j b a b J 
hA',= (a;0 | e'aipla;0) + 


+ À 13 
22 E, (E, + ho) Œ) 
a) En utilisant les notations suivantes, 
kra = (Ep — Es)/hc (14.a) 
Pæ = (a|p|b} (14.b) 
ra = <alrlb) (14.c) 


montrer que À, et A’, se mettent sous la forme 


ku 2ro [Pa |? 
há, = — hc DE 
À, kdk e fa F2 kn tk (15) 


hA’, = 3 mM F rl? on L i PELT T rol (16) 
2 3% - ab ó 37 0 Kyo +k +k 


où rọ est une constante que l’on calculera. 
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b) On supposera ky grand devant toutes les quantités k,, relatives aux 
états qui contribuent de façon appréciable aux sommes sur |b} des 
expressions (12) et (13). Développer ñA, et ŘA', en puissances de 
ky sous la forme 


x 
D 
| 


a=D,+P,+L, (17) 
= T,+D'+P'+L, (18) 


où T,D,P,L sont des expressions d'ordres respectifs kÿ, kir 
ky et Log ky. Les termes d'ordre 1/ky, (1/ky)°, .… sont négligés. 
Calculer ces différents termes et montrer que T', est nul. 


c) Etablir la relation 


im Ckab Prab = Pob (19) 


et démontrer que D', = Da P'a = Pa et L'a = La En introduisant la 
quantité 


2 > 


ime 4 ECoul (20) 
3 c 


interpréter physiquement le terme P,- 


d) La formule de Bethe est expression du dernier terme L, de (17). En 
introduisant l’énergie d’excitation moyenne #cK, par la formule 


k k 
(z (pal? koa) Log = D [Pas ? ksa Log Z~ (21) 
b a b a 


et en utilisant le double commutateur de p avec Họ, montrer que 
L, se met sous la forme 


_ a h \? ku q? 
L, = (5) Leg (al Ew la) (22) 


(a = qg?/4meçhc est la constante de structure fine). 


e) Généraliser l'expression (17) aux niveaux d’énergie [nim) de 
l'atome d’hydrogène autres que l’état fondamental. Montrer que, dans 
une multiplicité n, tous les niveaux ont le même déplacement 
ñA,y, sauf les états s (? = 0). 


f Dans le point de vue de Pauli-Fierz, l’hamiltonien s'écrit (voir 
formule (34') du complément B,;) 


2 
UE P 
B — 2m* 


+ Vor +6) + Hn + Ecou + HR (23) 
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où m* = m + ôm et où ë est donné par 


h 
£ = À 70) = 2 
m 0) m à 2eç ;L? 


[a-a] o 
i 


a- Montrer qu’à l’ordre 2 vis à vis du couplage avec le champ 
transverse, le déplacement ñA”, de l’état |a;0) s'écrit 
hA", = Da + L'a (25) 


où 
n 1 
L a 2 {0|é,6,10) (a| V, V,Vo(r)|a) t 


<a| V,Volb) (b| V, Viola) 
— Ře(kpa + k;) 


5a È L (Olé. 1k;e;) <kje;| 6,10) 
(26) 


u et v repérant les composantes x,y et z des vecteurs Ë et 
V. 


B - Démontrer les formules 


ego = 2 (3h J one f ERE (A J'a, (roete) 


me 


(27) 
et 
2 Flog + hek, 7 3m A me ) OH), KG +0 
2a h 2 ô uv Koa 
“55 (a) RUE GS) 


où Kpa est positif, petit devant ky et où k,, est une borne inférieure 
supposée très petite, mais non nulle. 


y - En utilisant les résultats précédents, montrer que L”, se met sous la 
forme 


a k 
en (È Y feel A Votre) (Loez ) - 
(EIE ES agh 


ħckpa km (29) 
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Interpréter physiquement le premier terme et la correction apportée 
par le second. 

A laide de la formule (21) et du commutateur de p avec 
H,, montrer que L”, est égal à L,. 


Solution 

a) D'après (7) et (10) 

g? h 
DER oL? lo 

Le dernier facteur vaut ô;; et le remplacement de la somme discrète par une intégrale 

donne : 


<a;0| Hp ja;0} = ral +af}(a;+a;)[0} (30) 


D dk. = 
<a01H,,|a;0) = ra Gay À DE —=— rfe hckdk (31) 
où 
2 
DUR CR ( É A ) 32 
n 4n egmc? g mc 62 


cst le rayon classique de l’électron (a est la constante de structure fine). L’élément de 
matrice de H, vaut 


a0] Hn lbie = (52) cale) 63) 
0%; 


ct le second terme de (12) s'écrit 
à > h g | Ej-Pab | i 
Eog 2egw;L’ m Í — hc(ks, + k;)] 
Notons que Pa = 0, de sorte que le terme b = a .ne contribue pas. La somme sur les 


polarisations transverses s'effectue à l’aide de la formule (54) du complément A,. Le 
passage à une somme continue donne alors 


(34) 


2 2 
-g? [dk Ipwl’—1Kpl? 2 f" kar | Pæ | 
z 2eme?) nr) Mioa tk) Fm È in +k (35) 


En reportant (31) et (35) dans (12), on obtient Pexpression (15) de #A,. 
Le premier terme de l'expression (13) de hA’, s'écrit, d’après (9) : 


CaO | E'aipla:0) = TAR <a] (e;r) |a) 


-EJS 5 cal = (er)? la) 


meh <alr]a) a k'dk 


À mer (z DA ) f k?dk (36) 
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Le calcul du deuxième terme de (13) est très semblable à celui du deuxième terme de (12) 
au remplacement près de e;.p par imw;e;.r. En faisant cette substitution sur (35), on 
trouve directement le second terme de (16). 


b) Considérons les fractions rationnelles en k figurant dans les deuxièmes termes de (15) 
et (16) et décomposons les en éléments simples : 


1 1 


3 l _ 7 2 sija 1 
PE © ae +) — kalkia + Kk + KEko + 9 — Kid PT 
op 2 p31 
= K? — kyak + Kha — kha 7g (38) 


Le premier terme de (38) donne par intégration une contribution en ki, à AA’, qu’il faut 
regrouper avec le premier terme de (16). On constate qu’ils s’annulent de sorte que 
T', = 0. L'intégration des autres termes de (38) ou de (37), ainsi que celle du premier 
terme de (15) donne : 


To K To 
D, = 5 ħckh D', = z> mekk (Earl) (39) 


270 2 , 20 2 2 2 
P, = = am tu (E Ipa ) P', =- Fy meku (EH Ir ) (40) 


2ro 2 kya + ky 
La = Fam 2 Kre | Pa | Log En 


: 2" Kpa + ky 
Lee aey aia ig A 
b 


37 kpa (41) 


Dans la mesure où ky > kpa: on peut, dans les expressions (41), faire Papproximation 


Koa + ky ky 
c) Partons du commutateur 
[Hor] = (p°/2m,r] = — ih p/m (43) 


En prenant l'élément de matrice de cette équation entre les états |a) et |b}, on obtient 
(19). Le remplacement, dans les expressions (41) et (40) de L', et P',, de kê, |T, |? par 
| Pa |°/ Mc? donne immédiatement les expressions correspondantes de L, et P, 

Pour D',, il faut noter que 


1 
L kastab = Lame [= Päta + ra Pa) = 
1 — 3h 
= zme Sel -rp+prle) = (44) 


En reportant (44) dans l'expression (39) de D’,, on retrouve l'expression de D, 
Revenons sur l'expression (40) de P, A l’aide de la relation de fermeture sur 
|b), on peut la mettre sous la forme 


m 
ê 
p,--<aple 2e (45) 
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où 


ôm 40 4 qg? 1 4 ECout 
— = — ky == — = 2 — 4 
m 37 M 347? u* mc? 3 mc? 9 
Le terme P, s’interprète comme la variation de la moyenne dans l’état |a} du terme 
d'énergie cinétique p°/2m, due à une variation de masse ôm. D’après (46), ôm est (au 
facteur 4/3 près dû à la procédure de coupure non covariante) la contribution de l’énergie 
du champ coulombien de l’électron à sa masse, calculée en limitant l'intégrale sur 
k à ky | 

d) En faisant l’approximation (42) dans l’expression (41) de L, et en utilisant la formule 
(21), on obtient 


2" 


ky i 
La = Som LEK È [Po | Koa (47) 


Remarquons que 
Ca | PolPs H] la) = 2 {Oabl PH) la) — <a|[p,,Ho]1b} Poa} 
= 2i [P)a | (Es — Es) - (Es - Ea) | Paa 1°} 
= 2ħc L kaol Pal? 


(48) 
Par ailleurs 
a 
LP lPH0] = - #° x? V(r) (49) 
de sorte que 
E Ipa l ko = À Cal A Vr) la) = À <a) E alr) Ja) (50) 
s c 2c En 


Finalement, en utilisant (50) et (32) dans (47), L, se met dans la forme (22). 


e) Les niveaux autres que l’état fondamental sont dégénérés et l'application de la théorie 
des perturbations nécessite quelques précautions. En fait, le champ de rayonnement est 
isotrope, et lorsqu'on somme sur tous les modes, il n’introduit pas de couplage au second 
ordre entre des niveaux de nombres quantiques (!,m) différents. Dans chacun des sous- 
espaces (l,m), H, a un spectre non dégénéré caractérisé par le nombre quantique 
n. On peut alors appliquer les mêmes calculs que précédemment. 

Une deuxième différence apparaît du fait que les dénominateurs k,, + k peuvent 
maintenant s'annuler pour kp, <0, traduisant la possibilité pour l’atome dans des niveaux 
excités d'émettre réellement des photons. Si on s'intéresse aux positions des niveaux 
d'énergie, les expressions (12) et (13) restent valables, à condition de remplacer la 
fraction par sa partie principale. Lorsqu'on procède à l'intégration sur k, il vient : 


kM 1 n dk w dk 
dk P = N S sen u 
i kia +k 0 k- KA Ikbal +9 k- | Kool 
ku — fka] A ku 


z n 
= Log Tr kn] + Log ne Log Tkn] (51) 
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Le résultat est le même que pour k,, positif, à condition de remplacer kẹ par 
| ksaj dans le logarithme. On obtient ainsi : 


r, ô 2 
hum = zy ck — © (nlm) = nlm) + Lu (52) 
avec 
NS ALA Ím £ 
Li = ( 2y (1 ) <nim| E 8) {ntm (53) 


où K,, est défini de façon analogue à K, (voir formule Gu Le premier terme de (52) est 
indépendant du niveau et le second, d’après le théorème du viriel, ne dépend que de 
n. Lu est proportionnel à la moyenne de &(r), donc à |,,(0){?, qui est non nul 
seulement pour les états s (f = 0). Le déplacement des états s par rapport aux autres 
niveaux de la même multiplicité est positif. Son interprétation physique a été donnée dans 
le chapitre H ($ E-1-b). 

f) Plaçons-nous dans le point de vue de Pauli-Fierz et considérons d’abord les termes 
d'ordre O vis-à-vis du couplage avec le champ transverse (£ = 0, et donc Hp = 0). Les 
valeurs propres de l’hamiltonien 


Hh% = E + V(r) + Hg (54) 
ne sont pas identiques à celles de H}. En effet, la contribution de la masse électromagnéti- 
que ôm de la particule à l’énergie cinétique a été déjà prise en compte par l'intermédiaire 
de m* (la signification physique des états propres est aussi différente par suite de la 
transformation des observables ; voir complément B;;). Nous noterons E* l'énergie de 
l’état fondamental |a;0) de H”, Dans lexpression du déplacement #4”, de ce niveau, 
nous ne retrouverons pas le terme P, puisqv’il a été pris en compte dans E*. 


` 


œ&-A l'ordre 2 vis à vis du couplage avec le champ transverse, l’hamiltonien 
H” s'écrit 


H" = H", + H"; (55) 
où 
H", = H"p+H'p +... (56) 
avec 
H'n = (V) V(r) (57.a) 
n 1 
Ha = 5 (€V? Vole) + Hn (57.b) 


Le déplacement #4”, vaut donc, à l’ordre 2: 
hA”, = (a0|H"hla0} + 
4 3 z <a;0 | H”n | b;kje;} <b;kje;| H”n |a:0) (58) 
Le Er- (Ef + ck) : 
soit encore, après utilisation de (31), (57) et avec l'approximation EX — EX = — Řck pa : 
há", = D, + L", (59) 
L", étant donné par (26). 


B - D’après (24) 
j (e), 
<016,1kje;) = =1 T? as (60) 
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En utilisant cet élément de matrice et la formule (54) du complément A}, on trouve 


C01,8,10) = E CO1E,1Ke;> (kel 6,10) = 
(te): g? R dk 1 
a e a o 


h \2/(4mkdk 12 2a f h \? kM dk 
W ele, -Æ (2e, | T a 


D'où la formule (27). 
Pour (28), le calcul est très semblable et on arrive à : 


3 Olé, lk;e;> <k; lé, 10) _ 
- fick,, + heck; 


Te Le. 
mc (2r)? K3 “ho, +k) 


(E ane Frin 
me) H Jen E holku +k) 
h \2 1 fi 1 1 
a) LP ar |i- aE] (2) 


; ku Koa + Km ku Koa Ka 
L'intégrale vaut Log ( — ) = Log ( + ) = Log —. D'où la formule 
k, Kia + ku m “M k, 
(28). 


y- En reportant (27) et (28) dans (26), on obtient immédiatement (29) (le terme 
b =a est nul dans (26) car <a |VVo|a) = 0 et peut donc être exclu de la somme). 
Comme il est expliqué dans le complément B,, (8-3-b), le premier terme représente le 
résultat du moyennage du potentiel V(r) par la particule lorsqu'elle effectue des 
mouvements d’oscillation d'amplitude £ sous l'effet des fluctuations du vide. Toutefois 
£ ne représente vraiment le déplacement de la particule que pour une particule libre. 
C’est encore une bonne approximation pour les modes de fréquence ck; grandes devant 
lcs fréquences propres ck,, de la particule dans le potentiel V(r). Pour les modes basse 
fréquence, la réponse de la particule est affaiblie par la présence du potentiel. C’est ce 
qu’exprime le deuxième terme de (29). 

En prenant l'élément de matrice de [p,Æ,] = (h/i) V V(r) entre |a) et |b}, on 
obtient 


Pab Acka = (h/i) <a |V Vilb} (63) 


Cette formule permet d’écrire le deuxième terme du crochet de (29) sous la forme 


[Packu l? Log = ZE pul kuLog Se (64) 
2È Patt ba Æ ET ñ à |Pa Et, 


b#a 


A l'aide de (21) (ky étant changé en k,,) et de (50), il se met encore sous la forme 
K, 
- (al A Vor) Ja) Log z= (65) 
et se regroupe avec le premier terme du crochet de (29) pour donner Log (k,,/K,). Le 


remplacement de AVi(r) par (q?/£o) ô(r) conduit alors à une expression de 
L”, identique à celle (22) de L,. 
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8. RAYONNEMENT DE FREINAGE. CORRECTIONS RADIATIVES À LA 
DIFFUSION ÉLASTIQUE PAR UN POTENTIEL 


Le but de cet exercice et de l’exercice suivant est d’étudier un certain 
nombre de processus radiatifs qui apparaissent lors de la diffusion d’une 
particule chargée par un potentiel. La partie A est consacrée à l'étude 
de la section efficace d'émission d’un photon par une particule freinée 
par un potentiel (rayonnement de freinage ou « Bremsstrahlung »). La 
partie B examine les premières corrections radiatives à la section 
efficace de diffusion élastique (diffusion sans émission de photons). 
Enfin, l'exercice suivant montre comment les divergences à basse 
fréquence des sections efficaces calculées en A et B peuvent être 
éliminées par une redéfinition appropriée des grandeurs mesurées, qui 
tient compte de la résolution finie en énergie du détecteur observant la 
particule diffusée. 

Le point de vue de Pauli-Fierz est particulièrement commode pour 
aborder ces divers problèmes. Il sera adopté tout au long de ces deux 
exercices. Le lecteur pourra se reporter utilement au complément B; 
qui présente en détail ce point de vue, de même qu'au complément A; 
qui regroupe les résultats essentiels concernant le calcul perturbatif des 
amplitudes et sections efficaces de diffusion. 


Notations 


Dans le point de vue de Pauli-Fierz, l’hamiltonien H d’une particule 
chargée, couplée à un potentiel extérieur statique et au rayonnement 
transverse, s'écrit : 


2 
H = + Vdr +E) + Hpg (1) 
Dans (1), q est la charge de la particule, m sa masse (corrigée de 
l’inertie électromagnétique), r sa position (supposée proche de l’origine 
0), p son impulsion ; V,(r + £) est l'énergie potentielle de la particule 
dans le potentiel extérieur, évaluée au point r + § où 


- 4 
E= 120), D 


Z(r) étant un opérateur de champ (« vecteur de Hertz ») défini par : 


Ape ; ak 
z(r) = D ke eikr — e€ zke w (3) 


€ . 
TE | Lw Lw 


Enfin, H} est l’hamiltonien du rayonnement dont le développement en 
a et a* est donné par la formule (45) de l’appendice. 
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Par rapport à l'expression (34') du complément B,;, nous avons 
ignoré dans (1) énergie propre de Coulomb Ecou de la particule (qui 
est une constante) et un terme de rayonnement en g?A? (0)/2m dont on 
peut montrer qu’il joue un rôle négligeable dans les problèmes de 
diffusion par le potentiel V, étudiés dans cet exercice et le suivant. 


A. Rayonnement de freinage 


Dans cette première partie, l’état initial du système particule + champ 
est l’état 


|Win? = |[p1:0) (4.a) 


représentant la particule d'impulsion p; en présence du vide de 
photons. L'état final est l’état 


|Y fin) = |pzke> (4.b) 


représentant la particule d'impulsion p, en présence d'un photon 
ke, d'énergie ñw. On note E; = p}/2m, E, = pi/2m. Les états 
|p; seront discrétisés, comme les modes du champ, dans un cube de 
côté L. 

a) Montrer qu’à la limite non relativiste (p,/m < c), Pimpulsion 
k du photon émis est très petite devant p,. Dans toute la suite, on 
négligera l’impulsion des photons émis et on notera 


hQ = pi -p (5) 
la variation d'impulsion de la particule au cours de la collision. 


b) Montrer que l’hamiltonien d'interaction permettant de passer de 
pin) à |.) ne peut provenir que du terme V(r+£) de 
H. Calculer, à l’ordre 1 en V, et 1 en q, l'amplitude #7 (p, — p, + ke) 
pour que la particule soit diffusée de p, à p, avec émission d’un photon 
ke (élément de la matrice S entre (W fin} et |W;,)). On exprimera le 
résultat obtenu en fonction de 


Y {© = | dr e't V (r) (6) 


c) Sans entrer dans le détail des calculs, indiquer comment le calcul de 
Á (Pı — Py + ke), à l’ordre 1 en V, et 1 en q, se présente dans le point 
de vue de Coulomb. On pourra par exemple se contenter de discuter la 
forme que prennent, dans le point de vue de Coulomb, les états 
asymptotiques des processus de diffusion et donner les diagrammes qui 
contribuent à x% (p; — p, + ke) dans ce point de vue. Pourquoi le point 
de vue de Pauli-Fierz est-il plus simple ? 
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d) On fixe p, et la direction n, = p,/p, de la particule diffusée. 
Calculer, à partir des résultats de b), la probabilité par unité de temps 
dw(p, — p, + ke) pour que la particule soit diffusée dans un angle 
solide d2, autour de n,, avec émission d’un photon de fréquence 
comprise entre w et w +dw, dans langle solide dQ autour de 
k=k/k. En déduire la valeur de la section efficace différentielle 
do(p; — P2 + ke)/dN d Ndw. 

On suppose que la particule est un noyau de charge q = Zq, (où 

qp est la charge du proton) et que le potentiel diffuseur est celui créé par 
un noyau de charge Z'ą, fixe à l’origine. Exprimer la section efficace 
différentielle précédente en fonction de Z, Z’, Pi, P} w et de la 
constante de structure fine «. 
e) Cette question examine la forme asymptotique de l’amplitude 
AÁ (pı — p + ke) calculée en b) quand l’énergie ñw du photon émis est 
très faible devant E, et E, et peut donc être négligée. Montrer que 
AÁ (Pı — p + ke) peut alors s’écrire 


(pb, — P + ke) = # PE: — P2) x q n1(Q,ke) (7) 


où æ#(p, — pz) est l'amplitude de diffusion élastique (sans émission 
de photons), calculée à l’ordre 1 en V, et 0 en q, et où n,(Q.ke) est un 
coefficient correctif ne dépendant que de Q et du photon ke émis. 
Donner l'expression de n4. 


B. Corrections radiatives à la diffusion élastique 
L'état initial est toujours (4.a). Par contre, l’état final est maintenant 


lv fin) = |Pz;0) (8) 


En ľabsence de couplage avec le champ transverse, c’est-à-dire à 
l’ordre 0 en q, l'amplitude de diffusion à l’ordre 1 en V, est notée 
A Xp, — p2) et a déjà été introduite en e). Le but de cette partie B est 
de calculer les premières corrections (en qô, à cette amplitude. 

f) Montrer qu'il faut développer V,(r +Æ£) jusqu’à l’ordre 2 en 
£ pour obtenir la première correction radiative à £ Xp; — p.). 
Calculer cette correction et montrer, en utilisant les propriétés de la 
transformée de Fourier, qu’elle est proportionnelle à y ®{p, — p.). En 
déduire que l'amplitude de diffusion élastique £ „(Pı — P2), à l’ordre 1 
en V, et à l’ordre 2 inclus en q, peut s'écrire 


A ab; — P) = A 9 ) (P: — P2) F (Q) (9) 
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où le facteur de forme F (Q) s'écrit 


F) =1- LE nKQxe), a0) 


n, étant le coefficient introduit en (7). Quel est l'effet physique de 
F(Q)? 

g) Montrer, après avoir remplacé la somme discrète par une intégrale, 
que la somme sur ke qui figure dans le terme correctif de (9) diverge 
logarithmiquement en Logk, où k„ est la borne inférieure de 
l'intégrale sur k = |k|. On gardera donc km fini et non nul, avant 
d'étudier dans l'exercice suivant comment cette « divergence infra- 
rouge » peut être éliminée. 

h) Sans entrer dans le détail des calculs, indiquer les diagrammes qu’il 
faudrait considérer pour étudier le même phénomène physique dans le 
point de vue de Coulomb. 


i) Soit do „(Pı — p2)/d R, la section efficace différentielle de diffusion 
élastique à l’ordre 2 inclus en q. Montrer que 


do (pi P)/40, = [1-42 5 nQxe) | do Po p)/40, (11) 
ke 


où da ®\p.— p,)/dQ, est la section efficace différentielle élastique 
d'ordre 0 en q. 

J) On considère un ensemble & de modes très basse fréquence. 
Montrer, en utilisant (7), (9) et (10) que la diminution de la section 
efficace de diffusion élastique due à l’émission et à la réabsorption d’un 
photon dans l’un des modes de l’ensemble & est égale en valeur absolue 
à la section efficace d'émission d’un photon dans l’un quelconque des 
modes de l’ensemble &. Que peut-on en déduire sur les sections 
efficaces de diffusion de la particule avec émission de 0 ou 1 photon ? 


Solution 
a) La conservation de l’énergie globale entraine que 

E, = E, +ħw (12) 
Comme E, est positif, il découle de (12) que 


M'A 


D 
Sme = [Pl z< lP] (13) 


E 
#|k| ee ipil 


L'impulsion du photon émis est donc très petite en module devant celle de la particule. 
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b) Développons V,(r + €) en puissances de & = q Z(0)/m 

Ve +8) = VAN) + EVV +3 F EV Sarar + (14) 
Le terme d'ordre 1 en § relie |,» à |W,,> : 


Ch fin lE-VVr) | Win? = 1 ke | Z(0) [0> . Pl VV.(r)| P1) = 


YQ) h 
TE nn" E 


Nous avons utilisé (3) et (5) et le fait que, si Ÿ°,(Q) est la transformée de Fourier de 
V,(r) définie en (6), la transformée de Fourier de VV (r) apparaissant dans 
L’ <p | VV (r)i pı) est égale à — i Q Y LQ). 

En utilisant la formule (19) du complément A,, on obtient alors, à l’ordre 1 en 
get len V, : 


(pipe + ke) = — 27i 8 TXE, — E, — hw) (pske |£.V V(r)[P::0) 
© 4 


= — 2ri 8 T(E, — E, — hw) 


(16) 


où 81 est une fonction delta de largeur de l’ordre de ż/T, T étant le temps d'interaction 
(formule (20) du complément A ;). 


c) Notons tout d’abord que les états (4.a) et (4.b) sont bien des états asymptotiques 
corrects dans le point de vue de Pauli-Fierz. En effet, en dehors de la zone d'action du 
potentiel, le terme V(r + §) de (1) peut être négligé et l’hamiltonien H se réduit alors à 
l’hamiltonien (p°/2m) + Hg dont les états (4.a) et (4.b) sont bien des états propres. Les 
états asymptotiques correspondant à (4.a) et (4.b) dans le point de vue de Coulomb 
s’obtiennent en faisant agir sur (4.a) et (4.b) l'opérateur unitaire 


T* = exp |- F2 p.Z(0)| an 


ct ont une forme plus compliquée que (4.a) et (4.b), car ils représentent la particule 
incidente ou diffusée « habillée » par un nuage de photons virtuels qu’elle émet et 
réabsorbe. 


Dans le calcul de l'amplitude d'émission d'un photon réel par la particule, on peut, à 
l’ordre le plus bas en q, remplacer T* par 1 et utiliser (4.a) et (4.b) pour décrire les états 
initial et final du processus de diffusion dans le point de vue de Coulomb. Il faut 
cependant, dans ce point de vue, deux interactions, l’une avec V(r), l’autre avec 
Hı; = — qp.A, (0)/m pour passer de |Y; à |W,;,). Comme ces deux interactions 
peuvent se produire avec deux ordres temporels différents, il y a deux diagrammes 
(Figure 1). Le calcul de 7 est alors plus complexe car c’est un calcul du second ordre avec 
un état intermédiaire (voir formule (28) du complément A). 


d) Pour obtenir la probabilité de transition par unité de temps à partir de l'amplitude (16), 
il faut suivre la démarche du paragraphe 3 du complément À, : élever au carré le module 
de (16), utiliser le fait que le carré de ô” est proportionnel à T (voir formule (49) de 
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Figure 1. Diagrammes représentant l'émission de rayonnement 
de freinage dans le point de vue de Coulomb. 


A), ce qui permet, après division par T, d'obtenir la probabilité de transition par unité de 
temps 
WP: + ke) = | £ (pip: + ke)|?/T = 
KEON. 
L? m R2ew L? 


2r 


= SE, - E, — hw) (e.Q} (18) 


Il faut ensuite sommer (18) sur les états finals de la particule et du photon. Les formules 
(42) et (46) de À, donnent, pour le nombre d’états de la particule dans dE.d4?;, le résultat 
L'mp;dE.dN,/(2mh) et pour le nombre d'états du photon dans dwdf? le résultat 
L'w’dwdQ /(2rc). L'intégrale sur E; fait disparaître la fonction 5 (7 de (18), à condition 
de remplacer E, par E, — ñw et il vient finalement 


1 q? 2 2 dw 
dw(p;—p; + ke) = Get m (E.Q) | 7 LQ) | P2- 424R, (19) 


Le flux associé à la particule incidente est ¢ = L”°p,/m, ce qui donne la section 
efficace différentielle 


do 1 dw(p;-—p, + ke) 1 i P21 
dodüdü, $  dodüdü, nyupat EO 17 {(Q) | = (20) 


Si q = Zq, et si V (r) = ZZ'q}/47 60, on a d’après (6) Y LQ) = ZZ'47/ #Q°, ce qui 
donne pour (20) 


do — 2a? (e.Q)? P2 1 
Jodan,” 7 n? Qê piw (1) 


où a = q/4r egħc = 1/137. 
La présence de w aux dénominateurs de (20) et (21) montre que do /dwdNdN, 


diverge quand w — 0. 
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e) A l’ordre 1 en V, et 0 en q, il ne faut garder que le premier terme de (14), ce qui donne 


ANPP) = - 27 ô XE, - E;) (p::301 V cr) | p::0) 
= - 2ri ð YE, - E) Y (Q)/L° (22) 


Si hw < E,,E,, on peut négliger hw devant E, — E, dans la fonction 8 de (16) (dans la 
suite des calculs, cette fonction 8 agit en effet sur des fonctions lentement variables de 
l'énergie). Par ailleurs, si ñw <« E,,E), on peut, compte tenu de (12), négliger dans (16) la 
différence entre |p| et |p|, de sorte que pour p; et n, = p,/p, fixés, les vecteurs 
d'onde Q apparaissant dans (16) et (22) peuvent être considérés comme identiques 
(rappelons que dans (22), [p,| et |p.| sont rigoureusement égaux puisque E; = E,;). 
Moyennant ces approximations, la comparaison de (16) et (22) entraine alors légalité (7) 


avec 
1 h 
n (Q,ke) = Pn EPP e.Q (23) 


f) Le terme en &.VV, de (14) ne relie |p,,0) à |p,;0) qu’au deuxième ordre et ne 
contribue donc à l’amplitude de diffusion élastique qu’à l'ordre 2 en V,. Par contre, le 
terme suivant, en £;é;, relie directement |p,:0} à |p,:0) (l'un des deux opérateurs 
£; créant un photon que l’autre détruit), de sorte que ce terme donne la première 
correction à (22), d'ordre 1 en V, et d'ordre 2 en q. 

Compte tenu de (2) et (3), l'élément de matrice du dernier terme de (14) entre 
1p.:0> et <p,;0| vaut 


25 E CIZOZOI0 IPF IP) (24) 


ij=xya 


D’après (3), le premier élément de matrice de (24) vaut 


<01Z(0)Z;(0)10» = ret E 8€; (25) 


Quant au second, les propriétés de la transformation de Fourier entraînent que 


PPT IP> = - 0,0, C6) 


Finalement, la première correction radiative à (22) s'écrit 


ra ? h 

— () ? E i 2 

2ni ô KE, - Ep) x | mÈ PTE (e.Q) | (27) 

Le regroupement de (22) et (27) redonne bien (9) à condition de poser 
F(Q)=1- Drz FA tp“ £.Q) (28) 


ce qui démontre, compte tenu de (23), légalité (10). 

Les corrections radiatives reviennent finalement à remplacer #°,(Q) par Y (Q)F (Q). 
Tout se passe donc comme si l’on remplaçait le potentiel diffuseur V,(r} par le produit de 
convolution de V(r) par la transformée de Fourier F(r) de F(Q). Ce résultat traduit le 
fait que la particule, vibrant sous l’effet des fluctuations du vide, moyenne le potentiel 
V(r) sur l'étendue de son mouvement de vibration. 
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8) Le remplacement de Ÿ par (L/ 27} f kdkan $ dans le terme correctif de (9) fait 
ke e 


apparaître l'intégrale f dw /w qui diverge logarithmiquement en Log k,, quand la borne 


inférieure tend vers zéro. 


h) Dans le point de vue de Coulomb, les corrections radiatives précédentes n'apparaissent 
qu’au troisième ordre et nécessitent de faire intervenir V, une fois et H, deux fois, d’où 
les trois diagrammes de la figure 2. Un tel calcul du troisième ordre est beaucoup plus 
complexe que celui du premier ordre fait ici et utilisant le dernier terme de (14). De plus, 
il n’est plus possible, dans le calcul d’ordre 2 en g fait ici, de remplacer T* par 1 dans (17) 
et d’utiliser (4.a) et (8) comme états final et initial de la diffusion dans le point de vue de 
Coulomb (ce qui fait apparaître des corrections de normalisation des états initial et final). 


P: 
P2 Ps 
ke 
Ve ve Ve 
X---- }---- Xe ke 
ke 
Pi 
P; 


Pı 


Figure 2. Diagrammes représentant, dans le point de vue de Coulomb, 
les premières corrections radiatives à la diffusion élastique par un potentiel. 


i) Les calculs de dø y et da ® effectués à partir de æ,, et «4% font intervenir les mêmes 
fonctions [5(7?, les mêmes sommations sur les états finals et les mêmes flux incidents. 
Comme, d'après (9), Sy et £% sont proportionnels, on en déduit que le rapport 
do ;/da ® n’est autre que le carré du crochet de (9) qui, à l’ordre 2 en q, coïncide bien 
avec le crochet de (11). 

D) La diminution de la section efficace de diffusion élastique due à l’émission et à la 


réabsorption virtuelle d’un photon dans l’un quelconque des modes de l’ensemble 
& est, d’après (11), égale à 


[4° Z niQue) | dofp-r9/40; @9) 
keeg 


Par ailleurs, d’après (7), la section efficace d'émission d’un photon dans l’un quelconque 
des modes de & s'écrit 


|? D nKQe) | do Wp,-p)/d9, (30) 


keeg 


La somme de (29) et (30) s’annule bien. 
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Réexaminons, à la lumière du résultat précédent, le problème des divergences 
infrarouges rencontrées plus haut, dans les questions d) et g). Pour cela, concentrons nous 
sur les modes basse fréquence et supposons que la particule n’interagisse qu'avec les 
modes de l'ensemble &. La compensation entre (29) et (30) montre que la somme des 
sections efficaces de diffusion avec émission de 0 ou 1 photon ne dépend pas des modes de 
& ct ne présente donc pas de divergence infrarouge quand l'ensemble & est agrandi de 
manière à contenir des modes de fréquence de plus en plus basse. 

Le résultat précédent permet alors de montrer que les grandeurs significatives 
expérimentalement ne présentent pas de divergence infrarouge. En effet, le détecteur 
observant la particule diffusée a toujours une résolution finie en énergie. Si l'énergie 
ħw du photon émis est inférieure à la sensibilité en énergie hô du détecteur, l'observation 
effectuée sur la particule diffusée ne permettra pas de savoir si un photon très mou (de 
fréquence inférieure à ô) a été émis ou non au cours de la diffusion. La grandeur mesurée 
est donc bien la somme de la section efficace de diffusion élastique et de la section efficace 
de diffusion inélastique avec émission d’un photon de fréquence inférieure à ô. Cette 
somme reste finie alors que chaque section efficace présente séparément une divergence 
infrarouge. 

I} convient toutefois de noter que les expressions (29) et (30) ont été obtenues ici de 
manière perturbative et peuvent donc n'avoir plus de sens dans certaines limites, Par 
exemple, quand la fréquence des modes de & tend vers zéro, le crochet de (29) peut 
devenir supérieur à 1 en valeur absolue, à cause de la divergence infrarouge. Un tel 
résultat est évidemment absurde (il conduit à une section efficace de diffusion élastique 
négative !). Il montre la nécessité de tenir compte alors des termes d'ordre supérieur en 
q. C’est pourquoi une discussion satisfaisante de la « catastrophe infrarouge » ne peut être 
donnée que dans le cadre d’un traitement non perturbatif en q (voir exercice suivant). 
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9. RAYONNEMENT DE FREINAGE DE BASSE FRÉQUENCE. ÉTUDE NON 
PERTURBATIVE DE LA « CATASTROPHE INFRAROUGE » 


Le but de cet exercice est d'étudier le rayonnement émis à basse 
fréquence par une particule chargée lors de la diffusion de cette 
particule par un potentiel statique V, 

Le problème est tout d’abord analysé dans le cadre de la théorie 
classique du rayonnement (partie A). On étudie ensuite, dans une 
deuxième partie B, les amplitudes décrivant la diffusion de la particule 
avec émission d’un nombre arbitraire de photons basse fréquence. Le 
calcul est effectué de manière non perturbative vis à vis du couplage 
entre particule chargée et champ transverse, dans le point de vue de 
Pauli-Fierz. Il est possible alors d'établir un lien entre les descriptions 
classique et quantique du champ rayonné et de montrer comment les 
divergences « infrarouges » apparaissant dans le calcul perturbatif des 
sections efficaces de diffusion peuvent être éliminées. 

Cet exercice constitue un prolongement de l’exercice précédent (qu’il 
est conseillé au lecteur d'étudier au préalable). Nous ne redéfinissons 
donc pas les notations déjà introduites. 


À. Etude classique du champ rayonné 


Soit a4.(t) la variable normale classique décrivant l’état du champ 
transverse classique dans le mode ke. On rappelle que l’équation du 
mouvement de æ,,(t) s'écrit (voir Appendice, formules (18.b) et (26)) : 


due(®) + io a yet) = M e.j (kr) í) 
EQ w 


/(k;t) étant défini par 


. 1 Likp « 
ie 7 | d'p e="? j(p) O) 
où 
j (PA) = q #0) 8 - r()) (3) 


est le courant associé à la charge q située en r(t) avec une vitesse 
(t). 

La portée du potentiel diffuseur V, est suffisamment petite pour qu’il 
soit possible d'utiliser l’approximation des grandes longueurs d’onde 
Ik.r(t)| <1, non seulement pendant la collision (1, <t<t;), mais 
également avant la collision (f <t,) et après la collision (tæ#,). Par 
ailleurs, on néglige la réaction du rayonnement émis sur le mouvement 
de la particule, ce qui revient à considérer r(f) comme une fonction 
donnée du temps. 
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a) Soit v, la vitesse de la particule avant la collision (f(t) = v, si 
t <t). Montrer que, dans le cadre de l’approximation des grandes 
longueurs d’onde, l'équation (1) admet pour r<t, une solution 
particulière B,.(v:) indépendante du temps. Calculer B,.(v,). Que 
représente physiquement le champ décrit par les variables normales 


{ Bxe(V1) } ? 


b) Montrer que la solution de l'équation (1), qui est égale à 
Bue(V1) pour t = t4, s'écrit pour t = t, 


A kelt) = Bxe(V2) + Yre él (4) 


où v, est la vitesse finale de la particule (r(t) = v, pour t = t,). Calculer 
Yke €t montrer que y,. est proportionnel à la transformée de Fourier 
temporelle de l’accélération de la particule. Quel est le champ qui a été 
rayonné par la particule à l'issue du processus de diffusion ? 


c) On considère la limite des basses fréquences wT, « 1, où r, est la 
durée du processus de diffusion, de l’ordre de t, — tı. Montrer que 
Yke ne dépend plus alors que de la variation de vitesse ôv = v, — v, de 
la particule au cours du processus de diffusion. 


d) Calculer, à la limite des basses fréquences, l'énergie totale rayonnée 
par la particule dans les modes de fréquence inférieure à wm. On 
exprimera cette énergie totale en fonction de hwm, ôv/c et de la 
constante de structure fine (la particule chargée est supposée être un 
électron). 


B. Etude quantique et non perturbative du champ rayonné 


Dans toute cette partie, on distingue deux catégories de modes : les 
« modes basse fréquence » k€}, notés avec un indice grec minuscule et 
tels que w; < w,, et les modes haute fréquence k,£4, notés avec un 
indice grec majuscule et tels que w,, < w 4 (*). Les contributions de ces 
deux types de modes à un opérateur champ, par exemple le vecteur de 
Hertz Z(r), seront notées Z!/(r) et Z*/(r) (pour obtenir Z?/ ou 
Z'f il suffit de remplacer ke par k,e, ou ke, dans la formule (3) de 
l'exercice 8). Enfin, nous notons | {#,},{n,}) un état du champ où 
les n, sont les nombres de photons dans les modes k,e}, et les 
n, les nombres de photons dans les modes k,e 4, l'énergie d’un tel état 
étant X nhw, +} naħo y. 

À A 


(*) On suppose toutefois que w, n’est pas trop grand pour qu’il soit possible d'utiliser 
l’approximation des grandes longueurs d'onde, même pour les modes haute fréquence 
(wa < © y). 
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e) Dans l’hamiltonien de Pauli-Fierz (voir formule (1) de l'exercice 8), 
linteraction particule-champ transverse n’apparaît que dans le terme 
V(r + €). Pour l’étude non perturbative présentée ici, il est préférable, 
plutôt que de développer V ¿(r + ë) en puissances de &, de l’exprimer en 
fonction de la transformée de Fourier Y (k) de V,(r) (voir équation (6) 
de l'exercice 8). Exprimer V,(r +ë) en fonction de #°,(k) et des 
opérateurs exp( — ik.r) et exp( — ik.Ë). 


f) Calculer, à l’ordre 1 en V, et à tous les ordres en q, l'amplitude 
AÁ (pi {04}, {01 }—pP2, {01} ,{ 7, } ) pour que la particule soit diffu- 
sée de p; à p,, avec émission de 0 photon haute fréquence et d’un 
certain nombre de photons basse fréquence caractérisés par l’ensemble 
{n }. On pose toujours p; — P) = AQ. On exprimera cette amplitude 
en fonction de #,(Q) et d'éléments de matrice d’opérateurs de 
rayonnement faisant intervenir les parties haute et basse fréquence, 
Ef et £f, de £. 

g) On suppose que les w, sont si petits que l’on peut négliger 
complètement X n,ħw, devant E, et E,, et négliger aussi la différence 

À 

entre |p,| et |p| dans l’amplitude calculée dans la question f). 
Montrer que l’on peut écrire alors 


AP {04}, {0x }—pr, {04}, {na }) = 
= A (ps, {01} ep, {04}) € {na } expl- iQE l {0,}> (5) 


où la première amplitude figurant au second membre de (5) est 
l'amplitude de diffusion élastique, à l’ordre 1 en V, et à tous les ordres 
en q, calculée en ignorant complètement les modes basse fréquence. 
Montrer que 


Y Il{m } lexpl- iQ] {0,}>1?=1 (6) 
{aa} 
h) Montrer qu’à l’issue d’un processus de diffusion qui fait passer la 
particule de p, à p, sans émission d’aucun photon haute fréquence, 
l’état final du champ basse fréquence est exp[ — ¿Q.^f]| { 0, } ». 


i) Montrer que l’état du champ quantique rayonné à l'issue du processus 
de diffusion p4, { 0, }—p>, {0,1} est l’état cohérent associé au champ 
classique rayonné au cours du même processus de diffusion. Que peut- 
on en conclure pour l’énergie moyenne du champ quantique rayonné à 
basse fréquence et pour la distribution du nombre de photons émis dans 
chaque mode basse fréquence ? 


j) Le détecteur observant la particule diffusée dans la direction 

n, = p,/p a une résolution en énergie trop faible pour pouvoir détecter 

la perte d'énergie >. n, ñw, de la particule due au rayonnement à basse 
À 
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fréquence (c’est d’ailleurs cette résolution en énergie qui fixe la borne 
w Choisie pour séparer les deux types de modes). La probabilité de 
transition par unité de temps, mesurée par le détecteur, s'écrit donc : 


dWmesurée(P1—-P2) = 3 dw(pi, {04}, {01 }—pz {04},{na}) (7) 
{ma} 


En utilisant (5) et (6), montrer que dw mesurée est simplement égale à la 
probabilité de transition élastique par unité de temps 
dwa(pı, {04 }—p2, {01}) calculée en ignorant complètement les 
modes basse fréquence. 

Généraliser le résultat précédent à d’autres processus où des photons 
haute fréquence sont émis, par exemple dans la diffusion 


Pis {04}, {0a }—p,{n4},{n}. 


Solution 


a) Reportons (3) dans (2), puis (2) dans (1). En approximant expl — ék.r(t}] par 1, nous 
obtenons alors 


OESTE EOE TEE EE (8) 


A /2egħw L? 


Avant la collision (f =t), la particule mest pas dans la zone d'action du potentiel 
diffuseur V,. Sa vitesse r(r) est donc constante et égale à v,. Le second membre de (8) est 
alors indépendant du temps, ce qui montre que l'équation (8) admet, pour t = t, la 
solution particulière 


Bul) = = eV) (9) 
a /2egħw L? 
indépendante du temps. Cette solution représente la valeur de la variable normale 


associée au mode ke pour le champ transverse lié à la particule incidente, qui est en 
mouvement de translation uniforme (voir complément B,,, $ 1-b). 


b) Après la collision (f= t,), la particule est de nouveau libre, avec la vitesse 
v, La solution générale de l’équation (8) est alors la somme d’une solution particulière de 
l'équation avec second membre, analogue à (9) avec v, remplacé par v,, et de la solution 
générale de Péquation sans second membre, qui varie en exp( — iwt) et peut donc être 
écrite Ype CXP(— iwt): 


A kelt) = Bue(V2) + Ye €" (10) 
Les deux termes de (10) décrivent respectivement le champ transverse «lié» à la 
particulc diffusée s’éloignant de la zone d’action de V, et le champ transverse libre qui est 
apparu à l'issue de ta collision et qui est donc le champ transverse rayonné par la particule 
chargée. 
Pour calculer Ype intégrons formellement l'équation (8) entre r, et t >t, Il vient 


—iw(r-1}) iq t 
af) = auf) € f +—— | 
x /2eohiw L? fn 


e.r(r") el -ar (11) 
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L'identification de æ,.(1,) avec (9) et de a,.(f) avec (10) donnent alors : 
=g 


E iq i 
TO em" à HE | 
A f 2egħw L? à /2e0tw L* $} 
t Fa 
RS ——| eted (12) 
a /2eħo L? Ju 


Comme ť(t’) est nul pour t’ <t, et t' >t, puisque la particule est alors en mouvement 


-eye e.i(t')e "dr! 


1 + ao 
uniforme, il est possible de remplacer f par f dans (12), ce qui fait apparaître la 
t — © 
composante de Fourier à la fréquence w de l'accélération de la particule. Un tel résultat 
confirme l'interprétation donnée plus haut du dernier terme de (10) comme décrivant le 
champ rayonné par la particule. 


c) Si w(t, — t,) < 1, on peut approximer l’exponentielle de l'intégrale de (12) par 1, ce qui 
permet de remplacer cette intégrale par e.(v, — v,) = e.ôv. Il vient alors 


COR RL EEL CRE E.ôv (13) 


Yie = 
/2Ehw°L? 


d) L'énergie totale du champ libre décrit par les variables normales { Ype exp( — i wt) } et 
de fréquence w = w,, s'écrit, compte tenu de (13) 


Em k?dk f 
Has =Y A y -f —— | dN Y ho Yke = 
b.f 2 o YÈ Va = j Or /LY 2 © YÈ Vu 
q? wm 
TEE dw faa E; €; V; ÔD, (14) 
2e {27 )c° [ 2 n J y 
xy. 


L'expression (14) représente lénergie rayonnée à basse fréquence (w <w) par la 
particule. L'utilisation de la relation (54) du complément À, donne 


kik; Em 
faa Fas [an (3-47 ) = ôi (15) 
et par suite 
2 
G Om 2 2a ôv \? 
= —— = { — 1 
A here V (> ) hon a6) 


où æ =q°/4r eħc est la constante de structure fine. Il apparaît clairement sur (16) que 
Ho < ho 


e) L'inversion de la formule (6) de l'exercice 8 donne 
Vi = Sen) 07) 
k 


Il suffit alors de remplacer r par r +E et d’utiliser le fait que r et = q Z(0)/m 
commutent pour obtenir 


V (r + £) = 5 F V Ak) exp( — ik.r) exp( — ik.§) (18) 
k 
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f) Calculons tout d’abord l’élément de matrice de V (r + £) entre |p, {04}, {0,} >) et 
(Po {04}, {na } |. Comme Ẹ = f + £f et que £*/ et £> commutent, cet élément de 
matrice se factorise en trois parties. La partie relative à la particule s’écrit 


YQ) 
L? 


1 ; 1 

73 L Y (k) plexp(— ik.r)|p;) = Be Vk) pp = (19) 
Quant aux deux autres parties relatives à EI et £f, elles valent respectivement, compte 
tenu du &,Q apparaissant dans (19), €4{04} lexp(—iQ.£t"")] {0,}> et 
< {na} lexp(-iQ.6#)] {0,7}. 


Le regroupement des résultats précédents donne 
APh {O4}, {0 }—pr, {04}: {m }) = -2m7i8 KE, - E, - Yniho)) x 
À 


v, 
xD KLOA) Jexpl -Q81 104} > € Um } lexp(—1Q.# D {0,3 > 


(20) 


g) Si Y nho, est négligeable devant Æ, et E, on peut remplacer la fonction 
À 


5 de (20) par XE, —E.). On peut également négliger la différence entre 
pı] et |p,l et remplacer Q par la valeur correspondant à la diffusion élastique. Les 
modes basse fréquence n’interviennent plus alors que dans le dernier élément de matrice 
de (20). On obtient ainsi l'égalité (5) où 


A Bi, {04} —p2, {04}) = -27i SE, — E,) x 
x € {04} Jexp(— iQ.E8" "1 {0,} > Y(Q)/L° (21) 


ne dépend pas des modes basse fréquence. 
Pour démontrer (6), il suffit d'écrire le premier membre de (6) sous la forme 


{0} Jepte n| L {tm} <{m)} I] exp( - iQ.&*)] {0,}> (22) 
{aa 


Comme les opérateurs exp( + iQ.&*/) n'agissent que dans le sous-espace des photons 
basse fréquence, et que l’opérateur figurant entre crochets dans (22) n'est autre que 
l'opérateur unité dans ce sous-espace (relation de fermeture), l'expression (22) se réduit à 


C{0,}110:}7» =1. 


h) La factorisation de l'expression (5) montre que, si la particule a été diffusée de 
P, à p, sans émission d’aucun photon haute fréquence, les coefficients du développement 
de l’état final du champ basse fréquence sur les états | { 7, } > sont proportionnels à 
< {na} lexp(—iQ.Etf)] {0,} >. La condition de normalisation (6) montre alors que 
< {ra} lexp( ~- iQ.£*f)| {0,} > est bien l'amplitude de probabilité de trouver le 
champ basse fréquence dans l’état | { #, } >. On en déduit que l’état final du champ 
basse fréquence (à l'issue du processus de diffusion p}, {0,}—p;,,{0,}) s'écrit : 


FT = L l {na} > fn} lexp( - iQ] {0,}> 
{na 
= exp(— iQ.£"/)| {0, }) (23) 


puisque les états | { 7, } > forment une base dans le sous-espace des états des photons 
basse fréquence. 
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i) Remplaçons dans (23) Q par (p,-p:)/h = - môv/h où ôv=v,-v,, puis 
f par q Z/{(0)/m. En utilisant le développement de Z?/(0) en a, et af, avec 
w < uw, (voir formule (3) de l’exercice 8), on obtient 


b.f 
E [- S ea ra} (4) 
ke 


où Yke est donné en (13). On en déduit (voir formules (65) à (67) de l’appendice) que 
exp[ - iQ.E?/] est un opérateur de translation pour ape 


exp[ +iQ.E//] ape expl — iQ.” f] = ape + Yre (25) 


ct que Er est l'état cohérent correspondant au champ classique rayonné à basse 
fréquence 


lyh = | {Ye} (26) 


Le résultat (26) et les propriétés des états cohérents entraînent que la valeur moyenne 
de l'énergie du champ quantique rayonné à basse fréquence est égale à l'énergie classique 
correspondante, donnée par l'équation (16). De même, la distribution du nombre de 
photons ke émis est celle d’une loi de Poisson de moyenne | Yp |? 

Finalement, dans le calcul non perturbatif présenté dans cet exercice, aucune 
divergence infrarouge n’apparaît dans les prédictions physiques concernant les photons 
basse fréquence émis. De plus, le lien avec la théorie classique apparaît très clairement 
grâce au résultat (26). 


) Elevons (5) au carré en module et divisons par la durée de l'interaction. On obtient 
pour les probabilités de transition par unité de temps : 


dw(p,, {04},{0,}—p2 {04}, {n1}) = 
dwatp;s {04} —Pz {04})1 C{ ma } lexp(— iQ.E?/)]£0,} > 1? (27) 


où le premier terme du second membre, dw,, est indépendant des modes basse 
fréquence. La somme sur { 7, } de (27) donne alors, compte tenu de (6) 


AW mesurée (Py —P2) = WP; {04} —-p (0,7) (28) 


La grandeur mesurée ne dépend donc plus des modes basse fréquence. 

Tous les raisonnements précédents se généralisent aisément aux processus où des 
photons haute fréquence sont également émis. Il suffit de remplacer dans (5) 
A XP: {04 }-=p2, {0,}) par l'amplitude æ#(p,, {0,}-p;, {r4}) donnée par l’équa- 
tion suivante généralisant (21) 


AP {01} —Po {n4}) = -2ri SE, -E,- È naho y) x 
A 


x {n} lexpl -= iQ] {0,}> Y (Q)/L° (29) 


Dans (29), |p,| n’est bien sûr pas égal à |p, |. Comme l'amplitude (29) ne dépend pas 
des modes basse fréquence, on peut, comme plus haut, utiliser (6) pour montrer que la 
grandeur mesurée 


L dpi, {04}, {0} Po {n4} {ra}) (30) 
{na} 


ne dépend pas des modes basse fréquence. 
Nous avons ainsi établi de manière rigoureuse et non perturbative que les grandeurs 
significatives cxpérimentalement ne dépendent pas des modes basse fréquence. 
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10. MODIFICATION DE LA FRÉQUENCE CYCLOTRON D'UNE PARTICULE 
PAR INTERACTION AVEC LE RAYONNEMENT 


Le but de cet exercice est d'étudier comment l'interaction avec le 
champ de rayonnement modifie le mouvement cyclotron d’une particule 
chargée placée dans un champ magnétique statique Bọ. On décrira par 
un hamiltonien effectif la modification du mouvement lent de la 
particule due au couplage avec les modes haute fréquence du champ de 
rayonnement. 

Soit m la masse de la particule, g sa charge. Le champ magnétique 
B,, uniforme, est décrit par le potentiel vecteur 


Ad) = 3 (Bo x r) (1) 


et est parallèle à l’axe Oz. L’hamiltonien de la particule (supposée sans 
spin) est : 


Hp = 3+ [p - 4 Au D 


a) Déterminer ľexpression des trois composantes v,, v,, v, de lopéra- 
teur vitesse en fonction de p et r. Calculer leurs relations de 
commutation. Ecrire les équations de Heisenberg des composantes de 
la vitesse. En déduire leur mouvement et l’expression de la fréquence 
cyclotron w, 


b) On commence par étudier l'effet de l'interaction de la particule avec 
un mode particulier du champ transverse de vecteur d’onde k et de 
polarisation €, dont la fréquence w est supposée grande devant la 
fréquence cyclotron 


w, € w (3) 


L’hamiltonien du système est alors 


H = H+H; (4) 
où 
H = Hp + hw(a*a + À) (5) 
q? 2 
H, = -q v.A(r) + 5m À (r) (6) 
avec 
Ar) = A  (ce'a+ee rat), (7) 


s „ étant une constante égale à (h/2egw L°). 
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Montrer que, pour les états de la particule d'énergie faible, il existe 
une large gamme de fréquence w pour laquelle l'approximation des 
grandes longueurs d’onde est justifiée. On se placera dans ce cas dans 
toute la suite. 


c) En utilisant les résultats du complément B,, déterminer l’hamiltonien 
effectif qui décrit la dynamique de la particule en présence du vide de 
rayonnement, au deuxième ordre en q et dans l’approximation 
w /w <1. Calculer la projection de la vitesse de la particule sur le 
vecteur polarisation € ainsi que l’énergie cinétique du mouvement 
correspondant. Interpréter physiquement le résultat obtenu. 


d) La particule interagit maintenant avec tous les modes de fréquence 
comprise entre ck, et cky 


ckp < w <cky (8) 


La borne supérieure est fixée par l'approximation des grandes longueurs 
d'onde ; la borne inférieure est prise supérieure à w,, de manière à 
pouvoir utiliser les résultats de c) pour chacun de ces modes. 

Montrer que l’on peut sommer indépendamment les hamiltoniens 
effectifs associés à chacun des modes pour décrire le mouvement de la 
particule en présence du vide. Comment est modifiée la fréquence 
cyclotron ? 


Solution 


a) L'opérateur vitesse de la particule en présence du potentiel vecteur A,(r) est : 


1 
v= À (p- 4 Ar) @) 
soit 
1 q ` 1 q4 P: 
v, = z P, +5 Boy); v, = z Py- 5 Box); tamh (10) 
v, commute avec v, et v, et 
[uv] = iñ LB 1) 
x "y m? D 
L’hamiltonien de la particule, qui décrit son énergie cinétique, peut s'écrire : 
1,2 
Hp = MY (12) 
Considérons alors les équations de Heisenberg relatives aux composantes de v 
i im im 
b, = g [He] = S Ved = 2 ped = À Bo, (13.a) 


at im 
D, = ñ [Hpv] =a 7h [vzo] mae z Byw, (13.b) 
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v, et v, évoluent selon deux mouvements oscillant en quadrature à la fréquence cyclotron 
q 
ogai an Bo (14) 
L’équation relative à v, s'écrit : 
[H v] = 0 (15) 


et montre que le mouvement le long de Üz est uniforme. 

b) La relation de commutation (11) entraîne la relation d'incertitude 
hqBs F 

2m? 


<e> «oi = ( (16) 


Cette relation fixe l’ordre de grandeur de la vitesse dans les niveaux d'énergie (appelés 
« niveaux de Landau») (*) les plus bas 


B 2 
v ~ ( R, ) (17) 
m 
soit 
ho, 
U~ m. (18) 


Le mouvement étant périodique, de période 27 /w,, l’extension spatiale des fonctions 
d’onde est de l'ordre de 


av >= ES (19) 


Pour que l'approximation des grandes longueurs d’onde soit valable, il faut que 


ka «1 (20) 
soit 
w h 
PT T «<1 (21) 


Les conditions (3) et (21) entraînent alors que œw doit vérifier 


(me?) 
T (2) 


wkw € e 


Pour un champ magnétique de 1 Tesla, cette gamme s'étend des microondes au visible. 

Dans la direction Oz, la particule est libre, et donc non localisée. On pourra supposer 
qu’un potentiel approprié la maintient au voisinage de z = 0 avec une extension vérifiant 
aussi la condition (20). 


c) Supposons la particule localisée au voisinage de l’origine : r — 0, A approximation des 


(*) Voir par exemple Cohen-Tannoudji, Diu et Laloë, complément Ey;. 
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grandes longueurs d'onde, le terme q/A#(0)/2m ne dépend que des variables du champ et 
l’hamiltonien de couplage entre le champ et la particule se réduit à 


Hn = — qv.A(0) = — q(e.v) £ (a +a*) (23) 


Dans la multiplicité correspondant au vide {0}, <a +a*} est nul. Le mouvement de la 
particule est caractérisé par la fréquence w, très petite par rapport à celle du mode 
(ke). On peut donc appliquer directement les résultats du paragraphe 4 du 
complément B,. 

L'expression de l’hamiltonien effectif est : 


2 
(H'p}ie = Hp +2 <01 A?(0)]0) + 


1 


ho ” 1 
7 —ho(a a+3) 
2,4? 


LE ojeka 1 


+g, (OÏ(a+a*) (a +a*)|0> (e.v} - 


ER EE T E 
[$2 -holaa D) 
2 4? 24? 


2 d A 
242 4? - a (e.v? — me [e.v,{e.v,v?]] +- (24) 


Le double commutateur se réduit à 


Len, + e,p,,[e,v, + Eppo + v2]] = Aone] + eei] 


=~ 2(e} + e2) (hq Bi / m°? (25) 
et on obtient finalement 
AUTRE 1 à 
(H'h} = 5 mv? — 5 Sm(E.v} + 4 A1 + (e2 + Eww] +e (26) 
avec 
2q°4? 
imge a (27) 


hw 


Le couplage avec le mode k,e introduit une correction du terme d'énergie cinétique 
dans l’hamiltonien effectif qui décrit le mouvement lent de la particule. Cette correction 
est anisotrope, nulle pour les composantes de v perpendiculaires à €, et non nulle pour le 
mouvement le long de la direction e. La vitesse du mouvement lent le long de 
€, qui s'écrit 


a ê 
et = HEC — 8mXe.v)?,(e.r)] = (1 z Ze ) (e.v) (28) 


est représentée par l'opérateur 


de (1-5) i (29) 


Dans l’hamiltonen effectif l'énergie cinétique correspondante s'écrit (à l’ordre 2 en 
a) 


5 (m — Smu) 0} = 5 (m + 8m) ('Ÿ (30) 
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Tout se passe comme si l’inertie de la particule avait augmenté dans la direction 
€. 

Pour le dernier terme de (26), on peut proposer linterprétation suivante. Dans 
l’hamiltonien initial, le terme (g?/2m) £} représente l'énergie cinétique de vibration de 
la particule sous l’action des fluctuations du vide du mode ke. En présence du champ 
magnétique, le mouvement de vibration de la particule dans le plan x y est modifié par le 
champ magnétique qui courbe la trajectoire et fait apparaître un moment magnétique 
orbital proportionnel à B,. Le dernier terme de (26) représente l’énergie diamagnétique 
associée à ce mouvement induit (*). 


d) Le couplage H, s'écrit maintenant 
Hn =) (EY) da +a?) (31) 
i 


Il est linéaire en a et a*, de sorte que dans le terme du deuxième ordre de l’hamiltonien 
effectif n’apparaissent que des états intermédiaires à un seul photon |k;e;>. Le calcul de 
la contribution correspondant à cet état peut se faire en tenant compte du seul couplage 
avec le mode k;e, Ceci revient donc à sommer sur i les hamiltoniens effectifs 


(H'pide- 


(H 'P)vide = » (4 ‘piid (32) 
kmi kM 


La somme sur e et £' et la moyenne angulaire sur les angles polaires de k donnent, après 
passage à la limite continue (voir la formule (55) du complément A ;) 


daN 2 
ZE + (e.v) = 3 v (33) 
€ 
an 2 
et une formule analogue pour la moyenne de ex. H vient alors 


2 2 
re 2, E ÈS" a kak a ae 
(H'phide = 3 (mr ôm) y afi [er eux y 1+35 (35) 
L 


où 


2 kM 2 
om = 3 | LTÉE dm = Le | ead | h | 
k 


3 ( 27 1 Es 7 ħw | 2eçw(27) 
L 
PE M p Eur Km Eu (36) 
3r? Em Ec? 3er? 3eme? 


(km est très petit devant ky et peut être négligé). On retrouve bien la correction de masse 
êm déjà calculée dans le complément B,, (voir formule (32)). 


(*) Pour une discussion plus détaillée, voir par exemple, P. Avan, C. Cohen-Tan- 
noudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Physique 37, 993 (1976). 
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Le deuxième terme de (35) est constant et ne change pas la dynamique de la particule. 
Revenant aux opérateurs fondamentaux r et p, le premier terme s'écrit : 


1m—56 
2 5 2 7 Ip -4 Ag(r)}? (37) 
c’est-à-dire encore, à l’ordre 1 en ôm 
1 5m 2 1 E 5 
2m (: Tom ) [p - g A0) = Jim + ôm) [p — 4 Adr)] (38) 


Tout se passe comme si la masse de la particule avait augmenté de ôm de sorte que la 
fréquence cyclotron devient 


w',= —1— B= w, (1-2) (39) 


Le mouvement cyclotron est donc ralenti par Faugmentation de la masse. 
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11. INTERACTIONS MAGNÉTIQUES ENTRE SPINS 


Le but de cet exercice est d’étudier une transformation unitaire 
faisant apparaître explicitement dans l’hamiltonien des particules 
l'interaction de contact de Fermi et l'interaction dipôle-dipôle entre 
deux spins. Dans le point de vue habituel, ces interactions sont dues à 
un échange de photons transverses entre les deux spins. Pour simplifier 
au maximum les calculs, les particules portant les spins seront supposées 
ici fixes (nous ignorons donc les interactions magnétiques liées au 
mouvement de translation des particules, comme l'interaction courant- 
courant, déjà étudiée dans le paragraphe F-1 du chapitre Il, ou 
l'interaction spin-autre orbite). 

On considère des spins S,, Sg... situés en des points fixes r, rg... Ces 
spins interagissent, d’une part, avec le champ de rayonnement quantifié, 
d’autre part, avec un champ magnétique statique B,. L’hamiltonien de 
ce système est, dans le point de vue habituel : 


H = Hg Ÿ Ya Sa-[Bo + B(r4)] (1) 
où Hp est l’hamiltonien du rayonnement libre : 
Hz = f d'k F ħow[a} (k) a(k) + À] (2) 


Le rapport gyromagnétique y, est égal à g,q,./2m, OÙ g, est le facteur 
g de la particule a, de masse m, et de charge qa. B(r,) est le champ 
magnétique du rayonnement au point rą. 


4 
PAE | Fi Cr ) á 
x [a (k) ee — aż (k) e7 ™ (k x £) (3) 


On décompose H en trois termes : H}, qui est d'ordre 0 en charge 
électrique qa, H; =-— Ý YaSa-B(ra) qui correspond à l'interaction 


entre les spins et le champ de rayonnement B(r) et qui est d'ordre 1 en 
qa» et Hs = — J Y aSa -Bo qui correspond à PFinteraction entre les spins 


et le champ magnétique extérieur. 


a) Considérons d’abord le cas Bọ = 0. On se propose de faire, sur 
l’hamiltonien H, une transformation unitaire T = exp(iF /h), F étant 
d'ordre 1 en qa, telle que le terme linéaire en q, de l’hamiltonien 
transformé H' = T HT* soit nul. Quelle est la relation vérifiée par 
F ? On pourra utiliser l'identité 


e^ Bei =B+i [A,B] +5 u [A,B]] +.. (4) 
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b) L'opérateur F est pris de la forme 
Piny | PK [Bakea -Bika © 
Calculer B,(k,e) et vérifier que 
F = TS YalV X Zre)]Se (6) 


où Z(r) est le champ quantique vectoriel 


Tree 


iw iw 

c) Donner les termes d’ordre inférieur ou égal à 2 en q, de 
Phamiltonien transformé H’. Montrer que les interactions magnétiques 
entre spins différents (interaction de contact de Fermi et interaction 
dipôle-dipôle) apparaissent explicitement dans H'. Montrer qu’appa- 
raissent également des termes d’énergie propre pour chaque spin. Pour 
calculer ces termes, on introduira une coupure (|k| =k,) dans le 
développement en modes des champs transverses. 

Quel est le nouvel hamiltonien d'interaction entre spins et champ 
transverse ? 


d) Le champ B, est supposé maintenant non nul. Calculer, en utilisant 
la même transformation unitaire que précédemment et en se limitant 
aux deux premiers termes de (4), l’opérateur H'ş transformé de 
H,. Montrer qu’il apparaît maintenant un nouveau terme d'interaction 
entre les spins et le champ de rayonnement, linéaire en a et 
a*. Interpréter physiquement la dépendance de ce terme en Bo. 


Solution 


a) En utilisant (4), nous trouvons que H’ s'exprime en fonction de F sous la forme d’un 
développement : 
H' = eF/hHe-iF/h 
i 1 i \? 
= H+t [F,H] +5 (5) [F,[F,H]] + … (8) 


Regroupons les termes de même ordre en puissances de qg.. Il vient, comme F est 
d'ordre 1 en q, 


terme d'ordre0 Hpg 


terme dordre1 H, + i [F,Hpg] 


à Ea 
terme d’ordre 2 $ {F,H,] +3 ( $ ) [F,[F,HR]] 
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Pour que le terme d'ordre 1 soit nul, il faut que 
Hi +z [FHR] = 0 0) 
b) En utilisant la forme de F donnée dans l’énoncé et les commutateurs 


La. (k},a5(k")] = 8... 8(k - k’) (10) 


nous obtenons 
i [ E | Ha | -X f dk I (820,09 + 8 (kea e an 


Or, d’après (1) et (3), H, est égal à 


H,= -i pférpr[ te] 
m = 2e {27} 
x [SG x e)] [a (k) e*°# — at (k) e7*"e] (12) 
La condition (9) entraîne que les facteurs des opérateurs d’annihilation et de création sont 
opposés dans (11) et (12), ce qui conduit à : 


-ikra 


—iİ Yaa (x E)e 


BE) = — lM (13) 
\/2Ec hw(27)" 


Reportons cette expression dans la formule (5) donnant F. Nous voyons apparaître le 
développement du champ vectoriel V x Z(r,), Z(r,) étant défini par (7), et nous 
obtenons finalement la relation (6) de l’énoncé. 


c) Le terme d'ordre 0 de H’ est l’hamiltonien du rayonnement H, ; le terme d’ordre 1 est 
nul par suite de la condition (9) imposée à la transformation unitaire. Quant au terme 
d’ordre 2, il est égal à 


me [En] 4 [El] asa 


c’est-à-dire encore en utilisant (9) pour transformer le second commutateur 


, 1IfiF 
H=5 [4] (14.b) 
Les équations (1) et (6) permettent de réécrire H', sous la forme 


Yete 


iS a) B (r XSs);l 


--5 z DL LP ZEBEN CA) + 


+ (V x Zr.)), Bra) (Sa); } (15) 


Le commutateur relatif aux opérateurs des particules est 
(Sa) (S6);] =ih y Eijk Ô aß (Sc (16) 
k 


Ex étant le tenseur antisymétrique. Calculons, en utilisant (3), (7) et (10), ainsi que la 
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formule (33) de l’appendice, le commutateur entre les opérateurs de rayonnement 
[(V x Zr,)), Beni =i fafa dk TEN 
a iy p) 2 2 LG) 
x {— [a (k), MCSIIC: x e); (K' x £’); Pii tapik 8 + 
+ la; (k), a(k’ }(x x E) (x x e’); e re its B 


— iñ ik. {ta - rg) 
= — | dk F (k xe)(kx eje "+ "PF 
à] Lx oxe) 
2g kik; R 
neii l d'k (8; -= ) CEE (17) 
eg 27) k’ 


En utilisant la fonction delta transverse (voir appendice et complément À, de « Photons 
ct Atomes - Introduction à l’Electrodynamique Quantique »), nous pouvons réécrire (17) 
sous la forme : 


[V x Ztra)) B;re)] = — 2 Sij (re — tg) (18) 


Finalement, la formule (15) donnant l’hamiltonien H', se simplifie à l'aide de (16) et 


(18): 


a 7 a à 4) (8. (Sp); + 
2 
+5 FT [V x Zlr.)].(B(r,) x Sa] (19) 


Etudions d’abord, dans le premier terme de H',, la contribution des termes correspon- 
dant à des particules différentes (a # 8). En utilisant la formule (34) de l’appendice, 
nous pouvons réécrire le terme relatif à la paire a,8 : 


Ya Yp(Sa}(Ss); 
H'{aB) = -EER Si (r, rs) 
£E 
2 YaY 
BA E S,- Sp (r, — rs) + 


YaY S-S Sa (Ta — ra)l[S8. (ra —r 
a p g Bela MSE] o 
Ir, — Tg] |ra— ra| 

On reconnaît deux contributions dans H'(a,B) : la première est l'interaction de contact 


de Fermi, la seconde est l'interaction dipôle-dipôle. 
Le premier terme de (19), dans le cas æ = B, donne une contribution &,, à l'énergie 


propre des moments magnétiques 


2 
es = 7 E 40 GASA j 
Ege ij 


En introduisant une coupure |k| = k,, nous obtenons pour ô; (0) 


dk kik; kè 
t0) = f L (a-t) - Es, 22 
g0) (27) ij k? 9r? ij ( ) 


|k] <k, 


548 Exercices Ex.11 


ce qui donne pour £5, 
Ya ke 


187 ec? 


Eş, = si (23) 


L'interaction des spins avec le champ transverse est donnée par le dernier terme de (19) 
qui est quadratique en fonction des opérateurs d’annihilation et de création a,(k) et 
a; (k). Notons que l'opérateur B(r,), qui apparaît dans cette formule, ne représente plus 
dans le nouveau point de vue le champ magnétique total, mais plutôt la différence entre le 
champ magnétique total et le champ magnétique produit par les moments magnétiques 
(discussion analogue à celle du paragraphe 2-a du complément B,;). 


d) Dans la transformation unitaire, H; devient : 
H's = e f/r H e/a D — ya Bye 48, e7iF/") (24) 
A 
Si nous ne gardons que les deux premiers termes de (4), nous obtenons pour la 


composante (S,); 


er AN(S) e iF/" = (S) + ES) (25) 
expression qui peut être transformée à laide de (6) et (16) 
[F.(Sa)] = 22 YeÛV x rs); (Sa); (Sa):] 
E D Yal V X Ar); ER ES (26) 
J 
En utilisant (24) et (26), nous obtenons ainsi pour H',: 


H's = =- $ YaSaBo + À valv x Z.)].(Bo X Se) (27) 


Le dernier terme de (27) est un nouvel hamiltonien d'interaction spins-champ 
transverse, linéaire en a et a* (terme à un photon) : 


H', = À valv x Zr,)1.(B x Sa) (28) 


Il est manifestement lié à la précession du moment magnétique autour du champ statique 
B, Le spin ne peut rayonner et donc émettre des photons que parce qu’il est en 
mouvement de précession autour de B,. 


Remarque 


L'hamiltonien d'interaction du point de vue habituel H, diffère de l’hamiltonien 
H’, trouvé après application de la transformation unitaire. Bien entendu, toutes les 
prévisions physiques doivent être identiques dans les deux points de vue. Si nous 
considérons par exemple un spin à dans un champ magnétique B, aligné le long de 
l'axe Oz, ce spin peut émettre un photon dans un mode ke du champ pour lequel 


ck = — y,B,. Lorsque cette condition de résonance est vérifiée, il est facile de 
démontrer légalité suivante : 
C+840)H',;] — ke) = < +h:0]H,] — àjkeÿ (29) 


(avec |ke) = a*(k)[0>). L'égalité (29) assure que les probabilités de transition 
(absorption ou émission de photons) sont les mêmes dans les deux points de vue sur 
la couche d'énergie. 
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12. MODIFICATION DU MOMENT MAGNÉTIQUE D'UN ATOME DUE À 
L'INTERACTION AVEC LES FLUCTUATIONS DU CHAMP MAGNÉTIQUE 
DU VIDE 


Soit un atome paramagnétique dans son état fondamental |a). On 
considèrera cet atome comme une particule neutre de moment magnéti- 
que M= yS où S est le spin de la particule et y le rapport 
gyromagnétique qui peut être écrit sous la forme y = g,g/2m, où 
q et m sont la charge et la masse de l’électron et g, le facteur de Landé 
de l’état a. Cet atome est placé dans un champ magnétique B, statique 
parallèle à 0z. L'évolution libre du moment magnétique couplé à 
Bọ est un mouvement de précession de Larmor, de fréquence 
w, = — Y Bo. Le but de cet exercice est de montrer que cette fréquence 
est très légèrement modifiée par suite de l’interaction du moment 
magnétique atomique avec le champ magnétique des fluctuations du 
vide. On utilisera pour cela la même transformation unitaire que celle 
introduite dans l’exercice 11. 

Pour étudier l'effet du couplage avec le champ magnétique B(r) du 
rayonnement, on prend l’hamiltonien modèle (*) suivant : 


H = Hg+ Hs+ H; (1) 


où Hp est l’hamiltonien propre du rayonnement, Hs = — y S.B, décrit 
l'interaction du moment magnétique avec le champ statique et 
H, = — y S.B(r) l'interaction avec le champ de rayonnement. 


a) Calculer à l’ordre 3 en q l'opérateur H's transformé de H par la 
transformation unitaire T = exp(iF/h) où F = y(V x Z(r)).S; les 
champs Br) et Z(r) sont donnés par les formules (3) et (7) de 
l'exercice 11. On pourra utiliser la formule (4) de cet exercice avec 
B = Hs, A = F/h et calculer les trois premiers termes du développe- 
ment. 


b) Calculer la valeur moyenne de H'ş dans l’état |m,;0) (m,h étant la 
valeur propre de S, et |0) le vide de photons). Montrer qu’on obtient 
ainsi une correction ôw; à la fréquence de Larmor w,. Exprimer 


(*) Cet hamiltonien n'est pas suffisant pour prédire quantitativement la modification 
du moment magnétique d’un électron libre. On peut en effet montrer qu’il existe des 
termes d’origine relativiste dans l'interaction électron-rayonnement, dont l'effet, pour des 
fréquences du champ grandes devant les fréquences atomiques, est du même ordre de 
grandeur que celui des termes conservés dans cet hamiltonien modèle. Ils ne changent pas 
cependant qualitativement les conclusions déduites de (1). On trouvera une approche 
plus complète et plus rigoureuse de ce problème dans les références suivantes : 

- P. Avan, C. Cohen-Tannoudji, J. Dupont-Roc et C. Fabre, J. Physique 37, 993 (1976) 
- J. Dupont-Roc, C. Fabre et C. Cohen-Tannoudji, J. Phys. B11, 563 (1978) 

- J. Dupont-Roc et C. Cohen-Tannoudji dans Tendances Actuelles en Physique Atomi- 
que, New Trends in Atomic Physics, Les Houches XXXVIII, p. 157, G. Grynberg et 
R. Stora eds, Elsevier (1984). 
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5w,/w, en fonction de xy = hw y/me* (où wy = cky est la fréquence 


de coupure du développement en modes) et de la constante de structure 
fine a = q?/4r ephe. 


c) Quelle est l'origine physique de w; ? Peut-on interpréter son 
signe ? 


d) Dans le même champ magnétique B), une particule de charge 
q et de masse m effectue un mouvement cyclotron de fréquence 
w, =—qB/m. L’interaction de cette particule avec le champ trans- 
verse est responsable d’une variation de masse ôm et donc d’une 
variation ôw, de la fréquence cyclotron avec 


8w ôm 2) 


we m 


ôm étant égal à q°km/3£ọ7 °c? (voir exercice 10). Comparer 8w;/w; à 
ôw,./o.. 
Si on définit le facteur de Landé corrigé g', par la relation 


= 6) 


oc 


avec w', =w; +w; et w',= w,+ôw,, quel est le signe de la 
correction ôg, = 8’, — 8, ? Quelle est son origine ? 


Solution 
a) Pour connaître H's 
H's = e/^H e ir he — y Boel" S, e710” (4) 


à l’ordre 3 en y, il faut calculer la transformée de S, à l’ordre 2. Les termes d’ordres 0 et 1 
ont été calculés dans lľexercice 11 (formules (25) et (26)). Nous calculons maintenant le 


terme d'ordre 2 
Pail [sl] 
s-i [ES 9 
Partant de la relation (26) de l'exercice 11, nous obtenons 


Y à 
s2- F E ElV x ZC); S; , (V x ZE; Sd (6) 
ijk 


Les composantes du champ V x Z(r) commutent entre elles. Transformons (6) en 
utilisant la relation de commutation entre les composantes de S (voir formule (16) de 
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l'exercice 11) 


2 
GORE F Eyres x ZNC x Z(r)); 
ijkl 


=- S (5485 — 8n) SV x Z(x)){V x Z(r)), 
jzid 
2 
=-+ LE (SAV x 2)){V x 2); — SAV x ZDAV x LH) @) 


On obtient finalement H’; en regroupant — y Bọ S'® avec les termes d'ordres O et 1 
précédemment calculés 


H's; = — YBS, + +48, x S).(V x Z(r)) + 


3 
+É Bo À (SV x Z(H)){V x Z(r)), — SV x ZE) x Zr)).] (8) 


b) Calculons la valeur moyenne des termes d'ordre O et 1 de H'; dans létat 
|m,;0). On trouve — mh y B, pour le terme d'ordre 0 et 0 pour le terme d’ordre 1 
puisque ce terme est linéaire en 2,(k}) et až (k) dont la valeur moyenne dans le vide est 
nulle. Pour trouver la valeur moyenne du terme suivant, calculons auparavant 


COCV x ZE); x Z); 10> = 
= | dk'dk Y —— 

J D 2e {27} ww! A 
x (r x E);(K' x £’); <0 |a,(k)aż (k) 10> eik -w'r 9) 


Les autres combinaisons d'opérateurs d’annihilation et de création ont une valeur 
moyenne nulle dans le vide. En utilisant la relation de commutation 


Le k),a5k)] = 8. 8(k — k’) (10) 


ct la formule (33) de l’appendice, nous obtenons : 


LOI x Z(E); (V x Z(r)); 103 = f kE x Ge x e)( x €); = 
€ 0 


w(27) 


2 
= [ai (5-53 ) a 
2eçcw{2r) Y k 127/ex* ” 


a1) 


En définitive, la valeur moyenne dans l’état |m,;0) de l'opérateur H', écrit en (8) est 
donnée par : 


’ 2 h ku 
Cm0) H's|m;0) =- m, h y Bo |1- yra (2 
Ec 
On trouve ainsi une correction 8 w, à la fréquence de Larmor w, = — y Bọ égale à : 
z 2 hk? 
oystu MERE a3) 


552 Exercices Ex.12 


Exprimons finalement ê w,/w, en fonction de g,, Xy et a. Il vient 


sr Fy *M (14) 
c) Le moment magnétique précesse (en gardant un module constant} dans le champ total, 
champ statique B, + champ Br) du vide. Les fluctuations du vide de fréquence 
w élevée (devant w,) font osciller angulairement le moment magnétique à la fréquence 
w. Pour le couplage avec le champ statique B), seule compte la moyenne temporelle du 
moment magnétique qui a clairement un module plus petit que le moment magnétique 
instantané. On s'attend donc à ce que l’oscillation angulaire rapide du moment 
magnétique dans les fluctuations du vide diminue le moment magnétique effectif de 
l'atome et produise donc une correction ê w,/w, négative en accord avec la formule 
(14). 


d) Exprimons la variation ô w,/w, de la fréquence cyclotron en fonction de 
Xy et a. En utilisant la relation (2), nous trouvons 


ô w, a 
a, TT Fa 05) 


c 


Nous voyons donc que ê w,/w, est linéaire en xy, alors que ê w,/w, est quadratique 
(voir (14)). Pour les modes basse fréquence (x,, 1), décrits correctement dans cette 
approche théorique, la modification de la fréquence cyclotron est donc plus importante 
que la modification de la fréquence de Larmor. Un tel résultat n’est pas surprenant. Il 
exprime que, dans le domaine non relativiste, les interactions magnétiques, responsables 
de 8 w,/w,, sont moins intenses que les interactions électriques, responsables de 
8 w,/w.. 

Si l’on définit g', par la relation (3), le terme correctif prépondérant provient de la 
correction linéaire en xy de ô w,/œw, Par suite du signe de ô w,/«, (15), ce terme 
conduit à une valeur de g', supérieure à g, Comme la fréquence cyclotron w, diminue 
plus que la fréquence de Larmor w,, le rapport 2w,/w, augmente. Donc 


ög, >0 (16) 
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13. EXCITATION D'UN ATOME PAR UN PAQUET D'ONDES : ABSORPTION 
EN RAIE LARGE ET EN RAIE ÉTROITE 


On considère un atome dans son niveau fondamental a interagissant 
avec un photon dont l’état est décrit par le paquet d'ondes | #8}. Le but 
de cet exercice est de calculer la probabilité pour que l’atome passe 
dans un niveau excité b sous l'effet d’une telle excitation et de montrer 
que l’évolution temporelle de cette probabilité est très différente 
suivant que la largeur spectrale du champ incident est grande ou petite 
devant la largeur naturelle T, du niveau excité. 


a) Montrer que l'élément de matrice (b;0|G(E +in)la;ke) de la 
résolvante (où n est un infiniment petit positif) peut être pris, à une très 
bonne approximation, égal à 
b;0| Hn la;ke 
E E CENTER 6, 
(E - È, +ih (E +in - Ë,- hw) 


où £, et É, sont les énergies des niveaux a et b incluant les 
déplacements radiatifs (Ē; = E; + hA; pour i = a,b). 


b) En déduire l'amplitude de probabilité <b;0| U(z) |a;ke de trouver le 
système dans létat [b;0} à Pinstant t sachant qu’il est dans l’état 
lake) à l'instant initial. On posera õp, = (Ë, - Ë,). 


c) On suppose maintenant que l’état initial du champ |#k) est un 
paquet d’ondes à un photon de la forme 


re f dk g(k — krite O) 


où k; est le vecteur d'onde moyen associé à la distribution des vecteurs 
d'ondes de |#k) et où la sommation porte sur des états de même 
polarisation € et de même direction de propagation k = k/k. Donner 
l'expression de l'amplitude de transition (b;0|U(r)|a;#r) = Upa(t). 
On négligera la dépendance en k des éléments de matrice 
{b0]|H;;la;ke) qui pourront ainsi être remplaçés par un élément de 
matrice unique (b;0|H;|a;k:€). 

Dans toute la suite, on supposera que w, = ck; coïncide avec la 
fréquence õp, de la transition. En d’autres termes, le paquet d'ondes 
incident a une fréquence centrale résonnante avec celle de la transition 
atomique. 


d) Si la courbe donnant |g(k)|? en fonction de k a une largeur 
Ak petite devant la valeur moyenne k, de k, on peut montrer que le 
carré du module de la transformée de Fourier de g(k) est, à un facteur 
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près, l'intensité du champ (E(-?E(+)) à l'endroit où se trouve 
l'atome (*). 
Soit f(t) la transformée de Fourier de g(k) 


fo = Í du g(k) e7” 6) 


L’allure de f(t) est donnée sur la figure 1. Nous supposons que 
f(t) est maximum pour t = tọ et a une largeur à mi-hauteur égale à 
At. L'origine des temps est choisie de sorte que f, soit très grand devant 
At et aussi devant T5}. L’instant initial £ = O est donc choisi bien 
antérieur à l'instant où le paquet d’ondes incident arrive au voisinage de 
l'atome 


fie) 


At 
M — 


0 to t 


Figure 1. Allure de la fonction f(t). 


Montrer que, compte tenu de ces hypothèses, l'amplitude de transi- 
tion U,,{(f) calculée en c) est proportionnelle au produit de convolution 
de f(t) par la transformée de Fourier de -[w +i(7,/2)] t. 


e) On considère d’abord la situation où | g(4)} est une fonction très 
étroite en k, de largeur Ak beaucoup plus petite que T, (excitation en 
raie étroite). Montrer que la probabilité de trouver l'atome dans le 
niveau b suit alors adiabatiquement l’évolution temporelle de | f(r)/2, 
c’est-àdire celle de l’intensité incidente. 


f) On considère à présent le cas d’une excitation quasi-percussionnelle 
où At < rF?! Montrer que la probabilité de trouver l’atome dans le 
niveau b est alors représentée par une courbe dont le temps de montée 
est ae Pordre de Af et dont le temps de décroissance est égal à 
T5’. 


(*) Voir « Photons et Atomes - Introduction à lElectrodynamique Quantique », 
chapitre IH, $ C-2-c. 
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Solution 


a) Appelons &, le sous-espace tendu par |b;0ÿ et P le projecteur sur ce sous-espace. La 
relation (B.31) du chapitre III donne 
Cb;0|G(z)|a;ke» = <b;0|G(z)|b;0) x 
1 
x DO] V ——— lake 4 
Le même type de raisonnement que celui conduisant de la relation (C.26) à la relation 
(C.29) du chapitre III permet alors d'établir l'équation (1). 
b) L'amplitude de transition €b;0 | U{r}|a;ke > se déduit de (1) par l'intégrale de contour 
(A.22) du chapitre III. L'intégration par la méthode des résidus donne alors 
b;0 | Hy [a;ke 
<b;0| UC) |a;ke) = <b:0 1 Hn | 2 
(È, - Ë,- ħo it) 
” Pa "e TH/2 = i(E, + 7] (5) 
c) Comme | #A> est une superposition linéaire d'états | ke» , on trouve immédiatement : 
OU lait) = | dk g(k — k) (b:01 UC) lake) © 


En utilisant (5), ainsi que l'hypothèse sur <b;:0]H,,|a;ke} , nous obtenons alors 


Ur) = <b:50}Hnla;kie} x 


Le” IE 7R -= Tht/2 x, e` Ea + holh 


x i dk g(k — k,) (7.a) 


T, 
Mon wi) 


c'est-à-dire encore, en effectuant le changement de variables k' = k — k et en utilisant le 
fait que w; = ck; = à,, 


1 -iEp/A 
Upal) = je 7" Cb:0| Hn (akie) x 


-Tit/? iv 
x fa aoee (7.b) 


-w +i) 


d) Soit A(t) la transformée de Fourier de ~ [w +i(7,/2)]7! 


h(t) = f dw 1 = 2mi 8(t) exp — (I at /2) (8) 
b 


ak —i— 


2 
où 8(t) est la fonction de Heaviside. 
Dans l'intégrale sur k’ de (7.b) apparaît le produit de g(k') et — [w’ +i(1,/2)] !, qui 
par transformée de Fourier donne le produit de convolution fok de f(t) et h(t) que l'on 
notera C 


C) = foh(n) = $ FUY AGE — 1°) di” 
To 


=i ie fee 2 oa- de” 9) 


œ 
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Le premier terme, exp( — l',t/2), du crochet de (7.b) ne dépend pas de k'. I] donne 
donc naissance à une contribution proportionnelle à C(0) : 


E 01 Hn jaske) eet CO) a9 
D’après les hypothèses faites sur f(r) (voir Fig. 1), f(#') et 6(0 —r') = 0( —t') ne se 
recouvrent pas, de sorte que léquation (9) donne un résultat nul pour C(0). Il ne reste 


donc que la contribution du second terme du crochet de (7.b) qui conduit pour 
U,,{t) au résultat 


UD = — 5 (b0 | Hn lake) e Co (11) 


e) Le produit de convolution foh s'obtient en faisant l'intégrale sur t’ des deux fonctions 
f(t) et k(t — 1") représentées sur la figure 2. 


Figure 2. Allure des fonctions k(t — t’) et f(t’). 


Dans un produit de convolution de deux fonctions de largeurs très différentes, c’est la 
fonction la plus large qui donne l'allure de la variation temporelle du produit de 
convolution. 

Si la largeur Ak de g(k) est très petite devant T, (excitation en raie étroite), la largeur 
1/4k de f(t') est beaucoup plus grande que celle, Fr, de h(t — t’). Le produit de 
convolution C(t) ressemble alors beaucoup à f(t) et la probabilité d’excitation 
[U,(t) |? varie comme l'intensité | f(r)|? du champ incident à l'emplacement où se 
trouve l'atome. 


f Si, au contraire, Ak > T°, (excitation en raie large), c’est f(t’) qui est beaucoup plus 


étroite que h(t — t’) et C(t) ressemble alors beaucoup à k(t — tg), le flanc de montée en 
t = t ayant une largeur de l'ordre de Ar (Fig. 3). 
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c(t) 


Figure 3. Allure de C(t) dans le cas où 4 « T5? 


| Usa(t) |? croît donc sur un intervalle de temps de l’ordre de At puis décroît ensuite avec 
une constante de temps égale à l7 ¢. Dans ce cas, la phase de préparation du système dans 
l'état excité, qui dure un temps 4, est nettement différenciée de la phase de 
désintégration qui dure un temps Ty! 
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14. ÉMISSION SPONTANÉE D'UN ENSEMBLE DE DEUX ATOMES PROCHES. 
ÉTATS SUPERRADIANTS ET ÉTATS SUBRADIANTS (*) 


On considère un ensemble de deux atomes identiques. Le premier, 
localisé en R, est schématisé par un électron 1, de position 
r; et d'impulsion p,, évoluant dans un potentiel central. On appelle 
a, le niveau fondamental de cet atome et b, le premier niveau excité. 
Pour le second atome, les grandeurs correspondantes sont notées 
R,, r, et p, et les états a, et b}. La distance R = |R; — R;| entre les deux 
atomes est supposée grande devant l’extension spatiale a, de chaque 
atome, mais petite devant la longueur d’onde À, de la transition 
ai + b; (ou a, + b2). On négligera l’interaction électrostatique entre les 
dipôles des deux atomes (forces de Van der Waals). En revanche, le 
couplage de chaque atome avec le potentiel vecteur A du champ de 
rayonnement est pris en compte. Le but de l'exercice est d'étudier 
l'émission spontanée d’un tel système. De manière plus précise, il s’agit 
de montrer qu’il existe des états d’excitation du système des deux 
atomes qui émettent un photon plus rapidement qu’un atome isolé 
(états superradiants), et d’autres états d’excitation qui n’émettent pas 
de photon du tout (états subradiants). 

Comme ap € R < ào, il est possible de faire l’approximation des 
grandes longueurs d’onde et de remplacer, dans l’hamiltonien d’interac- 
tion H;, A(r;) et A(r,) par A(0) en choisissant l’origine des coordonnées 
au voisinage de R, et de R,. Ceci donne pour H, l'expression : 


Hn= X -Ÿp:A() (D 
i=1,2 

On appelle |) = |@,b,;0) l’état où l'atome 1 est dans l’état 
a, l'atome 2 dans l’état b en présence de 0 photon et |g2) = |b,,4,:0) 
l'état où les excitations atomiques sont échangées. Les états |; et 
| p2) étant dégénérés, il suffit d'étudier la restriction de la résolvante au 
sous-espace ĝo engendré par |¢;) et |) pour déterminer l’évolution 

du système à l’intérieur de ce sous-espace. 


a) Soit M la matrice M = P H, P + P R(E, +in)P, où P est le 
projecteur sur le sous-espace ĝo. À est la matrice déplacement calculée 
à l’ordre 2 en q, Eo = Ep + E, et n est un infiniment petit positif. 
Exprimer les éléments de matrice diagonaux Mı, = (p:|[M]e;) et 
Mn = {p2|M|w>) en fonction de Ë, = E, + h4, et Ê, = Ep + hA, où 
hA, et ñA, sont les déplacements radiatifs des états a et b. 


(*) Les états superradiants ont été introduits par R. H. Dicke, Phys. Rev. 93, 99 
(1954). 
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b) Calculer les éléments de matrice non diagonaux M, = ({pw1|M|c:) 
et MA = (p2|M}|e,). Montrer que le résultat obtenu peut s’écrire 


T 
Ma = Ma = hi +ħA, -ih (2) 
si on se limite aux seuls niveaux a et b dans le calcul des déplacements 
radiatifs hA, et #A,. Dans la suite, on supposera que l’atome est 
effectivement décrit par un système à deux niveaux a et b et on utilisera 
le résultat (2). 


c) Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 
M. En déduire que si le système est dans l’état | ¢,;0} où 


le.) = Z [lasb2) + bn) ] (3) 


sa durée de vie radiative est plus courte que celle d’un atome isolé (cet 
état est appelé superradiant). 
Pourquoi appelle-t-on subradiant l’état |#,;0) où 


les) = Z [lasbs) — bim) ] (4) 


d) On suppose qu’à Pinstant initial, le système est dans l’état 
191). Quelle est la probabilité de trouver l’un des deux atomes excités 
au bout d’un temps long devant 1/1}. 

e) Les hamiltoniens des atomes 1 et 2 sont notés H® et HØ. Calculer la 
valeur moyenne du moment dipolaire de l'atome 1, (p,|gzilt)|æ,), 
dans l’état superradiant ainsi que la fonction de corrélation libre 
qée,lz21(092240)|6,) où gr) = expli H P% /ħ)qz, exp( — iHPX/h) est 
l'opérateur moment dipolaire dans le point de vue de Heisenberg. Que 
valent ces mêmes valeurs moyennes dans l’état subradiant |+,). 
Comment peut-on interpréter physiquement l’origine de la superra- 
diance et de la subradiance ? 


Solution 


a) L'élément de matrice M, est égal à E, + Ep + R „(Eo +in). En procédant comme 
dans le paragraphe C-1 du chapitre III, nous trouvons à l’ordre 2 en qu 


, | <a1,b2;0 | Hn | c1bz;kE } |? 
n(Eo+in) 22 E,-E,-fhw +in 


| <a,,b,50] H,,1@,,c,5ke) 1? 
INep on Ent 2 Des La am LE š 
HLL E,- E,- ħw +in (5) 
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Dans la première somme, l'atome 2 reste spectateur alors que c’est l'atome 1 qui est 
spectateur dans la seconde somme. Nous pouvons donc écrire 


R (Eo + in) = RUE, + in) + Ry(E, + in) (6) 


où À(E, +in) et RCE, + in) sont identiques aux quantités calculées au paragraphe C- 
1 du chapitre III pour un atome isolé. Il vient donc : 


. r 
R(E +in)=ħA, +ħ4,—iħ = (7) 


(le niveau fondamental étant stable, il n’y a pas de terme imaginaire associé à 
hA,). Il s'ensuit que 


; r 
Mn = Ē, + Ē, -iñ (8) 


Un calcul identique montre que My = M::. 
b) Considérons à présent M,, = R(Eo +in) 


es <a b0] Hn |c dake) <c dyke | H,1b,,8,:0) 7 

uEtin= LL E, +E,- E,- E, ħoyin 2 

Comme H, ne peut modifier que l’état d’un seul atome, il apparaît clairement que les 

seuls états intermédiaires susceptibles de donner un résultat non nul dans (9) sont 
1b,,b,;5ke) et |a,,a,;ke) de sorte que 


R (E + in) = > 


ke 


| | <2;0] Anlbike |? | <b;0| Hn |a;ke) "7 à 


E,-E,-ho+tin ` E,- E,- ħo+in 


Dans lhypothèse où on se limite à un atome à deux niveaux a et b, les sommes de la 
formule (10) sont identiques à celles donnant R,{E, +in) et Rẹ (Es +in), ce qui 
démontre la formule (2) de l'énoncé. 


c) L’hamiltonien effectif dans le sous-espace €, est représenté par la matrice 
M 


= p [e „To 
E, + Ep- iñ- hA, + hA, —ih— 


(1) 


D r 
hA, + h4, — ih = Ē, +Š, -in 


Les vecteurs propres de la matrice M sont |¢,;0) et |w,;0) et les valeurs propres 
associées sont : 
À, = Ë, + Ē, + ñA, +hA,-—ihT, 
= E,+E,+2(hA,+h4,)-ihT, (12) 
=o g r, To 
Aa = Ë, + È, -iñ (hA, +AA) +iñ 
= E+E, (13) 


On en déduit que l’état |, a une durée de vie radiative deux fois plus courte que celle 
d’un atome excité isolé. C’est pourquoi cet état est appelé superradiant. En revanche, 


Ex.14 Etats superradiants et états subradiants 561 


l'état | ,) est stable et est appelé pour cette raison subradiant. Il est facile d’ailleurs de 
vérifier que €a,,4,;ke | Hy | 940) = 0, ce qui montre que l’état | &,> n'est pas couplé au 
continuum à un photon et ne peut donc pas se désintégrer par émission spontanée. 


d) Si le système est à l'instant initial dans l’état 
1 
l9) = $ [tos0) + [9,0] (14) 
la projection du vecteur d’état sur &, est, à un instant ultérieur, égale à : 
1 -i(f,+Eph/h 
Pi yt) = =e x 
y)» Z 


x [eTe e T o0) + | pa:0) ] (15) 


Au bout d’un temps long devant 1/1°,, P | Y(t) coïncide, à un facteur de phase près, 
avec (1/ Di P30) , de sorte que la probabilité de trouver l’un des deux atomes excités 
est égale à ł (la probabilité étant la même et égale à 1/4 pour chaque atome). L'évolution 
de l’atome 1 est donc profondément différente selon qu'il est isolé ou proche d’un autre 
atome identique. Cela est dû à ce que les deux atomes 1 et 2 sont couplés entre eux de 
façon indirecte par le rayonnement qu’ils sont susceptibles d'émettre. Les deux états 
|1) et | +) sont couplés au même continuum et il serait incorrect d’appliquer la règle 
d’or de Fermi à un seul de ces deux états. 


c) Lorsqu'on calcule <w,|gzi(t)|&,>, on obtient en utilisant la décomposition (3) de 
l’état | ¢,) deux types de termes : les premiers, de la forme <a,|gz(r)]b,> <b,|a,), 
sont nuls à cause du produit scalaire <b,la;), les seconds de la forme 
<&19z(4)1a,) <b,1b,) sont nuls parce que (a, |gzi(r)|a,) est égal à <a, |gz,|a,> qui 
vaut 0 pour des raisons de parité. 

Calculons maintenant la fonction de corrélation entre les deux dipôles. En introduisant 
la relation de fermeture entre z,(t) et z,(0) et en ne conservant que les termes non nuls, 
nous obtenons : 


g<elz()z10)| ep,» = 
= qe, | b,b) <bib:1z40)1 e) + 
+ <P,120) | aa) <aa,1240)1 6,3 ] = 
= 3 <a laili) lbi) <b:1240) 1e) + 


1 
+5 Kbilztr)la,} <a:1z40)1b,)] (16) 
soit, en utilisant z,(r) = exp [H Y% /A] z exp [ — iH 9% /A] 


-ivot iwpf 
a fe e 
ar (S) 


= |d|? cos wot (17) 


Ii 


qg<e,lz(0)z3(0)| 6.) 


où |d|?=g?|z2,,|?. Les mêmes calculs faits pour l’état |,) donnent 


0 (18.a) 
— |d]? cos wot (18.b) 


CPalgz()1p2) 
a CPala(9740)| pa) 
Aussi bien pour létat superradiant que pour l’état subradiant, la valeur moyenne de 


chaque dipôle électrique est nulle. En revanche, les dipôles des deux atomes sont 
parfaitement corrélés. Ils oscillent en phase dans l’état superradiant et en opposition de 


i 


Il 
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phase dans l’état subradiant (noter la différence de signe entre (17) et (18.b) pour 
t=0). Par conséquent, les ondes émises par les deux atomes interfèrent de façon 
parfaitement constructive dans l’état superradiant, ce qui a pour conséquence que le 
système rayonne de façon plus efficace qu'un atome isolé et qu’il a donc une durée de vie 
plus courte. En revanche, dans l’état subradiant, Flinterférence est constamment 
destructive, le système ne rayonne pas et sa durée de vie est infinie. 
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15. CASCADE RADIATIVE D'UN OSCILLATEUR HARMONIQUE 


Le but de cet exercice est de calculer la distribution spectrale des 
photons émis dans une cascade radiative par un oscillateur harmonique 
excité et de montrer, sur cet exemple simple, limportance des 
interférences entre amplitudes de transition correspondant à des ordres 
temporels différents pour l’émission des divers photons de la cascade. 

Une particule de charge q et de masse m est assujettie à se déplacer le 
long de Faxe Oz et est liée à l’origine O par une force de rappel, 
— m wÿz, proportionnelle à l'élongation (on négligera toute excitation 
du mouvement perpendiculaire à 0z qui est supposé correspondre à des 
fréquences très supérieures à la fréquence wọ du mouvement d’oscilla- 
tion le long de 0z). Soient bt et b les opérateurs de création et 
d’annihilation associés à un tel oscillateur harmonique à une dimension. 
L’hamiltonien H, de la particule s’écrit 


H4 = ho (b*b + à) (1) 


et a pour états propres les états |u„) (n = 0,1,2,...) de valeurs propres 
E,=(n+#)hw,. A l’'approximation des grandes longueurs d'onde, 
l’hamiltonien d'interaction entre l’oscillateur et le rayonnement s'écrit 


2 
H; = Hn + Hp = - À p, A,(0) + À AX0) (2) 
où 
. miw $ 
si] (e*t -b) G) 


est l’impulsion de l’oscillateur et A,(0) la composante sur 0z du 
potentiel vecteur A(r) évalué en r = 0. 


a) Le système particule + rayonnement est initialement dans l’état 


|n? = 14:50) (4) 


(oscillateur dans l’état |w,) en présence du vide de photons). Calculer 
la probabilité par unité de temps 1°, pour que le système quitte l’état 
|n} par émission spontanée. T, est appelée largeur naturelle du 
niveau 4,. Exprimer T, en fonction de F; = T et calculer F en fonction 
de q,€o, M, C, wọ. 

b) Donner l'expression, au second ordre en q, du déplacement radiatif 
hA, de létat |p). On ne cherchera pas à calculer explicitement 
À,, comme cela a été fait pour l, et on supposera qu’une coupure 
adéquate dans la sommation sur les modes du champ permet de rendre 
finie la valeur de 4,. A partir des propriétés des éléments de matrice de 
Hn et Hp, montrer que À, — À,_;, = À, — À,. Que peut-on en déduire 
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pour les énergies perturbées Ë, = E, + ñA, de l’oscillateur ? On posera 
dans la suite 


LION = hog + h(A, zns âo) (5) 


c) Le système est initialement dans l’état | ¢,). On se propose d'étudier 
l'amplitude 


(uok,e,,kses | UCT) 1450) (6) 


pour que l’oscillateur passe au bout d’un temps 7 du niveau 
u, au niveau us en émettant spontanément deux photons ke, et 
k,e,. Dans (6), U(r) est l’opérateur d’évolution. Pour calculer (6), on 
évaluera au préalable l’élément de matrice correspondant de la 
résolvante G(z) 


(uo;k,e,,kse; | G(2) | u2:0) (7) 


et on utilisera le résultat (établi dans le paragraphe C-2-b du chapi- 
tre III) d’après lequel il suffit de remplacer dans l’expression d'ordre le 
plus bas en q de (7) les énergies non perturbées Æ, des états 


u, par Ë, -iñ En déduire la valeur de l’amplitude (6) pour 
t >T! Montrer que cette amplitude est une somme de deux termes 
que l’on exprimera en fonction de &,, w,, @p, l et des quantités 
Ha et M, définies par 


(uo:k;£;| Hn |u;0) = u; (= a,b) (8) 


d) Soit I(w,,w,)dw, dw, la probabilité pour que les deux photons émis 
ke, et k,€, aient des fréquences comprises respectivement entre 
w, et w, + dw, et wp et wp + dw,. Montrer que I(w,,wp) se factorise 
sous forme d’un produit de deux fonctions de œw, et wp, ayant même 
largeur. En déduire que les fréquences des deux photons sont indépen- 
dantes et calculer la répartition spectrale du rayonnement émis. 
Comparer le résultat avec celui que l’on obtiendrait si l’on négligeaïit les 
interférences entre les deux amplitudes calculées en c). 


e) Pouvez-vous généraliser les résultats obtenus en c) et d) au cas où 
l’oscillateur part initialement du niveau |w,) et émet ensuite spontané- 
ment trois photons k,e,,k,e,,k.e, ? 


Solution 


a) L’hamiltonien Hp magit que sur le rayonnement et ne peut changer l'état de 
loscillateur. La probabilité par unité de temps T, de quitter l’état | ¢„ò ne fait donc 
intervenir que H,, qui couple |, = |u,,0) à |z,,,;ke). Dans l'expression de 
T, donnée par la règle d'or de Fermi, on peut négliger le couplage de |#,> avec 
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l4,,15kE) qui ne conserve pas l'énergie, et il vient 
2 
T,= = F | <un- ke | Hn |un0) | 8o — hwo) (9) 
ke 


Or, les équations (2), (3) et le développement de A. (0) en ape et ape entrainent que 


h 


(u, _pke|H,1u,;0) = -Ÿ Çu,_ |p,|u,> (ke|A,(0)105 


m 
hw 
.q Jos l h 

=įiŻ4 n — E£, 10 
m 2 va Zew L? go) 

de sorte que 
Lea, _uke|Hnlu,;0) |? =n | Cuoke | Hy | u;0) |? (11) 

et par suite 

ET. n T, (12) 


Pour calculer l, = F, utilisons (9) et (10) avec n = 1 et remplaçons la somme discrète 


ÿ par une intégrale. Il vient 
ke 


27 L f 2 AUT) h 2 
Fa kdk dû q? — Shw — hw e? 13 
A (27) q 2m 2eçw L’ ( 0) 2 ( ) 


La somme sur les polarisations donne (voir formule (54) du complément A ,) 


(4) 


2 
elk k 


2 
fan (1-5) -5 (5) 


de sorte qu’il vient finalement pour T 


2 2,,2 
= odu sw- op 1 (16) 
NENE n Egne 


Le résultat (16) coïncide en fait avec l'inverse du temps d'amortissement radiatif de 
l'énergie d’une particule classique de charge q oscillant à la fréquence wọ (*). 


b) Au second ordre en g, hA, s'écrit 
hâ, = CuO | Hp | u,50) + 
| [u,n + pke l Hn l u,50) |? 


Fee -hw + wo) 

| Cun- KE | Hp |&n:0) [? 

f Sh ata LA 7 
EAL h(wy— w) a7 


(*) Voir par exemple «Photons et Atomes — Introduction à l’Electrodynamique 
Quantique », exercice 7 du complément C ;. 
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Le premier terme de (17) représente l'effet de H, au premier ordre. Comme 
Hp n’agit pas sur |u, , ce terme est indépendant de n et représente un déplacement 
global. Les deux termes suivants représentent l'effet de émission et de la réabsorption 
virtuelles d’un photon ke à partir de l’état |u,), l’oscillateur passant intermédiairement 
dans |4,,,) ou |u,_,>. En utilisant (11) et une identité analogue qui s'écrit 


| Cuny ske| Hnlu,0» |? = (n +1) | Cuke | Hp | ug;0>) |? (18) 
on obtient pour (17) 
= (0 Hn |uo0) + 


uke | H, 0» |? 
rorya y | Hy | uo 21 
ke 


— (© +wp) 
| Cwyke|H71#:0) |? 
PIN ——— © ————  ———— 19 
{ý L Awg- w) a9) 
équation qui entraine que 
h(4, — 4,_;) = ACA, — 4o) (20) 


Les niveaux déplacés de l’oscillateur restent donc équidistants. 
c) A l’ordre le plus bas en q, l'élément de matrice (7) vaut 


Vi m — Eis Su a + 
PTE z% 2 u, — (21) 


ES Tho, 


boo — ho, 


l'amplitude associée à (21) étant représentée par une somme de deux diagrammes 


k; E k, Ez 
ug iho 
k, € 
a a k; £, 02) 
ui + u 
uz uz 


correspondant à des ordres temporels différents pour les émissions des deux photons. 
Pour établir (21), on a utilisé 
Cun-1|P:lun> = Vn Cuolp:lu) (23) 


et la définition (8) de m, et ps. 
Comme dans le paragraphe C-2-b du chapitre II, remplaçons dans (21) E, par 


Ë,-ih 5: (avec Fo = 0, F, = T, T, = 2I) et intégrons Pexpression ainsi obtenue pour 


(21) le long du contour C, de la figure 1 du chapitre IH (qui seul intervient pour 
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T >0). Pour r > T7], seule subsiste la contribution du pôle en È + ñw, + ñw, et on 
obtient pour l’amplitude (6) le résultat 


Bu mer —i(Ë+ho,+ho,)/h} x 
à 


(os - ög +i Z Nos + &y 280 + IT) 


; m~ (24) 
(wa -= Bo +i 5 wat wp- 260 +i) 


Mettons en facteur 1/(w, + w, — 2õ + il) dans le crochet de (24) et utilisons 
w, + w, —2w9 +ir 
1 phone A tn 2 (25) 
à r : z wa = aF 
ws- Õgtiz w,- Õgtiz (os otiz Aes- õtiz) 


Il vient finalement pour amplitude (6) 


2 Hp Ba (Ep + ho + hop} À 
ÿ T ei 5t a+ hopi (26) 
ws- Õitiz va- õotiz 


d) La densité de probabilité 7(w ,,w,) est proportionnelle au carré du module de (26). Elle 

se factorise donc sous la forme 
2 2 

haapu c= ee EL LIRE (27) 

À (w, — & p+ (wo, — õp + — 

b 0. 4 a 9 4 

ce qui montre que les fréquences w, et w, des deux photons émis dans la cascade sont 

indépendantes. 

Comme les variations de | w,|? et | u,|? avec w, et w, peuvent être négligées devant 
celles des dénominateurs, il apparaît sur (27) que les photons émis ont chacun une 
répartition spectrale lorentzienne centrée en &, et de largeur totale à mi-hauteur 
T; 

Si l’on négligeait les interférences entre les deux amplitudes (24), on obtiendrait pour 
I(w ,,w,) la somme des carrés des modules des deux termes du crochet de (24). Le même 
calcul que celui fait à la fin du paragraphe C-2-c du chapitre III donnerait alors une 
répartition spectrale qui serait une superposition de deux lorentziennes centrées en 
&, mais de largeurs différentes, respectivement égales à T, + [, = l'età T,+ 7, =37T. 
L’'interférence entre les amplitudes correspondant à des ordres temporels différents pour 
les émissions des deux photons entraîne donc que la répartition spectrale du rayonnement 
émis est la même, que l’oscillateur parte du niveau |u) ou du niveau |u}. 


|? 


e) Si loscillateur part du niveau |u,) , il y a maintenant 3 ! = 6 amplitudes différentes à 
prendre en compte, correspondant aux six ordres possibles temporels d'émission des trois 
photons k,e,, k,e,, ke. Le calcul de la question c) précédente se généralise aisément et 
donne par exemple pour l’amplitude associée au processus où k,e, est émis d’abord, puis 
k,e, et enfin ke, le résultat 


Bianu exp {—iCË + ho, + ho, + ho )/h} 


(28) 
Hlo,- oti Z Xe, + 0-28 tiw, +0, +w -35 +37) 
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Il faut maintenant sommer (28) sur toutes les permutations possibles des trois fréquences 
CAT 

Sommons tout d’abord (28) sur les 2! permutations laissant inchangé le premier photon 
émis w, D’après les résultats de la question précédente 


1 
Pre ee 
pros (w, Go+ir Awa +wp- 2õ+iT) 
CAT) 


SE (29) 


TE ver 
(we +i zws- tiz) 


L’amplitude de probabilité associée à l’ensemble des processus où le premier photon émis 
est ke, c’est-à-dire la somme de (28) sur toutes les permutations de ke, et 
k,e,, peut donc s'écrire d’après (29) 


V3! a un exp{-i(Ë+ho, + ho, +ħo)t/h} (w. õpi 5) 


Blos- oti zos- Soti Z No Soti Zost oto, 369 +37) 
(30) 


On a multiplié (28) en haut et en bas par [w, — &, +i(7 /2)]. 

Il faut maintenant sommer n = 3 expressions analogues à (30) et différant par la 
fréquence du premier photon émis qui peut être soit w,, soit w,, soit w,. Comme les trois 
fractions ont même dénominateur, il suffit s’ajouter les numérateurs 


A TT ~ Tr 
È (2e otiz) = (w, twt w337) 81) 


gi 


ce qui se simplifie avec le dernier terme du dénominateur de (30) et donne finalement 
pour l'amplitude globale le résultat 


! a 
SL exp 4 — i(E +ho,;+ho,+ho)t/h} x 


Ha Ha He 
Ie e a (32) 
(wa - otiz) (ws otiz) (os - õotiz) 


La densité de probabilité Z(w ,,w,,w,) donnant les fréquences des trois photons émis, 
qui est égale au carré du module de (32), est donc là encore factorisée, ce qui montre que 
les trois photons émis ont des fréquences indépendantes, réparties chacune suivant une 
lorentzienne centrée en &, et de largeur totale à mi-hauteur F. 

La démonstration précëdente peut être généralisée par récurrence au cas où l’oscillateur 
part d’un état excité |u,> quelconque. Elle permet de montrer que l’interférence entre 
les n ! amplitudes correspondant aux n ! ordres temporels possibles des n photons émis à 
partir de |u,) entraîne que la répartition spectrale du rayonnement émis par l'oscillateur 
est la même, quel que soit l’état d’excitation initiale de l'oscillateur. 
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16. PRINCIPE DU BILAN DÉTAILLÉ 


Un système æ% interagit avec un réservoir Æ de façon que la théorie 
de la relaxation du chapitre IV soit applicable. On note E,, Ep, Eo 
les niveaux d’énergie de £, et E,, E,, ... ceux du réservoir @. Si 
V est l’hamiltonien de couplage, la probabilité de transition par unité 
de temps pour que le système æ passe de l’état |c) à l’état 
Ja) s'écrit (voir la formule (C.S) du chapitre IV) : 


Leur EP El Oal ee) POE, +E -E,-E) (1) 


où p, est la probabilité pour que le réservoir soit dans létat 


|a). 


Le réservoir étant à l'équilibre thermodynamique, vérifier la relation 


Pa Ecf/kgT _ r Pa a/ kBT (2) 


a—C 


Tr 


CA 


Quelle est la conséquence de cette relation sur les flux de populations 
entre les niveaux c et a à l'équilibre thermodynamique du système 
A? 


Solution 


A Péquilibre thermodynamique, les populations des états microscopiques uw et 
v du réservoir sont dans le rapport 


= = expf-(E, — E,)/ kT] @) 


y 


Remplaçons alors dans (1) p, en fonction de p, et de l'exponentielle (3). Il vient : 


PaE E Dp (aly le) epl- (E, -E/T x 
x ô[(E, - E,) - (E, - EJ] (4) 


La fonction & permet de remplacer dans l’exponentielle E, ~ E, par E, — E, L'exponen- 
tielle est alors indépendante de x et v, et peut être mise en facteur dans la somme. En 
intervertissant l’ordre des sommations sur v et x et en utilisant l’hermiticité de 
V qui entraine que | <u,c|V | v,a) | = | <v,a|V}u,c} |, on peut mettre T, _, sous la 
forme 


Foa = expl- (E, — E)/ksT] x E p, J | ec] V | v,a) l'8CE,+E,-E,-E) 
= exp[ z (E, E E)/keT] Ta (5) 


D'où la relation (2). 
A l'équilibre thermodynamique, les populations m et m¥ des niveaux |a) ct 
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|c) du petit système sont dans le rapport 


s 


= expl - (E, ~ E)/kyT] (6) 


€ 


En regroupant ($) et (6), on obtient 
TED, =n Toa (7) 


Cette relation exprime que les flux de populations de a vers c et de c vers 
a s’équilibrent exactement. En généralisant ce résultat à toutes les transitions, on établit 
le principe de « bilan détaillé » qui exprime que les flux de populations entre les niveaux 
s’équilibrent sur chaque transition séparément. 
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17. ÉQUIVALENCE ENTRE UN CHAMP QUANTIQUE DANS UN ÉTAT 
COHÉRENT ET UN CHAMP EXTÉRIEUR 


Des particules (charge g,, masse m,) interagissent avec le champ 
électromagnétique quantique. On se place en jauge de Coulomb et on 
suppose qu’à linstant initial ż = 0, chacun des modes du champ 
(repérés par l'indice j) est dans un état cohérent |a;) (ce peut être en 
particulier l’état vide du mode, |0;,)) 


[#(0)} = fa) = |{a;}} (1) 


Le but de cet exercice est de montrer qu’il est possible d'appliquer à 
Phamiltonien de lélectrodynamique quantique une transformation 
unitaire telle que, dans la nouvelle représentation, les particules sont 
couplées d’une part à un champ extérieur classique, d’autre part au 
champ quantique initialement dans l’état vide (*). 


a) On considère l’opérateur unitaire 
Te) = J] TO (2) 
j 


T(t) = exp [a * er aj-a; Ces af] (3) 

où les æ, sont les nombres complexes apparaissant dans (1). 
Calculer T(t) a; T* (t) et T(t) af T* (t). En déduire que le transformé 

T(t) A(r) T* (t) de Popérateur potentiel vecteur transverse A(r) est la 

somme du champ quantique Ar) et d’un champ classique 

Aca({a;};r;t) dont on donnera l'expression en fonction des œ 
On pourra utiliser dans cet exercice Pidentité 


i 


exp(A + B) = exp(A) exp(B) exp( —- ł[4,B8)) (4) 


valable si [A,B] commute avec A et B. 


b) Quelle est la relation entre le vecteur d'état | y'(t)} dans la nouvelle 
représentation et le vecteur d'état |#ÿ(r)) dans l’ancienne ? Montrer 
que le nouvel état initial |#'(0)} est le vide 10). 


c) L’hamiltonien qui décrit la dynamique du système « champ + particu- 
les » en jauge de Coulomb s’écrit 


1 
H= £ 2m, [Pa ~ia Alr) F + V Coul + HR (5) 


(*) Voir par exemple B.R. Mollow, Phys. Rev. A12, 1919 (1975). 
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où Vu est l'interaction de Coulomb entre les particules et où 
H, est l’hamiltonien du rayonnement 


Hpg = D ho (a; a; + ?) (6) 


Montrer que, dans la nouvelle représentation, l’hamiltonien H'(t) qui 
décrit la dynamique du système global s'écrit 


H'() = TO HTH) +ih | 4 TE) | THA) (T) 
d) Montrer que 
T) He T (t) + if | c ra)] T+(1) = He (8) 


En déduire expression de H'(t). Interpréter physiquement cet 
hamiltonien. 
e) Généraliser la démonstration précédente au cas où les particules 
chargées forment un atome neutre, localisé en 0, et où l’hamiltonien 
d'interaction est l’hamiltonien dipolaire électrique. 


Solution 
a) D’après la formule (67) de lappendice, si T; = exp(A ‘a; — àa) on a: 


TaT} =a;+àÀ; (9.a) 


Tja Tf =a;  pourj#i (9.b) 


Avec Àj=a;e ®ř les équations (9) deviennent : 


Ta; T* = a+ aje À (10.a) 
Tat T* = at +ate“} (10.b) 


Lorsqu'on remplace dans T A(r) T* les opérateurs Taj T* et Taf T* par (10.a) et 
(10.b), on obtient 


A'r) = TA(r)T* = Af(r)+Ac({a;};rit) (11) 
où 
h ilk;r = wit) ir - wjt 
À a;}3r,f) = — [ee | Vp ažee |? j (12 
c(d j} ) 2 Zega L? ji T7 ) ) 


b) Dans la nouvelle représentation, l’état du système est représenté par 


lv) = TG) Jy) (13) 
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A l'instant £ = 0, 


1#'(0)> = TO) | y0) =TO)|{a;}> (14) 
Or, d’après la formule (65) de l’appendice 
la;) = expla jat — ajaj) |0;} = T} (0) 10,» (5) 
Soit encore 
10,> = T;(0) la; (16) 
et en prenant le produit sur tous les modes 
10> = T0) | {a;}> a7) 


La comparaison avec (14) montre que : 
|g'(0)> = 10» (18) 
c) L'équation d'évolution du nouveau vecteur d'état est 
hÉ yay =i ( $T) CORS OLEON (9) 
dt dt dt 
L'équation de Schrôdinger dans l’ancienne représentation donne 


ih d\#(t)> /dt = H|w(r)). En introduisant T*T = 1 à gauche de |#(r#)}, on obtient 
alors 


il 


TETTO, [in ( 5 TE) ) TO) + TOHT + | TOL WOY 


H’) |#'()) (20) 


d) Calculons d'abord iħ {dT(t}/dt) T* (t). Il convient de noter que, si X(t) ne commute 
pas avec dX(t)/dt, alors d exp[ X(t) /dt + [dX(£)/dt] exp[X(t)]. Il faut donc, avant de 
dériver, séparer les facteurs en a et a* en utilisant la formule (4). Le calcul se présente 
sous la forme suivante : 


T1) = exp(a } e”! a) exp( — ae" ™] at) exp a; ax) (21) 

T(t) = iwa * er aT{t})+iw;a; e™™®FT KA af (22) 

T{)aÿ = TG) aÿ TŻ) Tt) = (af + aže”) TK) (23) 

[ ¿i TaD] T} (D =iw{aÿe"la;+ age "at + afa) (24) 

ia| 5 T | TH = - Z ho faje ”ta + aje “la + afa) 25) 
j 


Par ailleurs, d’après (10.a) et (10.b), 
TO) Hg T* (6) = Y ħa (a; + ae “Ya; + aei +] (26) 
j 
En ajoutant (25) et (26), on obtient la formule (8). 


La transformation T(r) magit pas sur r, et p. Elle laisse V co inchangée et, d’après 
(11), change Ppa — g,A(r.) en Pa — GACT a) — 4 ACK { aj} ; rt), de sorte que le nouvel 
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hamiltonien H'(r) s'écrit : 


HD = F 5 pe — q,Alre) — gAQ{ à; } rent) + V cou + HR (27) 


2m, 
Cet hamiltonien décrit des particules interagissant avec le champ quantique A(r) et avec 
le champ classique Ac;( { æ;};r,,f). L'état initial du champ quantique est maintenant le 
vide, d’après (18). Ainsi, nous avons montré une complète équivalence entre un champ 
quantique dans un état cohérent, et le champ classique correspondant auquel s'ajoute le 
champ du vide. 


e) Dans le point de vue dipolaire électrique, l'hamiltonien d’interaction du champ avec la 
particule s’écrit (voir Appendice, $ 5-d) 
H';=-d.E, (0) (28) 


La transformation T(t) magit que sur E, (0) qu’elle transforme en 
E, (0) + Ecy( { a; } 30,7) avec 


ħw SU CE 
Ect{a;}00 =i} i [a ejet- ae eti] (29) 
j Regl 
On obtient ainsi 
H", = — d. [E (0) + Ec { a;} ;0,9)] (30) 


tandis que l’hamiltonien des particules est inchangé et que l’hamiltonien du rayonnement 
est transformé comme dans la question précédente. On retrouve le même résultat : dans 
la nouvelle représentation, les particules interagissent avec le champ électrique classique 
associé aux a;, et avec le champ du vide. 


Ex.18 Elimination adiabatique des cohérences 575 


18. ÉLIMINATION ADIABATIQUE DES COHÉRENCES ET TRANSFORMA- 
TION DES ÉQUATIONS DE BLOCH OPTIQUES EN ÉQUATIONS DE 
RELAXATION 


Le but de cet exercice est d’étudier une situation physique où les 
éléments non diagonaux de la matrice densité d’un atome (cohérences) 
évoluent beaucoup plus rapidement que les populations de ces niveaux. 
Les cohérences peuvent alors être réexprimées à chaque instant en 
fonction des populations et les équations de Bloch optiques transfor- 
mées en équations de relaxation pour les seules populations. 

Un atome à deux niveaux (a : état fondamental ; b: état excité, de 
largeur naturelle T, avec E, — E, = wo) interagit avec un champ laser 
incident de fréquence wz, d'amplitude &,. Les équations de Bloch 
optiques décrivant l’évolution de la matrice densité o;;(i,j =a ou 
b) d’un tel atome s’écrivent (voir formule (A.13) du chapitre V) : 


do 
L = (0/2) a- ôa) -T ow (1.a) 
dO oa , à à 
-g © TEA 66 — ap) +T ow (1.b) 
dë 

i TAG T iLÔ ab r i(92:1/2)(ow Es aa) z2 (T/2)6% (1.c) 


On a posé 6,5 = O a EXP( — iw rt) = (pa) *, ÔL = wz — wp. La fré- 
quence de Rabi 9, est définie par 2, =-d,.60/ñ, où d, est 
l'élément de matrice supposé réel du dipôle atomique d. 

Cet atome est soumis de plus à des collisions élastiques avec un gaz de 
perturbateurs, qui n’induisent pas de transferts entre a et b, et dont le 
seul effet est de déphaser le dipôle atomique. L’effet de ces collisions 
sur o;; se traduit donc par un amortissement supplémentaire des 
cohérences 6 ,, de la forme 


dê a a 


(le déplacement collisionnel de la raie est supposé inclus dans 
wo). Les populations «,, et Cp, ne sont pas affectées par les collisions. 


a) On suppose que les vitesses de variation dues respectivement au 
couplage avec londe laser et aux collisions peuvent être ajoutées 
indépendamment. Ecrire l’équation d’évolution de la cohérence 
Ô ab 


b) On considère tout d’abord le régime stationnaire. Exprimer dans ce 
cas &, en fonction de (Cp p,— Oa) et en déduire Pexpression 
oi de op, en régime stationnaire. 
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Sachant que l'intensité totale de la lumière émise par l'atome est 
proportionnelle à l ofp, indiquer comment cette intensité émise varie 
avec y à la limite |ô,| > y, T, Q,[1 + (2Y / DÈ. Comment interpré- 
tez-vous ce résultat ? 

c) On considère à présent une situation où y> 1. On suppose 
également que les populations évoluent très peu sur un temps de l’ordre 
de y`!. Montrer qu'il est possible alors de considérer que les 
cohérences s'adaptent à chaque instant à l’évolution lente des popula- 
tions. Quelle est l'expression correspondante de &,, en fonction de 
Oaa Et Opp? 

d) Reporter l'expression précédente de ¢,„, dans les équations d’évoiu- 
tion des populations. Montrer que les équations obtenues s’interprétent 
en termes de taux d’absorption, d'émission induite et d’émission 
spontanée entre les niveaux a et b. Calculer le taux lT“ d'absorption et 
d'émission induite en fonction de y, ô, et 2.. 

e) A quelle condition doit satisfaire N; pour que l'hypothèse de 
variation lente des populations, utilisée dans la question c, soit valable ? 


Solution 


a) L’équation d'évolution de ©, est 


—— = -iô A D -yó (3) 
dt L 2 bi ea. 2 ab ab 

b) En régime stationnaire, dð „„/dt = 0 et l'équation (3) donne 

Nı 


—i— (T ka C aa) 
PE RSR (4) 


(7+3) +iô, 


En reportant cette valeur et celle de óp, = é, dans l'équation (1.a) ou (1.b), on trouve 
une équation dont la solution en régime stationnaire est (compte tenu de o% + on = 1): 


2y 
, an? ( 1+ T 
To = PAP a ee a Ea T (5) 
ô? + (2+7) (17) 
L 2 2 T 
A la limite considérée dans l’énoncé, nous trouvons 
x _ 2i 
To = —z (T +27) (6) 
48; 


Le terme proportionnel à F est associé à la diffusion Rayleigh et celui proportionnel à 
y correspond à une émission à la fréquence wg consécutive à une excitation assistée par 
collisions (voir complément By; et en particulier la figure 1 et la formule (43)). 


Ex.18 Elimination adiabatique des cohérences 577 


c) Si y — Ta était constant, &,, tendrait vers la valeur stationnaire (4) avec une 
constante de temps qui est égale, d’après l'équation (3) à l'inverse de y + (1/2) = y. On 
en déduit que si €, — ©, Varie lentement à l'échelle du temps y”, ô, peut s’adapter 
quasi-instantanément à ces variations lentes de o,, — O „ et prendre à chaque instant la 
valeur donnée par l’équation (4). 


d) En portant l'équation (4) dans les équations (1.a) et (1.b), nous trouvons 


dop/dt = L'(ou-0w)-T y (7.a) 
do n/dt = T'(ow- Tu) +T On (7.b) 
avec 
2 Y+ E N? 
a = 
DR — FFT (8) 
(> + 2 ) + 6? Y ter 


Les équations (7) ayant la même structure que les équations (E.15)} du chapitre IV, 
l'interprétation en termes d'absorption, d'émission induite et d'émission spontanée, s’en 
déduit immédiatement. 


e) D’après les équations (7), le temps d'évolution caractéristique de æ,, — G, est 
(T +2r')-!. Ce temps est long devant y`! si 


Pla Y 9 
1 y? + 5? ( ) 

c'est-à-dire encore si 
Nn? a(y’ + 8) (10) 


Les équations (7) ne sont donc valables que si la saturation par le champ intense est 
suffisamment faible. 
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19. SUSCEPTIBILITÉ NON LINÉAIRE POUR UN ENSEMBLE D'ATOMES À 
DEUX NIVEAUX. ÉTUDE DE QUELQUES APPLICATIONS 


On considère un milieu dilué constitué d’atomes à deux niveaux 
a et b. Ces atomes, supposés immobiles, interagissent avec une onde 
plane &, coS(w ;t — K,;.r) se propageant dans le plan x0y. On suppose 
que l'élément de matrice du dipôle électrique d,, est aligné le long de 
Oz tout comme le champ &#, de Ponde incidente. Pour simplifier, on 
considèrera dans la suite ces quantités comme des grandeurs scalaires. 

La valeur moyenne du dipôle atomique (dẹ peut être écrite sous la 
forme 


(d) = epRe(a'+ia”) pe “ET í) 


où à =a'+ia" est la polarisabilité de l’atome. Le but de cet exercice 
est d'étudier les non-linéarités de la polarisabilité œ et d’appliquer les 
résultats obtenus aux problèmes de l’autofocalisation et de la génération 
d’une onde conjuguée vers l’avant. 

a) La susceptibilité y = x'+ix” du milieu est égale au produit 
Na du nombre N d’atomes par unité de volume par la polarisabilité 
atomique a. En utilisant les résultats du chapitre V, montrer que 
x' et x” sont respectivement égaux à 


N jda? ô 
US | ab | L ; (2.a) 
ôi + pu + 7 
„_ Nida?  Tr/2 
ga e SA (2.b) 
Eo 2 T? Qi 
LT 7 + 7 
où F est la largeur naturelle du niveau b, 5, = w; — wọ est l’écart à 
résonance et N); = — dap o/h est la fréquence de Rabi. 


b) On étudie la situation où |6,| > T et on rappelle que l’indice d’un 
milieu dilué est égal à 1 +(x'/2). On suppose que la distribution du 
champ dans le plan perpendiculaire à la direction de propagation 
k; n’est pas uniforme et qu’elle est de la forme &, exp ( — r?/rà) à 
l'entrée du milieu (k; coïncide avec Ox et r?° est égal à y?+ zô. Sans 
entrer dans le détail des calculs, indiquer pourquoi l’onde a tendance à 
être défocalisée lorsque wz < wọ et pourquoi elle a tendance à être 
focalisée lorsque w; > wo. 


c) On considère à présent le cas où le champ incident est constitué de 
deux ondes planes, de même fréquence et de même polarisation 
parallèle à Oz, mais se propageant dans des directions différentes dans le 
plan x0y. Ces deux ondes sont notées &,cos(w,t—ky.r) et 
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Ep cos(w ıt — kp-r) et on suppose &, < do. Calculer (d) à l’ordre 1 en 
&, et en déduire les polarisabilités a’, et æ”, pour l’onde faible. 
Démontrer que les susceptibilités pour Ponde &,, x', = Na’, et 
x", = Na”, ne dépendent pas de la direction de propagation de l’onde 
faible. 

Montrer également que <d} présente une composante oscillant 

comme exp[ — i (wt — k,.r)] avec k, = 2k; — k,, susceptible de générer 
un champ dans la direction ką. 
d) On suppose |,| >T. En utilisant les valeurs de x’, et x’ trouvées 
précédemment, calculer l'angle 8 que doivent faire k; et k, pour que la 
condition d’accord de phase soit exactement vérifiée (la génération de 
l'onde dans la direction k, est alors la plus intense possible). Est-il 
possible de réaliser cette condition quel que soit le signe de 
ô? 


Solution 


a) En utilisant les relations (A.21) et (C.3) du chapitre V et en supposant k, parallèle à 
Ox, nous trouvons 


ie CEE) 


r? fi 

De pe 
afe 1t7t3 | 
Comme d, et &, sont tous deux alignés le long de Oz, (3) peut être réécrit : 
lda |? 


2 N? 
aip] 


[ özcos(w i-k) -5 sinoi — ka) O 


(dy = [- 8,6 coslw t — kx) + 5 foinlwrt — kx) | (4) 


Par ailleurs, la relation (1) entraîne que 
Cd} = ea’ coslo ,t — k,x) + a” &sin(æ ft — k,x)] (5) 


La comparaison de (4) et (5) redonne bien les formules (2) de l'énoncé. Ces formules 
montrent que x’ et x” sont des fonctions décroissantes de l'intensité du champ incident (à 
cause du facteur 2? = d?, &?/#° du dénominateur). A très forte intensité, la dispersion et 
absorption tendent vers 0. En fonction de ô,, x’ atteint ses extrema lorsque 
ô, = + 1/(1?/4) + (02/2) et change de signe pour 5, = 0. Quant à x", il est maximum 


pour 8, = 0 et est divisé par 2 pour 8, = + ,/(1?/4) +(N2/2). 


b) L'indice du milieu, qui est égal à 1 + (x'/2), n'est pas le même en tout point de 
l'espace puisque N?, qui est proportionnel à £ĉ, n’est pas constant dans le plan 
perpendiculaire à k,. Dans le cas où ê, = w, — wọ <0, x’ est positif, mais par suite des 
effets de saturation, sa valeur au centre du faisceau est plus petite que sur les ailes. La 
longueur optique d’une tranche d'épaisseur ôz du milieu est plus courte pour le rayon 
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central que pour les rayons latéraux : le milicu sc comporte comme une lentille divergente 
et il y a autodéfocalisation du faisceau (*). 

Lorsque w; > wp, la susceptibilité x' est négative. Comme | x’ | est plus petit au centre 
du faisceau que sur les bords par suite de la saturation, l'indice est plus grand au centre du 
faisceau que sur les ailes. Il s’ensuit que le milieu se comporte alors comme une lentille 
convergente : il y a autofocalisation. Si le milieu est suffisamment long, la dimension 
transverse du faisceau diminue au cours de sa propagation mais la saturation du milieu 
empêche que cette dimension ne tende vers 0. En effet, au fur et à mesure que la 
focalisation augmente, le champ au centre croît ainsi que la fréquence de Rabi. Lorsque 
celle-ci devient supérieure à | 8, |, la susceptibilité x' au voisinage du centre du faisceau 
n'est pratiquement plus sensible aux variations transverses d'intensité à cause de la 
saturation et les effets de lentille sont ainsi fortement atténués. La compétition avec les 
effets de diffraction conduit alors à la propagation d’une onde de dimension transverse 
constante dans le milieu (**). 


c) La valeur moyenne du dipôle atomique est maintenant donnée par : 


éd) = epRe(a' + ia Epe LT 4 ge LT ke) (6) 


st = M 


où &’ ct &" sont donnés par des formules analogues à celles de la question a), au 
remplacement près de N? par då |explik,.r) + &,exp{ik,.r)|?/#. A l'ordre 1 en 
&,, ce dernier terme s'écrit 


dé, iezr-kr = i(ky.r - kpr) 
Of + = leee PO y gepe t (1) 


En développant &’ et &” à Pordre 1 en &,, nous trouvons 


<d} = egRe(a' + ia”) ge LT $ 


4 # d? g? arr 
rame] asie à (= yi ja J &,e SANT 


i —— 
da? an? K 
da’ da" dafi -ifo t - (Qk; - Mr 
+e = +i — | —— g e P 8 
ofe ( dan? dan? ) mo? (8) 


Du second terme de (8), nous déduisons 


2 T°? 
CF i — 
a’ Darp gie $ Al +7) (9.a) 
P ! an? Eñ : r? a? 2 À 
ô+—+— 
T { +) 
Lt 52e 
a" 2 ary piel _ 22 2 Etg (9.b) 
P Q? ER r? N2\72 A 
8? +a 
ERRAR 


(*) Pour plus de détails sur les effets d’autodéfocalisation et d’autofocalisation, voir 
Shen (chapitre 17) ou S.A. Akhmanov, R.V. Khokhlov et A.P. Sukhorukov dans Laser 
Handbook 2, F.T. Arecchi and E.O. Schulz-Dubois eds., p. 1151, North Holland 1972. 


(**) Voir A. Javan and P.L. Kelley, I.E.E.E. J. of Quant. Elect. QE2, 470 (1966). 


Ex.19 Susceptibilité non linéaire 581 


La susceptibilité x, = Na, pour londe faible &, diffère donc de la susceptibilité (2) 
trouvée pour londe intense. Ainsi, quand 92, augmente, x’, et x", tendent vers 0 plus 
vite que x' et x”. Même pour des situations où 87 +(17/4) >= 2}, x', et x", ne 
coïncident avec x’ et x” que pour le terme indépendant de 42? (susceptibilité linéaire 
habituelle). Le premier terme non linéaire de la susceptibilité, qui est proportionnel à 
A2, est, dans cette limite, deux fois plus grand en module pour l’onde faible que pour 
l'onde intense. Il est clair enfin sur les équations (9) que «,, et donc x,, ne dépendent pas 
de la direction de k,. 

Le troisième terme de la formule (8) correspond à un terme source dans les équations 
de Maxwell permettant de générer un champ se propageant dans la direction 
ke 
d) Pour que la génération de londe dans la direction k, soit importante, il faut que les 
champs rayonnés par des plans successifs d’atomes soient en phase. Cela nécessite que la 
période spatiale du champ des dipôles, égale à |k.|7! = |2k, ~ k,|7}, coïncide avec la 
longueur d'onde pour une onde faible de fréquence w,, qui est égale à 
c/w lt +(x',/2)]. Comme cette dernière quantité est aussi égale à |k, | -1 il faut donc 
pouvoir construire un triangle isocèle de côtés k, = 2k, — k, et k, et dont la hauteur soit 
k; (fig. 1.b). 


k 
k, 
k; 7) k; 
2k; — k, oE . 
(a) (b) FE 


Figure 1. Disposition des vecteurs d’onde : 
a) dans le cas général ; b) dans le cas où il y a accord de phase. 


La géométrie de la figure 1.b est réalisée lorsque 


k, cos 8 = k; (10) 


c'est-à-dire, pour des angles 8 petits, lorsque 


EG) (SEE) w 


L'angle 8 est donc donné par l'équation 


67=(x',- x) a2) 
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c’est-à-dire encore, d’après (2.a) et (9.a) à la limite |8| > T 


04 = ——— —_——— 
Eñ i n? 2 (13) 
[z] 


On constate que cette équation n’a de solution que pour 6, >0. L'angle 0 est une 
fonction croissante de ô; pour 0 < ô; <0,/ 6 puis une fonction décroissante au delà. 


En fonction de la susceptibilité linéaire x, = — N |d,|?/#h6, 


i 
biT 


n2712 
[7] 


ce qui montre que @ reste toujours inférieur à ,/ | xol- 


= — Xo (14) 
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20. ABSORPTION D'UNE ONDE SONDE PAR DES ATOMES SOUMIS À UNE 
ONDE INTENSE. APPLICATION À L'ABSORPTION SATURÉE 


On considère un ensemble d’atomes à deux niveaux a, b (fréquence 
de résonance wọ, état excité b de largeur naturelle T`) interagissant avec 
une onde plane monochromatique de fréquence w. Le champ électrique 
de cette onde est suffisamment intense pour que la condition 
N, >T soit toujours vérifiée (Q, étant la fréquence de Rabi). On 
utilisera la méthode de l’atome habillé, exposée dans le chapitre VI, 
pour décrire l’ensemble constitué par un atome et le mode laser. 

Le but de cet exercice est de décrire la transmission d’une seconde 
onde faible qui « sonde » un tel milieu. Les atomes seront tout d’abord 
supposés immobiles (partie A) et on étudiera comment la transmission 
de londe sonde varie en fonction de sa fréquence w’. On envisagera 
ensuite le cas d’atomes en mouvement (partie B) pour lesquels l’élargis- 
sement Doppler est grand devant 9, et on calculera l’absorption d’une 
onde sonde de même fréquence que l’onde intense et se dirigeant dans 
une direction opposée (spectre d’absorption saturée). Dans tout 
l'exercice, les dipôles atomiques ainsi que les polarisations des champs 
sont supposés être parallèles à un même axe OÜx, de sorte que leur 
caractère vectoriel pourra être ignoré. 


A. Effet d’une onde intense sur l'absorption d’une onde faible 


a) On rappelle que l’opérateur d associé au dipôle de l’atome est égal à 

d, +d_ avec d, = di f+, où SF, = |b} lal, S= |a) {b| et 

dy = <a|d|b} (da est supposé réel.) On rappelle également que les 

éléments de matrice réduits de l’opérateur densité a de l'atome habillé 

sont définis par of?) = D GUN —p)|alj(N)}, où les [i(N)) (avec 
N 


i = 1,2) sont les niveaux habillés de la multiplicité y (voir chapi- 
tre VI, formule (D.28)): Exprimer (d. ) en fonction de dpp, op) et de 
langle 8 défini par cotg 20 = (w9 — w)/NR, (0 < 20 < r). 


b) On considère d’abord le cas où l’atome interagit uniquement avec 
Ponde intense. Que vaut dans ce cas {d_} en régime quasi station- 
naire ? On exprimera le résultat en fonction de d,,, 2i, wọ et 
w. 


c) Les atomes interagissent maintenant avec londe intense et Ponde 
sonde. Cette dernière est décrite classiquement par un champ électrique 
&’'cos(w't — ¢') d'amplitude 8’ et de phase +’. A l'approximation de 
Ponde tournante, l’hamiltonien d'interaction entre l’atome et Ponde 
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sonde est : 

AR’, 
2 

avec ÅN’, = — da 6". 
Ecrire les équations d’évolution des éléments de matrice réduits 

off) (on pourra poser AP = of) - aH). Quelle est en régime quasi 

stationnaire la solution de ces équations à l’ordre 0 en 9”; ? 


V= [emilet eI P, p etA RP] (1) 


d) On se propose maintenant d’étudier par la théorie des perturbations 
la solution à l’ordre 1 en 2’, des équations précédentes. Calculer les 
éléments de matrice réduits o proportionnels à 9',e'* et dont la 
dépendance temporelle est en e7*. 


e) Calculer la composante de {d_» évoluant en N',e-(f-#7, On 
pose 


Dear am g'e iet- o) 
(d) =z (a'+ia") d'e (2) 


a” est associé à la dispersion du milieu et a” à son absorption. Calculer 
a”. Pour quelles valeurs de (w' — w) a” est-il résonnant ? Indiquer si 
ces résonances correspondent à une atténuation ou à une amplification 
et donner l’origine physique des résultats obtenus. 


B. Absorption saturée 


On suppose à présent que londe intense et Fonde sonde ont même 
fréquence w; dans le référentiel du laboratoire, mais que ces ondes se 
propagent le long de 0z dans des sens opposés. De plus, les atomes ont 
maintenant une vitesse non nulle de sorte que les fréquences des deux 
ondes subissent dans le référentiel au repos de l’atome des déplacements 
Doppler opposés 


w = w, + Kv, (3.a) 


w' = wr, — kv, (3.b) 


l! 


où v, est la projection de la vitesse atomique sur Oz. 

Pour obtenir l'absorption (ou la dispersion) moyenne de londe 
sonde, il faut moyenner le résultat de la formule (2) sur la distribution 
des vitesses après avoir remplacé w et w’ par les expressions (3.a) et 
(3.b). On obtient ainsi le dipôle moyen : 


zr 1 


(d_> = 


f FT cd (0) expl- 02/u? do, (4) 


u T 
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qui est une fonction de 6, = wr — wọ (le paramètre u vaut | /2k,T/m). 
Rappelons que 2, est supposé très petit devant la largeur Doppler 
ku. On se propose de calculer la partie imaginaire de la polarisabilité 
moyenne (qui sera notée œ”) pour |[5,| < ku. 


f) On suppose 6, fixé et vérifiant la condition | 8,| < ku. Quelles sont 
les classes de vitesse qui interagissent de façon résonnante avec le 
champ sonde ? 

Montrer que, pour ces classes de vitesse, |v,| < u et en déduire que 
l’on peut remplacer exp [ — (v?/u?)] par 1 dans (4). 


g) Donner l'expression de cotg 28 en fonction de 6,, kv, et (2,. On 
pose s = tg 0 (s varie de 0 à + œ ). Montrer que 


ai Jdal? [” ds 1 25? [- s*e(s) 5 els) (5) 
20 VTku s21+5*| e{s)+fAs) es) + FA) 
avec 
ôL 3-3? 
fits) =2 F7 2 (6.a) 
et 
281 1— 35? 
9 = f (5) -mta (6.b) 
e(s) étant une quantité petite égale à 
1 s? | 
6.c 
e(s) = zli Tiy (6.c) 


h) Soit s; la racine positive de f.(s) = 0, s, celle de f,(s) = 0. Calculer 
sı et s, et montrer que 52 = 81/3. Exprimer (s:/3) — (1/s:), 
(51/3) + (1/5,)° et (s1/3)° + (1/s:)* en fonction de 8;/R,. 


i) Compte tenu de la condition 2; > I qui entraine e(s) <1, on 
remplace les fonctions e(s)/[e%s)+ fXs)] avec i=1,2 par 
m ils- s;) fs) = [r /]f':C:)I] ès- s:). En regroupant, après 
intégration, les termes relatifs à sı et s,, montrer que 
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En déduire en utilisant les résultats de la question h) que : 


— _ Vr da i 10 + 16(5,/92:,) 


. 7.b 
€ ku 25 + 48(5,/0:) + 64(5,/0;)* (7-b) 


j) La formule (7.b) donne la forme de la raie d'absorption saturée à la 
limite T € N, < ku. Comparer l'absorption au centre (8, = 0) et sur 
les ailes (|8; | > 2). Quel est l'ordre de grandeur de la largeur de la 
raie d'absorption saturée ? 

Dans un modèle élémentaire de l’absorption saturée, on considère 

que les ondes pompe et sonde interagissent, pour ô; = 0, avec la même 
classe de vitesse kv, = 0. Dans ces conditions, onde sonde traverserait 
un milieu dans lequel les populations des niveaux a et b seraient 
égalisées par l'onde pompe. Un tel modèle prévoit donc que 
a” = 0 pour 6, = 0. Ce résultat coïncide-t-il avec celui de la formule 
(7.b) ? Quelle est l’origine physique de la différence ? 
k) On suppose à présent que l’atome subit une relaxation collisionnelle 
due à des collisions déphasantes. Est-il possible de prévoir simplement 
comment varie æ” pour ô; =0 en fonction du rapport y/r (où 
y est le taux d'amortissement de la cohérence entre les niveaux 
a et b dû aux collisions) ? 


Solution 


a) Partons de <d_» =Trad_. En introduisant la relation de fermeture entre 
g et d_, on obtient : 


(a) = da L. LICN) Ie TND) GENDIS EN) (8) 


EN, 


Les seuls éléments de matrice non nuls de S_ se déduisent des formules (C.4) du 
chapitre VI et conduisent à : 


{d.> = da Y [sin8cos8( <1(N +1)| [1(N)) — ÇAN +1)|&|AN)>)— 
N 


— sin’? {2(N +1)|o | 1(N)> + cos?8 CIN +1)|o|2(N)}] 
= dfsin 8 cos 8 (o 7? — of) — sin?8 of P + costa 71] (9) 


b) Compte tenu des résultats (D.39), (D.40) et (D.21) du chapitre VE, il vient 


de nine | 
<d_} = d,sin 8 cos 8 sin 8 — cos 8 e-i“ (10) 


sin*8 + cos*6 


Il suffit alors d'exprimer ces fonctions trigonométriques en fonction de sin 28 et 
cos 28 puis de cotg 28 = (w — w)/ N, pour obtenir 


(11) 
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(notons qu'un tel résultat coïncide à la limite 4/12+(«w,- w)? >T avec celui de 


l'exercice 19). 


c) La vitesse de variation de l'opérateur densité a de l’atome habillé est donnée par la 
somme de deux types de termes : ceux qui décrivent l'effet du couplage atome-onde 
intense et de l'émission spontanée et qui ont déjà été étudiés dans le chapitre VI ; ceux 
qui décrivent le couplage avec londe sonde et qui s'écrivent [V,æ]/ih. A partir de (1) et 
des formules (C.4), (D.11) et (D.31) du chapitre VI, nous trouvons alors comme équation 
d'évolution pour AP) = x @ - og 


+40 — [ipw — T(cost8 + sin*8)] AP) = 


=-in", cos?8 Lier 6-1 PA e~et- eget) + 
+iR' sin [er agt eiet- eap- + 
+T (cos*@ — sint0) e?* (12) 
De même, en utilisant la formule (D.30) du chapitre VI, nous trouvons 
d W y ) $ a"; 29 ilot») 4(p+1) 
n°8 -liEu-0)-T ol oP = -iy cose e á r 
Q’ PEET 
+i Eu sin?6 e#t-#246-1 (13.a) 
d Go) r na r P; 1°: 2g bitwt-e') AG -1) 
gea -Upo + )- cl TA =i -y cose e A - 
F 


-i a sin0 e-(®1-#)40+0 (13.b) 


La solution de ces équations à l’ordre 0 en R’, est, en régime quasi stationnaire, déduite 
des équations (D.21), (D.39) et (D.40) du chapitre VI : 


49 _<in* k 
AP = a sin $ gipst (14.2) 
cos'0 + sin @ 
o® =o% =0 (14.b) 


d) Pour trouver la solution à l’ordre 1 en 92',, il suffit de remplacer dans les seconds 
membres des équations (12), (13.a) et (13.b) A), c9 et o ® par leurs solutions à l’ordre 0 
données en (14.a) et (14.b) (dans l'équation (12), on omet également le dernier terme, 
proportionnel à (cos*® — sin*@}, qui est un terme source pour les termes d'ordre 0). On 
trouve ainsi immédiatement que le terme linéaire en N’, dans le développement de 
A) en puissances de {2', est nul. 

Considérons à présent (13.a). Pour obtenir une évolution en e*"-#), il faut prendre 
p= -1 et ne retenir du second membre que le premier terme qui est approximé par 
— i(N",/2)cos 8 AVexp][ — i(w't — p'}]. En utilisant (14.a) avec p = 0, on trouve ainsi : 


N’ 4 P =i{w't - ẹp') 
(-1) . 1. 2, C0S 8 — sin 8 e 
oci ? = -i = cosh 15M MIMIM 15 
iz TET T'as A + CETT) ea 
De façon identique, la solution de (13.b) évoluant en e7 “#17 est 
a! 4 3. LA — i(ow't — p') 
(-1) . “#1. 2, COS 0 — sin 6 e 
ol? = =i m sinto © ——— — 16 
ai 2 cos*6 + sin*8 Feon — 9 +w’ — w)] (16) 
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e) Le report de (15) et (16) dans (9) donne : 
Liu - # COS*6 — sin‘ 
cos*8 + sin‘ 


$ cos*0 L sin*® an 
Leon + +0 —-0) Tor ilh + w- w) 


: 9", 
{d_} = ride 


L'utilisation de (2) et la définition 9’, = — d,.@'/h, conduisent alors à 
nes | da |7 cost — sin‘e P coste . sin*® 
Eo  cos*8 + sin‘6 T irt R +w- wY Th +N +w'-— 0)? 


(18) 


Supposons pour fixer les idées cos*8 > sintð (ce qui correspond à 5, <0). Dans ce cas, 
la résonance se produisant en w'= w + Q est associée à un processus d’atténuation 
(a” est positif) alors que la résonance se produisant en w’ = w — f} est associée à une 
amplification (æ" est négatif). La largeur à mi-hauteur de chacune de ces résonances est 
27 y Lamplification est plus petite que l'atténuation par un facteur 
te = (Q — wg + w) /(Q + wg- w). L'interprétation physique de ces résonances et 
de leur signe (atténuation ou amplification du faisceau sonde) est donnée dans le 
paragraphe E-2-b du chapitre VI. 


P D’après (3.a) et (3.b), le second terme de (18) est résonnant pour la classe de vitesse 


v, telle que 
2kv, = ,/ N? + (8, + kv,” (19.a) 


De même, le premier terme de (18) est résonnant lorsque 


2kv, = — q / Q? 4 (8, + ko} (19.b) 


En élevant au carré les expressions (19.a) et (19.b), nous constatons que kv, et 
kv, sont solutions d’une même équation du second degré et valent : 


8, + 1/30? +46? 
He Nr 7 (20.a) 


3 
5, - /3N? +48? 
kv, = —— (20.b) 


Comme 6, et Q, sont tous deux petits devant ku, les équations (20) entrainent que 
[u,| <u et [v,| <u. Il s'ensuit que les classes de vitesse qui contribuent de façon 
importante à (4) sont telles que l'exponéntielle de Boltzmann peut être remplacée par 1. 


Remarque 


Les classes de vitesse qui interagissent de façon résonnante avec l’onde sonde 
peuvent être aussi déterminées par une méthode graphique. Considérons tout 
d’abord la fréquence apparente du laser pompe pour un atome de vitesse 
v, Cette fréquence est égale d'après (3.a) à «,+kv, Ses variations avec 
kv, pour ô; fixé sont celles d’une droite de pente 1, représentée par la droite en 
traits tiretés de la figure 1. De même, la fréquence apparente du laser sonde, qui est 
égale d’après (3.b) à w; — kv, est représentée par la droite en traits tiretés de 
pente —1, qui coupe la première droite au point 7 d’abcisse 0 et d’ordonnée 
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w,. Pour chaque valeur de kv, le spectre d'absorption de l'atome dans son 
référentiel au repos comporte, d’après l'étude de la partie A, deux raies centrées 
aux fréquences des bandes latérales w + [(w — wo)? + az qui valent d’après (3.a) 


w, + ko, +a / R? + (0, — 05 + ke) (21.a) 
w, + ko,- /N? + (w, — wyt ko) (21.b) 


Les variations de ces deux fréquences avec kv, pour 6, fixé sont représentées par les 
deux branches de l’hyperbole tracée en traits pleins sur la figure 1 et dont l’une des 
asymptotes est l'horizontale d’ordonnée wọ. Pour ô, fixé, les classes de vitesses 
kv, et kv, résonnantes avec Ponde sonde, c’est-à-dire susceptibles d'absorber (ou 
d’amplifier) cette onde sont données par les abcisses des intersections M, et 
M, de cette hyperbole avec la droite de pente —1. 


kvg kv, ko, 


Figure 1. Détermination graphique des classes 
de vitesse résonnantes avec Ponde sonde. 


Pour déterminer si ces classes de vitesse absorbent ou amplifient l’onde sonde, 
introduisons la classe de vitesse kv, = w, — w, pour laquelle Ponde pompe est 
résonnante. La verticale d’abcisse kw, coupe l’hyperbole aux points A et 
B d'ordonnées wg + 2, et w, — 12; (le milieu J de AB, d’ordonnée wọ, est le centre 
de Phyperbole). Pour v <v,, la fréquence apparente du laser est inférieure à 
wg La branche A'A de l’hyperbole, qui correspond à la bande latérale supérieure 
est alors absorbante, alors que la branche B"B est amplifiante (voir la discussion ci- 
dessus après la formule (18) et la discussion du paragraphe E-2-b du chapitre VI). 
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Pour v > vo, ces conclusions sont inversées : la branche BB" est absorbante alors que 
la branche AA” est amplifiante. On en conclut que, pour la valeur de ô, choisie 
pour la figure 1, la classe de vitesse kv, est absorbante alors que la classe de vitesse 
kv, est amplifiante. Pour d’autres situations, par exemple w, — wg = 0, auquel cas 
v, = 0, les deux classes de vitesse résonnantes sont toutes deux sur des branches 
absorbantes. 


g) A partir de (3.a), on déduit que 


1-5? ô, + kv, 
cotg 20 = = — ———— 22 
2s NQ, Q2) 


et par suite 


ôL 1-5? 
w,--0, [2 = | (23) 


Cette relation permet d'obtenir par différentiation 


(24) 


Dans l'expression (18) donnant æa”, remplaçons cos?@ par 1/(1+5?) et sin? par 
s?/(1+5?). Procédons de même pour Tp en utilisant l'équation (D.27) du chapitre VI 


2 
Laari z 


gim aW (25) 


Les dénominateurs des fractions apparaissant dans (18) sont respectivement de la forme 
Thon + LN/ 0? + (8, + kv,) +2kv,}?. La valeur de kv, est donnée en (23). Par ailleurs, 


N + (8, + kv,) est égal à : 


4 ORATIE +5? (26) 


En utilisant (4), (18), (23), (24), (25) et (26), on retrouve la formule (5) de l’énoncé. 
h) La fonction f,(s) s’annule pour 


= aR aa +3 27 
S. 
1 Q, a? ( ) 


Pautre racine négative étant en dehors du domaine d'intégration de (5). De même, la 
seule racine positive de f (s) est 


1 128: 48 s) 
SIES m =3 (28) 
Partons de 
2 
S 1 1/f/s-3 
3-13 ( 3, ) 09) 


et utilisons le fait que f.,(s;) = 0. D’après (6.a), nous obtenons 


S1 1 4 ôL 


Ft 30 F9 
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En élevant les deux membres de cette équation au carré, nous trouvons 


s2? 1 168 2 
D Ce 3 
(3) roms 6 


ct de mêmc en élevant une nouvelle fois au carré 


s \4 1 25681 66 2 
We) +3 Hot ms a 
i) D'après (6.a) et (6.b) 
1 2s? 
— = — 33.a 
Ifi] 3 +5? el 
1 25; 
ne = —— 33.b 
FT “1435 F 
L'intégrale de (5) donne alors 
— yrd? 1 -= s?) st 1-52 
s _ Via EN E S (34.a) 
Eku G+s2X1+5t) (1+352)(1+51) 


En utilisant s, = s,/3, on transforme (34.a) en (7.a). La réduction au même dénominateur 
de (7.a) donne 


(34.b) 


En simplifiant par s; + (3/5) et en utilisant (31) et (32) nous trouvons (7.b). 


JÌ La courbe donnant a” en fonction de ô, présente un minimum en ô, = 0, a une largeur 
de l’ordre de N, et tend vers une limite égale à Jr |da |°/ £oku lorsque | 8,| > R. 
Cette limite correspond d’ailleurs à l'absorption linéaire pour le faisceau sonde seul. II 
convient de noter que la largeur de cette courbe est plus petite que ku ce qui montre qu'il 
est possible de faire de la spectroscopie sans effet Doppler en utilisant l’absorption 
saturée (*). 

La valeur de a” en 5, = 0 est égale à 0.6 fois sa valeur asymptotique. Ceci montre que 
le milieu n’est jamais totalement transparent pour le faisceau sonde contrairement aux 
prévisions du modèle élémentaire décrit dans l'énoncé de la question j). En fait, lorsque 
ô, = 0, les classes de vitesse interagissant de façon résonnante avec le faisceau sonde 
sont, d’après (20.a) et (20.b), ko, = 9,/ #3 et kvn =- N,/ 3. Or, pour ces classes de 
vitesse, la différence de population m7 - m7 entre deux niveaux d’une même multiplicité 


(*) Pour plus de détails sur la spectroscopie d’absorption saturée, voir par exemple 
T.W. Hänsch dans Nonlinear Spectroscopy (Proc. Int. School Phys. Enrico Fermi, 
Course LXIV), N. Bloembergen ed., p. 17 North Holland 1977 ; Lethokov and Chebo- 
tayev (chapitre 3). 
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de l'atome habillé est très différente de 0. Pius précisément, s; et s, valant, d'après (27) et 
(28), y3 ct 1/ 3 lorsque ê; =0, |m- æi| est égal, d'après la formule (D.21) du 
chapitre VI, à 4/5. L'onde sonde interagit donc avec des classes de vitesse pour lesquelles 
les populations des niveaux habillés ne sont pas égalisées. 


k) En présence de relaxation collisionnelle, la différence de population entre les niveaux 
habillés sc déduit des formules (36) ct (18) du complément B,, applicables à la limite 
d'impact. 
à #9 i 4 
PRE sin cos 8 (35) 
cos*6 + sin‘@ + 4 T sin?6 cos?8 


Pour obtenir la forme de la raic d’absorption saturée, il faut donc remplacer dans la 
formule (5) 1/(1 +5*) par 
1 


1+st44 Zs? 


(36) 


Il faut également remplacer e(s) par 


A-Ll] y [|1 
6) Fils 67 


(voir complément B,,, formule (20.a). 

Dans la mesure où le taux de relaxation y reste petit devant ku, on peut remplacer 
comme précédemment les fonctions e'(s)/[s'#{s) + fs)] par des fonctions de Dirac et 
obtenir ainsi 


5 Ve del | QG si} : G-si) Gs) 
Le G+siM1+si+4ks) (+3siX1+55+4L6) 


au licu de (34.a). 
Pour trouver le comportement en ê; = 0, remplaçons s, par #3 et s, par 1/ #3 dans 
(38) ; on obtient 


(39) 


Quand le taux de collision croît, œ” diminue et tend vers 0. Cela cst dû au fait que les 
collisions tendent à égaliser Ics populations des niveaux habillés. Il s'ensuit que le milieu 
devient de plus en plus transparent pour le faisceau sonde. 

On peut alors se demander si l’image élémentaire présentée dans l'énoncé de la 
question j) (qui prédit effectivement a” = 0 pour 8, = 0) est mieux justifiée lorsque 
y > TT. En fait, cette image est associée à une description de latome uniquement en 
termes des populations g, ct Cp, des niveaux atomiques a et b. Or, d’après les équations 
de Bloch optiques, une telle image est généralement fausse parce qu’elle néglige les effets 
liés à la cohérence optique ó, Cependant, lorsque y croît, cette cohérence optique est 
de plus en plus amortie ct il peut être justifié de raisonner uniquement en termes des 
populations &,, Ct &,, (voir exercice 18). Il ne faut cependant pas perdre de vue que les 
classes de vitesse qui interagissent effectivement avec le faisceau sonde restent détermi- 
nées par le diagramme d’énergic de l’atome habillé (voir figure 1 et équations (20)) et 
sont indépendantes de y. 


APPENDICE 


RÉSUMÉ SUR L’ÉLECTRODYNAMIQUE 
QUANTIQUE EN JAUGE DE COULOMB 


Cet appendice rappelle brièvement la procédure de quantification du 
champ électromagnétique en jauge de Coulomb et rassemble les 
formules essentielles qui sont utilisées dans cet ouvrage (*). 

Le système étudié en électrodynamique est formé de deux sous- 
systèmes en interaction : le champ électromagnétique d’une part, un 
ensemble de particules chargées d’autre part. L’électrodynamique 
quantique cherche à décrire, dans le cadre de la mécanique quantique, 
les états et la dynamique de ces deux sous-systèmes dont les évolutions 
sont couplées. Les particules chargées sont en effet les sources du 
champ et le champ exerce des forces sur les particules. 

Nous commençons par rappeler les variables utilisées, en théories 
classique et quantique, pour décrire le champ ($ 1) et les particules 
($ 2). Puis, nous introduisons l’hamiltonien en jauge de Coulomb qui 
permet d'étudier la dynamique du système global ($ 3). Nous passons 
ensuite en revue quelques états quantiques importants du champ ($ 4) 
et nous introduisons enfin le point de vue dipolaire électrique utilisé 
couramment pour décrire des systèmes localisés de charges comme des 
atomes ou des molécules ($ 5). 


1. Description du champ électromagnétique 


a) CHAMPS ÉLECTRIQUE E ET MAGNÉTIQUE B 


En électrodynamique classique, les champs E(r,t) et B(r,t) obéissent 
aux équations de Maxwell 


VE(r,f) LPO (1.a) 


V.B(r,r) = 0 (1.b) 


(*) Il west pas question ici d'aborder tous les aspects de la quantification du champ 
électromagnétique ni de démontrer tous les résultats qui seront cités. Le lecteur intéressé 
pourra se reporter à « Photons et Atomes - Introduction à l'Electrodynamique Quanti- 
que ». 
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VxE(r,t) = — n B(r,t) (1.c) 
c? 


V x T = À o E(r,t) + pie (1.a) 


où les densités de charge p{r,f) et de courant j(r,f) sont celles associées 
aux particules. Après une transformation de Fourier spatiale, les 
équations de Maxwell deviennent (*) 


ik.£(k,t) = Zoko (2.a) 
ik.8(k,t) = 0 (2.b) 
ik x £(k,i) = — à Bkt) (2.c) 
; __ 188(kr) 1 . 
où Elr,r) et &(k;,t), par exemple, sont reliés par : 
Er. = —!l I d'k Elkt) e™! 3) 
(2r)? 


Les deux équations (2.a) et (2.b) fixent les parties longitudinales 
i et æ des champs électrique et magnétique, c’est-à-dire les 
projections sur k/k de & et B: 


Ent) = - že (kx) (4.a) 


Eg 
By (kt)=0 (4.b) 
Ces relations deviennent dans l’espace réel 


a -1 3,1 , 1 
Et) - fe pr do rer (5.a) 


B,i(r, t)=0 (5.b) 


La champ magnétique est purement transverse alors que le champ 
électrique longitudinal coïncide avec le champ de Coulomb associé à la 
distribution de charge p(r,t) au même instant. Les champs longitudinaux 
ne sont donc pas réellement des variables indépendantes pour le 
champ. En effet, ils sont soit nuls, soit exprimables via p en fonction des 
variables des particules. Par contre, les champs transverses &, et 


(*) Nous utilisons systématiquement la convention suivante : un champ scalaire ou 
vectoriel dans l’espace réel est noté avec une lettre ordinaire, alors que sa transformée de 
Fourier spatiale est désignée par la même lettre cursive ou italique. 
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B, = B, qui sont les projections de & et Z dans le plan perpendicu- 
laire à k, sont des variables indépendantes dont les équations du 
mouvement se déduisent de (2.c) et (2.d) 


+ BK) = —ikx g (k.t) (6.a) 


TR = cik x BR) — ż jiki) (6.b) 


b) POTENTIELS VECTEUR À ET SCALAIRE U 


En théorie quantique, il est nécessaire de considérer les potentiels 
A et U reliés aux champs E et B par les équations 


E(r,t) = — V U(r,t)— as (7.a) 
B(r,t) = V x A(r,t) (7.b) 
qui deviennent dans l’espace réciproque 
Et) = — ik (k.t) — ae (8.a) 
B(k,t) = ik x £ (k,t) (8.b) 


Les champs E et B sont invariants dans la transformation de jauge 
associée à la fonction F(r,t) 


A(r,t) — A'(r,n) = Art) + V F(r,t) (9.a) 
UE Ur) EE T - E ia 1) (2.b) 


qui peut encore s'écrire 
At) — AR) = A (k.t) +ik F (kt) (10.a) 
; 3 F (k.t) 
U(k,t) — U'(k,t) = U(k,t) — en (10.b) 
Il apparaît clairement sur les équations (10) que seuls i et 


% changent dans une transformation de jauge alors que s, est 
invariant de jauge 


A'i (k.t) = £ (kt) (11) 


Par ailleurs, les équations (8) montrent que les champs transverses 
&, et B ne dépendent que de £, 


(kt) = - Š A, (kt) (12.a) 
B(k,t) = ik x a | (k,t) (12.b) 
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c) JAUGE DE COULOMB 
La jauge de Coulomb (V.A = 0) correspond au choix 
A (kt) = 0 = A (rt) (13) 


En comparant la partie longitudinale de (8.a) avec (4.a), on obtient 
alors 


Ut) = — p (kt) (14) 
— 
c’est-à-dire encore 
= 3yr pr’ Pt) 
U(r,t) = TE Je pen reg] (15) 


En jauge de Coulomb, le potentiel vecteur longitudinal est nul et le 
potentiel scalaire coïncide avec le potentiel de Coulomb associé à la 
distribution de charges p(r,f) au même instant. Les variables indépen- 
dantes du champ sont donc dans cette jauge le potentiel vecteur 


transverse 2, (k,t) et sa vitesse s, (kr) = — & , (kr). 


d) VARIABLES NORMALES 


La forme simple des équations du mouvement (6) des champs 
transverses suggère d'introduire la combinaison linéaire suivante de 


B et E, (ou, d’après (12), de A, et g ) 


a(k,t) 


NO Le, (k.t) — ck % Bkt) | 


Alk) [- A (kt) + io s (k,t)] (16) 


où A(k£) est une constante de normalisation que nous serons amenés 
plus loin à prendre égale à — i | /eo/2hw. L’équation d'évolution de 


a est alors très simple : 


&(k,r) + io a(k,t) = 


Nr (k.t) (17) 


En l’absence de sources (f, = 0), les variables æ(k,) correspondant 
aux diverses valeurs possibles de k évoluent indépendamment les unes 
des autres, en exp( — iwt) où œ = ck. Les variables œ décrivent donc 
les modes normaux de vibration du champ libre et sont appelées pour 
cette raison variables normales. 

L'équation (16) montre que œ est, comme &, et 2, un champ 
transverse. Pour chaque valeur de k, on peut introduire deux vecteurs 
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unitaires € et €’, orthogonaux entre eux et tous deux perpendiculaires à 
k. Chaque ensemble k,e définit un mode normal de vibration du champ 
et la variable normale associée à ce mode 


a (k) = €.a(k) (18.a) 


obéit, d’après (17), à l’équation d'évolution 


i 
———— £. į(k,ż) 
\/2eohw 4 
En utilisant les conditions de réalité des champs E, ,B,A,, qui 
s'écrivent par exemple pour E, 


á (k,f) +io a (k,r) = (18.b) 


& kit) = &*(-Kk;), (19) 


on peut inverser les équations (16) et exprimer &, (k;r), (kt), 
Æ, (k,r) en fonction de «,(k,f) et a *( — k,t). Une transformation de 
Fourier donne alors les développements en variables normales des 
divers champs transverses. Ces développements sont écrits plus loin 
directement en fonction des opérateurs a,(k) et af (k) qui sont associés, 
en théorie quantique, aux variables normales a ,(k) et «æ *(k). Il est 
courant de désigner par «rayonnement » l’ensemble des degrés de 
liberté associés au champ transverse. L’état du rayonnement est donc 
défini à l'instant £ par la donnée des variables normales «,(k,) pour 
tout k et tout €. 


e) PRINCIPE DE LA QUANTIFICATION CANONIQUE EN JAUGE DE COU- 
LOMB 

La procédure de quantification canonique nécessite d'identifier les 
couples de variables dynamiques conjuguées (coordonnées et impul- 
sions) qui deviennent, après quantification, des opérateurs dont le 
commutateur vaut iñ. 

Pour le champ électromagnétique, on peut introduire un lagrangien 
qui ne contient que les variables réellement indépendantes du champ 
(4, et #,) et celles des particules (lagrangien standard en jauge de 
Coulomb) et qui conduit aux équations de Maxwell pour les champs et 
aux équations de Newton-Lorentz pour les particules. Vis-à-vis de ce 
lagrangien, le moment conjugué de la coordonnée généralisée # ,(k) se 


trouve être égal à T,(k) = £o% (k) et les relations de commutation 
canoniques s’écrivent 


Lg (k), Te (K)] = if 8. ô(k — k’) (20.a) 


L'opérateur a,(k) associé à la variable normale a,(k) s'exprime en 
fonction des opérateurs æ% (k) et T,(k) = eg% (k) par une équation 
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analogue à (16). En choisissant convenablement la constante de 
normalisation A(k) (A(k) = —i | /eo/2hw), on trouve alors que la 
relation (20.a) est équivalente à 


la.(k),aë(k')] = 8..8(k — k') (20.b) 


tous les autres commutateurs étant nuls. 

Pour suivre les calculs d’électrodynamique quantique présentés dans 
cet ouvrage, il suffit en fait de retenir de ce qui précède les relations de 
commutation (20.b) et les expressions des grandeurs physiques en 
fonction des opérateurs a et a* qui sont discutées dans la suite de cet 
appendice. 


f) LES CHAMPS QUANTIQUES EN JAUGE DE COULOMB 


Comme nous l’avons déjà expliqué plus haut, il est possible d’inverser 
les équations (16) entre opérateurs et d’utiliser les conditions d’hermiti- 
cité de ces opérateurs pour obtenir, par transformation de Fourier, les 
développements des opérateurs champs en a, et a. On trouve ainsi que 


A = | EE ete. et + ea (K) e #7 @1) 
E, (r) = | d'k Y i£ leak) e™"— ea} (k) e7] (22) 


B(r) = f ak Di, (x x e)a (k) ekr_(Kkxe)at(k)e #7] (23) 


w = ck (24.a) 
K = k/k (24.b) 
A, = A/2e00 rÈ ; E= 0 Ao Bo =E (24.0) 


Quant au champ électrique total E(r), il s'écrit 
E(r) = E, (r) + E (r) (24.d) 


où Ẹ(r) est donné en (5.a). 

Il est souvent commode de considérer que le champ est contenu dans 
une boîte cubique avec des conditions aux limites périodiques. La 
dimension L de cette boîte est choisie grande devant toutes les 
dimensions caractéristiques du problème étudié. Les composantes des 
vecteurs d’onde sont alors des multiples de 27 /L, et les modes forment 
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un ensemble discret repéré par l’indice j. Les intégrales de Fourier sont 
remplacées par des séries suivant la règle 


f dk Lie) 7 ( 2a | fe) (25) 


Les opérateurs création et annihilation sont redéfinis par 
L \3/2 3 
D 2 
a= (z) f rew (26) 


où C; est la cellule élémentaire de volume (27/L) autour de 
k;. Les a; et af vérifient la relation de commutation simple 


[aa ] = ô;; (27) 


Les champs s'expriment en fonction des a; sous la forme : 


A,(r) = £ in lee, e" à. af e; 1 (28) 
j 9j 
; ħw; k;r + —ik;r 
ROLE ae "ajeje *] (29) 
i 
B(r) = >. F SSRI ax; x £; et ajk; x €j e, (30) 


Donnons pour terminer ce paragraphe quelques formules utiles. Dans 
les expressions bilinéaires vis à vis des champs, on est souvent amené à 
utiliser les sommes suivantes des composantes cartésiennes des vecteurs 
polarisation transverses € et €’, perpendiculaires à k : 


> EEm = Ôlm — KI Km (31) 
y glk x E) m a > imn Kn (32) 
DKxe)(kxeE), = Ôm — Ki Km (33) 


€ 


où {,m = X,Y,Z, Em ESt le tenseur antisymétrique et où x est défini en 
(24.b). L'expression (31) représente, dans l’espace réciproque, le 
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projecteur sur le sous-espace des champs transverses. Dans l’espace 
réel, ce projecteur est représenté par la fonction delta transverse : 


ôr = r’) = | dk ext, z KIK m) 


Y(|r-r']) š 
4r|r-r'|’ 

x [BO rO — rm) Er) 8m] (34) 
où Y(|r — r'|) est une fonction de régularisation égale à 1 partout, sauf 
dans une petite sphère autour de |r — r'| = 0 où elle tend vers zéro. 


Enfin, à partir (27), (28) et (29), on obtient les relations de commutation 
suivantes pour les champs dans l’espace réel 


Au ALn ; [EuthE:nt=0 (35.a) 
LA GE ne] = Ë 8h - r’) (35.b) 


E9 


ie 
Gr) 


= $ Om lr- r') + 


2. Les particules 


Les particules sont décrites dans le cadre de approximation non 
relativiste ; leur vitesse est supposée petite par rapport à c, et leur 
nombre est invariable. Dans cette limite, on peut faire l’économie d’une 
description de la matière par une théorie de champ, et se contenter de 
la description usuelle reposant sur les variables conjuguées r, (position) 
et pa (impulsion), a repérant la particule. En théorie quantique, ces 
variables deviennent des observables obéissant aux relations de commu- 
tation canoniques : 


(raPe;l = ih ag Ô;; (36) 
En présence du potentiel vecteur, la vitesse v, de la particule est reliée 
à p, par: 


MaYa = Pa — aÂi (ra) (37) 


(Ma et qa sont respectivement la masse et la charge de la particule 
a). Les densités de charge et de courant s'expriment en fonction des 
grandeurs précédentes : 


P(r) = E ga lE = r4) (38.a) 


jr) z KAL ô(r 7 Ta) (38.b) 
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Nous utiliserons également leur transformées de Fourier spatiales 


p(k) = Lane" (39.a) 
4) = D 5 7: (39.b) 


3. Hamiltonien et dynamique en jauge de Coulomb 


a) HAMILTONIEN 


L’hamiltonien H décrit la dynamique du système formé par le champ 
transverse et les particules, et a pour expression 


H = pp PaT AL CaP + 


+5 (- Ba ) Sa.) + Vona + Ha (40) 


Le premier terme de H est l'énergie cinétique des particules (voir 
l'expression (37) de la vitesse). 

Le second terme représente l’énergie d'interaction des moments 
magnétiques de spin portés éventuellement par les particules (g, est le 
facteur g de la particule a) avec le champ magnétique B(r,„). 

Le troisième terme, Vu, est l’énergie du champ longitudinal 
(énergie de Coulomb) 


E € 
Vo= R [rm [dla @ 
qui, d’après (4.a) et (39.a), vaut 


k qaq 
Vo = 3e | dx POO _ L ĉo a tooo Pr 


se > Jra- re] 42 


ECou Est l’énergie coulombienne propre de la particule æ, qui s'exprime 
dans l’espace réciproque sous forme d’une intégrale divergente, à moins 
d'introduire une coupure k, 


a Jaf dk _ f qake 
Col Zeg (@7)k? 4egr? Jo 4e? 


Le quatrième terme de H représente l'énergie du champ transverse 


(43) 


Š farie; (r) +c2B2(r)] (44) 
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qui, compte tenu des expressions (29) et (30) de E, et B, se met sous la 
forme : 


Hr = Y hos (ata+3) (45) 


En présence de champs extérieurs décrits par les potentiels A. (r,f) et 
U,(r;,r), l’hamiltonien (40) doit être modifié de la façon suivante : 


A, (ra) nid A, (ra) + Afa 4) ; V cou V coul + 3 JaUelT a:t) (46) 


Notons finalement que l'impulsion du système global champ + parti- 
cules a également une expression simple en jauge de Coulomb : 


P= È Pa + PR (47) 


Le premier terme représente l’impulsion des particules et celle du 
champ longitudinal qui leur est attaché ; le second terme est impulsion 
du champ transverse 


PR eo f ar E, (r) x B(r) 


Î 


où les champs ont été remplacés par leurs expressions (29) et(30). 


b) HAMILTONIENS NON PERTURBÉS ET HAMILTONIEN D’INTERACTION 


Il est intéressant de décomposer l’hamiltonien H du système global en 
trois parties : 


H = Hp + Hg + H; (49) 


où Hp ne dépend que des variables r, et p, des particules (hamiltonien 
des particules), H4 ne dépend que des variables a; et a} du champ 
(hamiltonien du rayonnement), H; dépend à la fois de r}, pa et de 
aj, af (hamiltonien d'interaction). A partir de l'expression (40) de 
H, on obtient, outre Hg donné par (45) : 


2 
Pa 
Hp= Ÿ Im, + V coul (50) 


H; = Hn + Hp + HÀ (51) 


Il 
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où Hp et H$, sont linéaires par rapport aux champs 


Ja 
Hn TA Ly PaAi (ra) (52) 
HS qa 
n= ~} £a 55 Sa-B(ra) (53) 
et où Hp est quadratique 
qg? 
Hn = > 5m 1 (ra) (54) 


Pour des systèmes de particules liées, les ordres de grandeur relatifs 
des différents termes d’interaction sont les suivants : 


PC EPL i Ta PEL 55 
Hi ome pm Hp z 


Pour de faibles intensités du rayonnement, le rapport H,,/H, est petit, 
ce qui entraîne que H,,/H,, l’est aussi. Quant au rapport HŸ/H,,, il est 
de l’ordre de : 


Fin N (56) 
Hy qAp/m P 


qui est le rapport entre l'impulsion k du photon et celle, p, de la 
particule. Pour des photons de faible énergie (par exemple, dans le 
domaine optique ou microonde) et un électron lié, ce rapport est très 
petit devant 1. 


c) LES ÉQUATIONS DU MOUVEMENT 


Dans le point de vue de Heisenberg, elles se déduisent de l'expression 
(40) de H et des relations de commutation canoniques (20.b) et (36). 

Pour la position et la vitesse des particules, on retrouve respective- 
ment la relation (37) entre la vitesse v, de la particule et l'impulsion 
Pa, et l’équation de Newton-Lorentz, convenablement symétrisée, 
donnant l'accélération de la particule en présence des champs 
E et B. 

Pour les champs transverses, on retrouve les équations de Maxwell 
entre opérateurs ; comme les champs transverses s’expriment linéaire- 
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ment en fonction des a; et af, ces équations sont équivalentes aux 
équations du mouvement des a; 


a 


| 1 
j = ll 


on 
a /2egħo L? 


qui sont les équivalents quantiques des équations (18.b), et qui ont la 
structure d’équations d’oscillateurs harmoniques avec termes sources. 
En général, leur solution n’est pas calculable explicitement, car le terme 
source dépend du mouvement des particules, qui sont elles-mêmes 
affectées par le champ transverse cherché. Toutefois, en l’absence de 
particules, les évolutions des opérateurs a; sont découplées et l’équation 
(57) s'intègre en 


f dre ™ ejf) (57) 


aj(t) = a;(0) exp( ~ iw jt) (58) 


Le mouvement des champs libres s’en déduit immédiatement. Ils 
s’écrivent comme des sommes d’ondes planes progressives de vecteur 
d'onde k;, de fréquence w; = ck; et de polarisation e;. Par exemple : 


libre(r,f) = } 1 x 
7 Zel? 


x { a;(0)e;expli(k;.r — w f)] — a (0)e exp —i(k;r-owjt)]} (59) 


Dans certains calculs, en particulier ceux des signaux de photodétection, 
il est nécessaire d'isoler les composantes des champs de fréquences 
positive et négative. Pour les champs libres, les formules du type de (59) 
en donnent une expression explicite. Par exemple 


hw; 


Efg(r,s) = Yi — a(0) e;expli(k;r — œ;t)] (60.2) 
j 2€oL 


Efoe(r) = [Efe] (60.b) 


Dans le point de vue de Schrödinger, c’est le vecteur d'état du 
système qui évolue dans l’espace des états. Cette évolution est 
gouvernée par l’équation de Schrödinger. 


4. Espace des états 


En jauge de Coulomb, la dynamique du système global se ramène à 
celle d’un ensemble de particules non relativistes et d’une collection 
infinie d’oscillateurs harmoniques représentant les modes du champ 
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transverse. Quantiquement, l'espace des états & du système est le 
produit tensoriel des espaces des états & > et & p relatifs à chacun de ces 
sous-systèmes. Les espaces fp et Êg sont eux-mêmes des produits 
tensoriels d’espaces relatifs respectivement à chacune des particules, et 
à chacun des modes du champ transverse : 


fp =.. Qla ®… (61) 
r=.. QE.. (62) 


Considérons plus particulièrement g. Une base orthonormée de 
chacun des espaces &; est constituée par la base { |n;) } des états 
propres de l'énergie de l’oscillateur j. Compte tenu des expressions (45) 
et (48) de Hp et Ppr, l’état |m:)...|n;).…, noté de façon plus concise 
| {n;}}, est état propre de ces deux observables : 


Hal{n)) = [E 0+ Dho] tm Ba) 
Peltm}) = (Sn) |m) (63.5) 


Il représente un état du champ contenant nų; photons du mode 
1, ...n; photons du mode j, chaque photon d’un mode j contribuant à 
l'énergie et à l'impulsion totales par les «quanta» élémentaires 
how ; et ħkj. 

Le vide est l’état fondamental de Hpg correspondant à 
mn =.…=n;=.…. = 0. I sera noté plus brièvement |0) et est caracté- 
risé par la propriété 


a;[0) =0 pour tout j (64) 


Dans chacun des espaces &;, les |n;) ne sont pas les seuls états 
intéressants. Les états «cohérents » |a;) jouent un rôle particulier 
pour la discussion de situations quasi classiques. Ils se déduisent du vide 
|0) par une transformation unitaire 


laj} = T*(a;) |0) (65) 
définie par 


aj] (66) 


dont l’action est une translation de l’opérateur a; de la quantité 


Aj 
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L'état |æ;) est état propre de l’opérateur d’annihilation a; de valeur 


propre «; 


ajla;) = a;|a;) (68) 


et son développement sur la base { } est donné par 


la) = e7 lail®/2 3 cr d nj) (69) 


nj=0 


5. Approximation des grandes longueurs d’onde et point de vue 
dipolaire électrique 


Les atomes et les molécules sont constitués de particules chargées 
(électrons et noyaux) formant des états liés dont Pextension spatiale 
& est typiquement de l’ordre de quelques rayons de Bohr. Supposons 
qu’un tel système interagisse avec un rayonnement radiofréquence, 
infrarouge, visible ou ultraviolet. La longueur d'onde À de ce rayonne- 
ment est grande par rapport à 4, et il est légitime de négliger les 
variations spatiales du champ électromagnétique sur ľétendue du 
système de particules : toutes les particules voient le même champ. 
C’est l'approximation des grandes longueurs d'onde. 

Considérons pour simplifier un atome (ou une molécule) globalement 
neutre, situé près de l’origine 0. A l’ordre le plus bas en agọ, il est 
caractérisé du point de vue électrique par son moment dipolaire 
électrique 


d= Egara (0) 


Une transformation unitaire sur l’hamiltonien (40) peut faire apparaître 
explicitement le couplage entre l’atome et le champ sous la forme de 
l'interaction dipolaire électrique entre le dipole atomique d et le 
rayonnement. Aux ordres supérieurs en ag/ À, la même démarche ferait 
apparaître les couplages quadrupolaire électrique et dipolaire magnéti- 
que, etc... Dans la mesure où nous les négligeons ici, nous omettons 
également dans H le couplage magnétique de spin H%, de sorte que 
nous partons de lhamiltonien approché : 


1 
g È m, — qaA, (0) P + Voou + Lio, (a*a;+à) (71) 


a) LA TRANSFORMATION UNITAIRE 


La transformation 


T = exp [-x da 0] = exp D (A j'a; — x a )} (72) 


i 


App.5 Appendice 607 


À;= sie à à (73) 


A /2eħw L? i 


est une opération de translation portant à la fois sur les opérateurs 
Pa et sur les opérateurs a; et a}. Les opérateurs fondamentaux sont en 
effet transformés selon les lois suivantes : 


Tr, Tt =r (74.a) 
T Pa T* = Pa + qa A(0) (74.b) 
Ta;jT* =a;+À; (74.c) 
Tat T* = af + (74.d) 


La transformation étant indépendante du temps, le nouvel hamiltonien 
s'écrit : 


H = THT* 
p? 
_ 2am, + V coul + Sap + ha; (aja; +ł)- 

— d. > ali ae; —iaÿ €;] (15) 

i 

où 
1 

Eaip = } —— (E;d 76 
ü È aL C Ÿ (76) 


b) LES GRANDEURS PHYSIQUES DANS LE POINT DE VUE DIPOLAIRE 


Les grandeurs physiques dans le nouveau point de vue sont représen- 
tées par les transformées G’ des observables G qui les représentent 
dans le point de vue initial 


G'=TGT* (17) 


Partant des expressions (37), (21), (23) et (22) des opérateurs représen- 
tant respectivement la vitesse de la particule œ, le potentiel vecteur 
transverse, le champ magnétique et le champ électrique transverse, on 
obtient les expressions des nouvelles observables qui représentent ces 
grandeurs : 


Vae =Tv, T* -2 (78) 
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A',(r) =TA,(r)T* =A, (r) 
2y CAC ™" +aÿe;e” ikpr] (79) 
B'(r) = B(r) (80) 
E', (Œ) = TE, (r) T* 
ZLo lilaj tA) eje™ + hce.] 
j 


= E, (r) - +P, (r) (81) 
E0 


où P(r) est la partie transverse de la densité de polarisation 
P(r) associée à latome lorsqu'on le considère comme un dipôle 
ponctuel : 
P(r) = d ô(r) (82) 
e(d) à. 
P, (e) = je #" (83) 


1 


Notons que, d’après (74.a), r’, =r, de sorte que la position des 
particules, le dipôle de atome ou la densité de polarisation sont 
représentés par les mêmes opérateurs dans les deux points de vue. 


c) INDUCTION ÉLECTRIQUE 


A partir du champ électrique total E(r) et de la densité de polarisation 
P(r), introduisons l'induction électrique : 


D(r) = &E(r) + P(r) (84) 
Examinons ses propriétés dans l’espace réciproque, où elle s'écrit : 
d 
Pk) = eof (k) + —— 85 
QD = 50809 + 7 (85) 


(nous avons utilisé la relation (82) pour calculer la transformée de 
Fourier de P(r)). Avec l'expression (39.a) de p(k), l’équation de 
Maxwell (2.a) s'écrit : 


-ikra 


; 1 
L epk.&(k) = Ga 


= yA [Ete -ik par +. (86) 


Le développement en puissance de k.r, fait dans la formule (86) est 
justifié à l'approximation des grandes longueurs d’onde dans la mesure 
où kr, = kag € 1. Le premier terme du crochet de la formule (86) est 
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nul parce que le système de charges est supposé globalement neutre. Le 
second s'exprime en fonction du dipôle électrique.Il vient donc, à 
l'approximation dipolaire : 


eg k.g (k) + Ed 


Gry 


Il apparaît ainsi que k.2(k) est nul de sorte que l'induction électrique 
est transverse pour un système globalement neutre. 

Par ailleurs, la polarisation P(r) est nulle en dehors du système de 
charges (r > a), et (84) se réduit à : 


E(r) = D(r)/& pour |r| >a. (88) 


L'induction électrique est donc le champ transverse qui coïncide, au 
facteur £) près, avec le champ électrique total en dehors du système de 
charges. Un avantage de la nouvelle représentation est de décrire 
D(r)/es, et donc ce champ électrique total, par un opérateur très 
simple. En effet, la transversalité de D entraîne, d’après (84), que 
D = £E, +P,. Il découle alors de (81) que : 


(87) 


D')/c0 = E’, (r) + ir, (r) 


E, (r) 
iŞ E. (qee -aj ee") (89) 


j 


d) HAMILTONIEN DIPOLAIRE ÉLECTRIQUE 


Revenons maintenant à l’hamiltonien H'. Le dernier terme de (75) 
est le nouvel hamiltonien d'interaction. Compte tenu de (89), il s’écrit 


H'y = — d.D'(0)/ £o (90) 


et représente lénergie d'interaction entre le dipôle électrique et 
Pinduction électrique. Nous l’écrirons aussi souvent 


H', = — d.E, (0) (91) 


étant entendu que E, (r) est l'opérateur mathématique défini par (29) 
ou (89) en fonction de a; et a. Par habitude, on le désigne souvent par 
le terme «champ électrique», bien qu’il ne coïncide avec cette 
grandeur qu’en dehors du système de charge. H’ s'écrit ainsi : 


H’ = H'p + Hg+ H'; (92) 
Hp est donné par (45), H'; par (90) et H'p par 


H'p = Hp + Edip (93) 
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Le nouvel hamiltonien des particules s’obtient simplement en ajoutant 
à Hp donné en (50) une énergie propre dipolaire décrite par l'expression 
(76). Il faut toutefois noter que, dans H'», p/2m, est bien l'énergie 
cinétique de la particule æ, compte tenu de (78), alors que ce n’est pas 
le cas dans (50), car la vitesse est donnée dans ce point de vue par (37). 

Dans tout ce qui précède, l’atome est supposé immobile à l’origine 
des coordonnées. Dans certains problèmes, il est important de tenir 
compte du mouvement du centre de masse de l’atome, repéré par 
R. Si l’atome est globalement neutre, il suffit, à l’approximation 
dipolaire électrique, de remplacer, dans H',, 0 par R : 


Head 2% = — d.E, (R) (94) 


RÉFÉRENCES 


Pour plus de détails, voir « Photons et Atomes - Introduction à 
l’Electrodynamique Quantique ». 

On pourra aussi se reporter aux ouvrages de Kroll, Heitler, Power, 
Loudon, Haken. 
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Indice (d’un milieu) 115, 578 

Indirect (couplage entre deux états) 
45, 56, 81, 92, 116, 193, 200, 204, 
444, 459, 462, 561 

Induction électrique 608 

Induite (voir émission induite) 

Inélastique (diffusion) 87, 89, 368, 370, 
421 

Infrarouge (catastrophe ou divergence) 
525, 531 

Instables (états) 212 

Intégrale de contour 166, 215 

Intégrodifférentielle (équation) 237, 
328 

Intensité (du rayonnement} 137 
(voir aussi fluorescence) 

Interaction (voir contact, dipôle- 
dipôle, échanges de photons, hamil- 
tonien, magnétique, point de vue) 

Interférences entre amplitudes de tran- 
sition 103, 106, 192, 446, 484, 512, 
562, 563 

Intermittente (fluorescence) 431 

Internes (voir degrés de liberté) 

lonisation 

- énergie d’ 72, 77, 126 

- continuum d’ 72, 74, 77, 80, 89, 90, 
101, 126 

- à un photon 77, 78, 135 

- à plusieurs photons 101 

- à plusieurs photons et en présence de 
collisions 484 


J 


Jauge 20, 595 


K 


Kramers 159, 460 
Kuhn (voir Thomas) 
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L 


Lamb 

- déplacement de 111, 158, 304, 513 

- transition de 193 

Lamb-Dicke (effet) 70, 494 

Landau (formule de) 490 

Landé (facteur de) 

- pour l’électron 112, 306, 549 

-de l’atome habillé 464 

Langevin (équation de) 

- pour le mouvement brownien 250, 
321 

-pour un oscillateur 
amorti 327 

- pour un atome à deux niveaux 350, 
369, 372, 377, 381 

Langevin (force de) 

- pour le mouvement brownien 250, 

. 321, 322 

-pour un oscillateur 
amorti 328, 331 

- valeur moyenne 322, 329, 382 

- fonctions de corrélation 322, 324, 
329, 382, 384 

- pour un atome à deux niveaux 350, 
369, 381, 382 

Largeur naturelle 71, 110, 139, 191, 
553 

Larmor (fréquence ou précession de) 
112, 346, 465, 549 

Libre (champ) 130, 366, 377, 383, 534, 
604 


harmonique 


harmonique 


Lié (champ transverse) 145, 147, 159, 
534 

Liénard-Wiechert (potentiels de) 147 

Linéaire (réponse) 152, 291, 294 
(voir aussi susceptibilité) 

Longitudinal (champ) 594, 595 


Lumineux (voir déplacement de 
niveau) 

M 

Magnétique(s) 


- moment 112, 448, 549, 601 
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- interactions 118, 158, 544 

Markov (processus de) 259 

Masse 

- correction de 107, 111, 155, 306, 519, 
542 

- réduite 494 

Matrice de transition 15, 92, 93, 220, 
231 

Matrice S 

- définition 10, 15, 218, 227 

- développement perturbatif 15, 27, 30 

- lien avec la résolvante 218, 228 

Maxwell (équations de) 593 

Mélange à plusieurs ondes 486, 578 

Métastable (état) 96, 193, 200 

Mode(s) (de vibration du champ) 

- généralités 596 

- développement en 598, 599 

- nombre moyen de photons par 276 

- laser 389, 392 

Monochromatique (voir rayonnement) 

Môssbauer (effet) 70, 494 

Moyennes 

- à un temps 135, 256, 364 

- à deux temps 129, 257, 291, 331, 335, 
369, 382, 385, 418, 420, 421, 427 

Muitiphotoniques (processus) 

- généralités 96 

- émission spontanée 96 

- ionisation 101, 484 

- absorption 98, 99, 100, 200, 206, 426, 
462, 483 

- génération d’harmoniques 102 

- diffusion quasi résonnante 104 

- dans le domaine des radiofréquences 
99, 462 

- probabilité de transition par unité de 
temps 204, 206 

- fréquence de Rabi généralisée 205, 
206, 462 


N 


Naturelle (voir largeur) 
Non hermitique (opérateur) 174, 196, 
204, 349, 403, 432 


Index 


Non linéaire (réponse ou susceptibilité) 
377, 578 

Non pertubatif(ve,s,ves) 

- approche ou calcul 161, 272, 353, 
464, 531 

- amplitude de transition 70, 161, 179, 
202 

- matrice de transition 92, 93, 220, 231 

- amplitude de diffusion 217 

Non résonnant (couplage) 38, 342, 
395, 461 

Normal (ordre) 132, 317, 331, 378 

Normale (variable) 148, 531, 596 


O 


Opérateur (voir annihilation, création, 
déplacement, évolution, translation) 

Oscillateur harmonique amorti 

- équation pilote 309 

- absorption et émission 313 

- déplacement de niveaux 313, 314 

- évolution des populations 313 

- évolution des cohérences 315 

- densité de quasi-probabilité 316 

- cascade radiative 193, 563 

- équation de Fokker-Planck 319 

- équations de Heisenberg-Langevin 
327 

- comparaison avec un atome à deux 
niveaux 376 


P 


Paquet d'ondes (diffusion d’un ou exci- 
tation par un) 94, 226, 553 

Pauli-Fierz (transformation ou point 
de vue de) 109, 145, 149, 513, 522, 
531 

Périodiques (voir conditions aux limi- 
tes) 

Perturbatif (développement) 

-de la résolvante 167, 168 


Index 


-de l'opérateur d'évolution 21, 25, 
163 

- de l’opérateur déplacement 172 

-de la matrice S 15, 27, 30 

Phase (accord de) 103, 106, 579 

Photodétecteur 

- à bande large 126, 134 

- à bande étroite 126, 137 

Photodétection (signaux de) 

- calcul des 125, 128 

- double 140 

- pour un détecteur à bande large 135, 
364 

- pour un détecteur à bande étroite 
138, 364 

- lien avec les moyennes à un ou deux 
temps du dipôle émetteur 363 

Photodissociation 79 

Photoionisation 

- simple 77, 78, 135 

- à plusieurs photons 101 

- à plusieurs photons et en présence de 
collisions 484 

Pièges (pour atomes neutres) 362, 438 

Point de vue 

- de Schrödinger 9, 24, 262, 604 

- de Heisenberg 321, 349, 354, 372, 
603 

- d'interaction 24, 254, 262 

- dipolaire électrique 606 

- A.p et E.r 501, 505, 513 

- de Pauli-Fierz 109, 145, 149, 513, 
522, 531 


Polarisabilité atomique 499, 578 


Polarisation 
- énergie de 295, 297, 298 
- densité de 608 


Polarisation (du rayonnement) 
- sommation sur 36, 599 

- circulaire 100, 450, 452 

- linéaire 450, 458 


Pôles (de la résolvante}) 166, 178, 210, 
212 
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Populations (de niveaux d'énergie) 

- définition 250 

- équation d'évolution 264, 274, 276, 
313, 411, 472, 576 

- transfert ou flux 349, 472, 569 

- équilibre thermodynamique 
277, 569 

- couplage avec les cohérences 348 

- réduites 413, 480 

Potentiels (vecteur et scalaire) 595 

Pression de radiation 357 

Probabilité de transition (voir les rubri- 
ques correspondant aux divers pro- 
cessus ; voir aussi Fermi) 

Projection (opérateurs de) 170 

Propagateur 163, 165, 235 

Propagation des interactions (correc- 
tions liées à la) 118, 123 


266, 


Q 


Quantification canonique 597 

Quasi classique (état), (voir cohérent) 

Quasi-probabilité (densité de) 317 

Quasi résonnant(e) 

- état intermédiaire 100, 102, 104 

- diffusion 104 

- excitation 342 

Quasi stationnaire (état pour la cascade 
radiative de l'atome habillé) 415 


R 


Rabi 

- fréquence, nutation ou oscillation de 
12, 32, 71, 82, 139, 199, 205, 233, 
239, 247, 341, 347, 351, 396, 399, 
401, 407, 431, 440, 443 

Radiatif(ve,s) 

- durée de vie 70, 183, 491 

- capture 72 

- dissociation 73 

- déplacement 108, 110, 182, 183, 191, 
224, 274, 303, 305, 313, 513 
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- amortissement 274, 338, 351, 413, 
414, 491 

- désintégration 110, 183, 557 

- élargissement 114 
(voir aussi cascade radiative, correc- 
tions radiatives) 

Radiofréquences (domaine des) (voir 
habillé, résonance magnétique) 

Raman 

- diffusion 87 

- effet Raman stimulé 88 

Rayleigh (diffusion) 86, 499 

Rayon classique (de l’électron) 89, 
499, 503 

Rayonnement 

- de freinage 74, 80, 522, 531 

- densité d'énergie à la fréquence 
& 249, 278, 305 

-à large bande spectrale et faible 
intensité 252, 275, 280, 300 

- du corps noir 249, 252 

- isotrope et non polarisé 277, 280, 300 

- monochromatique 338, 340, 389 

- réaction de 305, 307, 381 

- lien entre descriptions quantique et 
classique 340, 396, 571 
(voir aussi fluctuations) 

Réaction 

- de rayonnement 305, 307, 381 

- du réservoir 298 

Réactive 

- susceptibilité 297, 298 

- force 357, 359 

Recul (énergie ou effet de) 69, 77, 99, 
281, 283, 355, 359, 49% 

Redistribution du rayonnement 

- dans une onde stationnaire 360 

- collisionnelle 478 


Réduit(e,es) 
- opérateur densité 250, 254 
- populations et cohérences pour 


l'atome habillé 413, 480, 583 
Référentiel tournant 346, 351 


Index 


Régression quantique (théorème de) 

-pour un oscillateur harmonique 
amorti 335 

- pour un atome à deux niveaux 369, 
372, 385, 420, 421 

Reiche (voir Thomas) 

Relaxation (équations de) (voir équa- 
tion pilote) 

Relaxation (temps de) 269, 400, 478 

Relaxation collisionnelle 

-en l’absence d'irradiation laser 469 

-en présence d'irradiation laser 472 

- équation pilote décrivant la 470 

- dans la base des niveaux habillés 
472, 487 

- équation pilote à la limite d’impact 
475 

Renormalisation 159, 232 


Réponse linéaire (voir linéaire, suscep- 
tibilité) 

Réseau 

- de moments de transition 485 

- d'atomes excités 485 

Réservoir 

- généralités 251 

- état 255, 275, 569 

- moyennes à un et deux temps 
d’observables du 256, 259 
(voir aussi corrélation, fluctuations, 
réaction, susceptibilité) 

Résolvante 

- définition 165 

-lien avec l'opérateur d'évolution 
166, 215, 236, 442 

- propriétés analytiques 166, 208 

- prolongement analytique 166, 211, 
212 

- développement perturbatif 167, 168 

- restriction dans un sous-espace 171, 
180, 195, 201, 234, 444, 558 

- restriction entre deux sous-espaces 
173, 186, 553 

- lien avec la matrice S 218, 228 
(voir aussi resommation) 


Index 


Resommation (du développement per- 
turbatif de la résolvante) 

- formelle 168 

- partielle 176, 181, 187, 190, 222, 223 

Résonance (associée à un état instable) 
95, 215 

Résonance magnétique 

- à un photon 100, 454, 459 

- à plusieurs photons 100, 462 

- de cohérence 456, 463 

Résonances noires 434 

Résonnante (diffusion) 58, 86, 91, 221, 
506, 509 

Rétrécissement par le mouvement 
(condition de) 252, 270 


S 


Saturation (paramètre de) 353 

Saturée (absorption) 424, 583, 589 

Saut quantique 401, 429, 433 

Section efficace d’un processus 16 
(voir aussi diffusion d’un photon) 

Séculaire (approximation ou limite) 
262, 266, 410, 422, 424, 473 

Sonde (faisceau) 422, 483, 583 

Source(s) 

- atome 143, 365 

- champ des 364, 377, 379 

Spectrale (densité ou puissance) 133, 
138, 249, 298, 302 

Spectrale (distribution) 

- des photons émis spontanément par 
un atome excité 185, 191 

- des photons émis dans une cascade 
radiative 191, 192, 564 

- des photons de fluorescence de réso- 
nance 106, 364, 368, 418 

- des photons absorbés sur un faisceau 
sonde 422, 483 

Spin(s) 

- spin ł fictif 345, 410, 472, 473 

-spin Ÿ habillé par des photons 
radiofréquence 448 
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(voir aussi anticroisement, croise- 
ment, diagramme d'énergie) 

- interactions magnétiques entre 544 

Spontanée (voir émission) 

Stark dynamique (effet) 114, 305 
(voir aussi déplacement de niveau 
lumineux) 

Stationnaire (état ou régime) 

- pour un atome à deux niveaux 277, 
352 

- pour les vitesses atomiques 289 

-pour un oscillateur harmonique 
amorti 316, 320 

- pour les populations et cohérences 
réduites de l’atome habillé 414 

Statistiques (fonctions) 291, 301 

Stern et Gerlach optique (effet) 436 

Stimulée(s) (voir émission induite, cor- 
rections radiatives) 

Stokes, anti-Stokes (diffusion Raman) 
87 

Superradiance et subradiance 558 

Susceptibilité linéaire 

- d’un oscillateur classique 293, 296 

- d’un système quantique 294 

- du réservoir 257, 294, 298, 300 

- du rayonnement 302 
(voir aussi dissipative, réactive) 

Susceptibilité non linéaire 578 


T 


Taux de transition (voir les rubriques 
probabilité de transition par unité de 
temps des divers processus ; voir 
aussi équation pilote, populations) 

Thomas-Reiche-Kuhn (règle de) 501 

Thomson (diffusion) 88, 503 

Townes (voir Autler) 

Transformation (voir unitaire) 

Transition (voir amplitude, matrice) 

Transitoire (régime) 351, 414, 416 

Translation (opérateur de) 

- pour a et a* 149, 537, 572, 605 
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- pour une particule 152 
(voir aussi degrés de liberté de) 

Transverse (champ) 594, 595, 609 
(voir aussi lié) 

Triplet de fluorescence 

- étude à partir des équations de Bloch 
optiques 368, 370 

-dans le point de vue de l’atome 
habillé 405, 418 

- en présence de collisions 480 

- raies latérales 106, 405, 420, 480 

- raie centrale 106, 405, 421, 481 


U 


Unitaire (transformation) 41, 149, 544, 
550, 571 


V 


Van der Waals (interactions de) 119, 
122 

Variance (vitesse de variation de la) 
323, 332 

Vecteur de Bloch 345 

Vertex 22 

Vibration 

- d’une particule dans le champ trans- 
verse 152, 157 

- d’un ion piégé 495 

Vide 

- état 67, 107, 145, 273, 605 


Index 


- fluctuations du 109, 111, 157, 251, 
302, 304, 307, 381, 521, 549 

- champ du 364 

Virtuelles (transitions) 40, 47, 107, 
112, 187 

Virtuels (photons) 119, 159, 160, 224, 
225, 526 

Vitesse(s) atomique(s) 

- opérateur 538, 600, 607 

- fonction de distribution des 283 

- évolution des 279 

- taux d’amortissement des 287 

- coefficient de diffusion des 287, 288 

Vitesse de dérive 319, 332, 386 

Vitesses de variation indépendantes 
(approximation des) 

- pour un atome soumis à un champ 
laser 341, 408, 412 

- pour un atome subissant des colli- 
sions 342, 474, 575 


W 


Weisskopf-Wigner (décroissance expo- 
nentielle de) 55, 233, 242 

Wiechert (voir Lienard) 

Wiener-Khinchine (théorème de} 326 

Wigner (distribution de) 317 

Wigner-Brillouin (développement de) 
224 
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